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Введение

Публичное обсуждение реальности квантовых вычислений началось

в 80-ых годах XX века благодаря работам Р. Фейнмана [1] и П. Бениоффа

[2]. Сходные идеи содержатся во вводном разделе книги Ю.И. Манина

[3]. С тех пор в этой области был достигнут значительный прогресс как

теоретического, так и экспериментального характера. Для некоторых ал-

горитмических задач, таких как факторизация целого числа и нахождение

дискретного логарифма, уже известны квантовые алгоритмы, достигаю-

щие экспоненциального ускорения по сравнению с лучшими на сегодняш-

ний день классическими алгоритмами. Одним из замечательных наблюде-

ний, сделанных в статье [1], была явная недостаточность вычислительных

ресурсов обычных компьютеров при моделировнии эволюции квантовых

систем. Как показали дальнейшие исследования, квантовые компьютеры

смогли бы эффективно решать такие задачи, по крайней мере в нескольких

практически важных ситуациях. Со времени первых экспериментальных

реализаций, относящихся к концу 80-ых годов, было предложено множе-

ство различных квантовых криптосистем. В настоящее время квантовые

криптосистемы уже предлагаются для коммерческого использования. Зна-

чительный интерес к использованию квантовых систем как информацион-

ного носителя стимулировал более глубокое изучение оснований кванто-

вой механики, включая принцип неопределённостей и ограничения типа

неравенств Белла. В настоящее время концептуальные вопросы квантовой

теории являются предметом неослабевающего интереса.

Ещё одним основанием для изучения квантовой теории в терми-

нах теории информации являются тенденции в развитии микроэлектро-

ники, отражённые в пресловутом законе Мура. Компьютерные методы об-

работки информации являются выдающимся технологическим достижени-
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ем XX века, чья практическая реализация была бы невозможна без раз-

вития полупроводниковой электроники. С тех пор вычислительная мощь

компьютерных систем увеличивалась исключительно быстрыми темпами.

В настоящее время технологии выходят на новый уровень развития, где

определяющими и неизбежными становятся квантовые закономерности.

По-видимому, микроэлектроника в ближайшем будущем должна перей-

ти к новой элементной базе, трансформируясь в “наноэлетронику” или

что-либо подобное. Иначе дальнейший прогресс вычислительных ресурсов

был бы крайне сомнительным. Анализ функционирования наноразмерных

устройств сопряжён с учётом таких явлений, которые на макроскопиче-

ском уровне можно полностью игнорировать. Одно из имеющихся фунда-

ментальных ограничений устанавливается принципом Ландауэра, согласно

которому есть ненулевая нижняя граница на тепловыделение при поте-

ре 1 бита информации в произвольной вычислительной системе. В свете

этого принципа нужно априори, особенно на микроуровне, стремиться к

использованию обратимой логики вычислений, хотя реальные физические

процессы будут неизбежно отклоняться от идеализированной модели.

Как выяснилось в результате примерно трёх десятилетий интенсив-

ного развития, квантовые технологии способны дать нечто принципиально

новое. Сегодня трудно спорить с тем, что на квантовом уровне можно со-

здать качественно иные средства вычислений и коммуникаций, в ряде слу-

чаев гораздо более мощные, чем их классические аналоги. В сфере экспе-

риментальных разработок также наблюдается постоянный, хотя и неспеш-

ный, прогресс. В целом наиболее впечатляющие результаты, особенно в

области квантовых вычислений, всё ещё носят по большей части теорети-

ческий характер. Реализация этих амбициозных идей может потребовать

нескольких десятилетий. Но даже безотносительно к этим надеждам кван-

товая теория информации заслуживает пристального изучения, поскольку

является ключом к пониманию тех фундаментальных законов физики, ко-

торые до недавнего времени оставались вне поля зрения исследователей.

Независимо от того, как скоро будут воплощаться на практике технологии,

использующие квантовые состояния как информационный ресурс, кванто-
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вая информатика обеспечивает оригинальное и неожиданное освещение

как самих квантовомеханических закономерностей, так и сравнительно

давно изучаемых проблем передачи и обработки информации. Вне всякого

сомнения, открывающиеся на этом пути грандиозные перспективы будут и

далее стимулировать развитие прецизионной экспериментальной техники.

При обсуждении того, насколько реалистичным окажется целена-

правленное воздействие на квантовые суперпозиционные состояния, прин-

ципиально важным является представление о “декогеренции”. Этим терми-

ном характеризуются процессы трансформации чистого состояния в смесь,

сопряжённые с быстрым затуханием интерференционных членов в матри-

це плотности. Учёт декогеренции совершенно необходим для понимания

характерных особенностей квантовомеханического описания реальности,

включая коллапс волновой функции и мысленный эксперимент Шрёдин-

гера [4]. Та или иная трактовка проблемы декогеренции фигурирует в

описании любого процесса передачи и обработки квантовой информации

[5, 6]. Как оказалось, процесс декогеренции обладает некоторыми общи-

ми закономерностями, которые не зависят от конкретных деталей взаимо-

действия и объясняют, почему при переходе на макроуровень становятся

труднодоступными те суперпозиционные состояния, которые легко наблю-

даются на микроуровне [7, 8]. Следует отметить, что в научной литера-

туре встречаются различные интерпретации термина “декогеренция” [9].

В одном случае имеется в виду неконтролируемая и практически необра-

тимая декогеренция, вызываемая взаимодействием наблюдаемой системы

с макроскопическим окружением. Более широкая трактовка подразумева-

ет ситуацию, в которой наблюдаемая система находится под воздействием

небольшого числа внешних степеней свободы.

В связи с началом исследований в области квантовой теории инфор-

мации возник интерес к одному из нетривиальных с квантовой точки зре-

ния процессов, а именно к квантовому клонированию. В 1982 г. Вуттерс

и Зурек опубликовали известную теперь работу [10], где впервые при-

менительно к состоянию квантового объекта и был использован термин

“клонирование”. Основной вывод авторов состоял в том, что неизвестное
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квантовое состояние не может быть клонировано. Под клонированием они

подразумевали создание точной копии исходного объекта при сохранении

его в том состоянии, в котором он был до операции клонирования и кото-

рое изначально неизвестно. Основные доводы работы [10] довольно просты

и опираются на принцип суперпозиции состояний. Невозможность точного

детерминированного клонирования квантовых состояний служит одним из

оснований квантовой криптографии. Внедрение в канал квантового рас-

пределения секретного ключа неизбежно означает размножение ошибок.

Превышение уровня ошибок над установленным пользователями уровнем

конфиденциальности даёт им сигнал о прослушивании, в результате чего

они отбрасывают все биты сеанса.

Общеизвестно, что мы не в состоянии манипулировать с квантовыми

состояниями произвольным образом. Если от качественных обсуждений

переходить к количественным формулировкам, то необходимы какие-то

количественные меры для характеризации интересующих нас свойств. В

конечном счёте, подобные количественные характеристики базируются на

мерах близости или различимости квантовых состояний либо могут быть

сведены к ним [4, 11]. В квантовой теории информации используются раз-

ные меры близости состояний, обладающие теми или иными преимуще-

ствами или особенностями. Как это обычно бывает в научных дисципли-

нах, одно понятие или количественная функция не в состоянии охватить

все аспекты рассматриваемых проблем. В отношении некоторых специаль-

ных вопросов может даже потребоваться введение весьма непривычных

функций. Так или иначе, исследование новых количественных мер в при-

менении к основным вопросам заслуживает пристального внимания, даже

если потенциально достижимые в рамках такого подхода результаты не

вполне ясны. Концепция энтропии является является одним из краеуголь-

ных камней как в теории информации, так и в статистической физике. Ко-

личество используемых энтропийных функций чрезвычайно велико. Они

могут различаться по своему определяемому целями роду, такому как сов-

местные, условные и относительные энтропии. Другим признаком является

тип исходной энтропийной функции, на котором основываются генерируе-
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мые ею производные величины. Помимо основанных на энтропии Шеннона

стандартных функций известны энтропийные величины типа Ре́ньи и Цал-

лиса. Изначально эти типы энтропий были введены по нескольким причи-

нам. Одной из них стало изучение энтропий в рамках аксиоматического

метода. С другой стороны, обобщённые энтропии применяются для описа-

ния нетипичных для статистической физики систем, таких как системы с

долговременной памятью.

Среди мер различимости квантовых состояний важнейшую роль иг-

рают следовая метрика и точность воспроизведения. В квантовой теории

информации эти величины используются практически повсеместно. Ока-

зывается, что при исследовании некоторых вопросов целесообразно ввести

частичные аналоги следовой метрики и точности воспроизведения. Гла-

ва 1 посвящена построению такого рода величин и изучению их свойств.

В известном смысле данные величины выражаются через унитарно инва-

риантные нормы Фань Цзы. Полученные результаты служат ещё одним

подтверждением того, насколько плодотворными могут быть методы ма-

жоризации конечномерных векторов. Дальнейшее развитие этого подхода

представлено в Главе 2. Известные вопросы непрерывности и устойчиво-

сти энтропийных функционалов разрабатываются в отношении частичных

сумм в выражении для соответствующей энтропии. При этом отдельные

элементы энтропийной суммы располагаются в невозрастающем порядке.

Соответствующие неравенства типа Фанне зависят не от размерности про-

странства, а от выбранного количества слагаемых в сумме. Глава 3 по-

священа основным свойствам так называемых унифицированных энтро-

пий. Для целого ряда свойств можно дать единообразную трактовку как

в классическом, так и в квантовом режиме. Унифицированные энтропии

образуют семейство двухпараметрических обобщений стандартных энтро-

пий Шеннона и фон Неймана. Разумеется, такие расширения наследуют не

все из многочисленных замечательных свойств стандартных энтропийных

функций. На первый взгляд может показаться, что изучение обобщённых

энтропий представляет исключительно математический интерес. На самом

деле использование зависящих от параметров энтропий иногда позволя-
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ет найти более жёсткие связи на вероятностные распределения или соб-

ственные значения операторов. Даже если число таких примеров не очень

велико, они заслуживают пристального изучения.

Понятие квантовой относительной энтропии лежит в основе мно-

гих принципиальных результатов квантовой теории информации, включая

неравенство обработки данных [4]. Существуют несколько расширений

стандартной относительной энтропии. Как было впервые продемонстри-

ровано в известной работе [13], обобщённые квантовые относительные

энтропии интересны по крайней мере в том отношении, что позволяют

глубже понять природу стандартной относительной энтропии. Наиболее

замечательным свойством последней является монотонность при действии

сохраняющих след вполне положительных преобразований. Отсюда мож-

но вывести свойство сильной субаддитивности энтропии фон Неймана.

Для обобщённых относительных энтропий интересны также вопросы их

непрерывности и поведения при стремлении к нулю элементов второго ар-

гумента. В Главе 4 эти вопросы исследуются для обобщённых относитель-

ных энтропий типа Цаллиса, включая новые неравенства типа Пинскера и

Фанне. Хотя полная картина всё ещё не получена, ценность найденных ре-

зультатов проиллюстрирована рядом приложений. Квантификаторы кван-

товой когерентности, индуциированные относительными энтропиями типа

Цаллиса, рассмотрены в Главе 5. Оказывается, что такие квантификаторы

обладают практически всеми свойствами, необходимыми для кандидата на

роль меры когерентности. Исключением является монотонность при неко-

герентных селективных измерениях, которую приходится формулировать

в видоизменённой формулировке, зависящей от параметра. По-видимому,

требование монотонности при некогерентных селективных измерениях яв-

ляется решающим при выборе списка подходящих мер когерентности на

квантовом уровне. Полученные результаты свидетельствуют о том, что

данный список должен быть кратким.

В Главе 6 получены энтропийные соотношения неопределённостей

для экстремальных “распутываний” супероператора. По ряду причин пред-

ставляют интерес формулировки двух видов, а именно зависящие от изме-
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ряемого состояния и справедливые для всех возможных состояний. Фор-

мулировки принципа неопределённостей получены в терминах энтропий

обоих типов Цаллиса и Ре́ньи. Рассмотрен случай двух неортогональных

разложений единицы, которые соответствуют обобщённым квантовым из-

мерениям. В Главе 7 энтропии Цаллиса и Ре́ньи используются при форму-

лировке соотношений неопределённостей для измерений, обладающих спе-

циальной структурой. А именно, рассмотрены измерения на основе набора

равнонаклонённых базисов и симметричные информационно полные изме-

рения. Соотношения неопределённостей выведены на основе оценок сверху

на соответствующие индексы совпадения, а также в рамках подхода рабо-

ты [14]. В последнем случае использованы симметризованные энтропии.

При получении соотношений неопределённостей в терминах min-энтропий

предложено одно новое неравенство для спектральной нормы конечномер-

ного оператора. В Главе 8 энтропийные соотношения неопределённостей

для энергии и времени изучены в рамках интересной концепции, предло-

женной в работе [15].

В настоящее время обобщённые энтропийные функционалы явля-

ются предметом активных исследований. Единая точка зрения на статус

таких энтропийных функций в прикладных науках вообще и в кванто-

вой теории в частности всё ещё отсутствует. Чтобы такая точка зрения

сформировалась, необходимо исследовать основные свойства обобщённых

энтропий и опробовать их на возможно большем числе разнообразных и

содержательных примеров. В связи с возможным использованием обоб-

щённых информационных функций в прикладных дисциплинах следует из-

бегать двух крайних точек зрения, встречающихся в литературе. В целом

расширенные информационно-теоретические функции нередко подвергают-

ся критике, причём не всегда обоснованной. Тем не менее хорошо извест-

но, что обобщённые энтропии уже плодотворно использовались во многих

важных вопросах. В будущем такие функции могут найти новые интерес-

ные приложения. Никто не утверждает, однако, что семейство стандартных

функций теории информации предполагается заменить каким-либо дру-

гим набором. Вместе с тем, нужно подчеркнуть необходимость известной
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осмотрительности в рамках приложения нестандартных информационных

функций в новых областях. Естественно, что обобщённые энтропийные

функции не наследуют всех без исключения свойств стандартных функ-

ций. Например, цепному правилу условные формы зависящих от парамет-

ров энтропий удовлетворяют лишь в обобщённой форме либо не удовле-

творяют ему вовсе. Впрочем, ни одно из этих определений не является

единственно принятым в научном сообществе. Изложенные в диссерта-

ции результаты отчасти проливают свет на целесообразность применения

обобщённых энтропийных функционалов в вопросах квантовой теории ин-

формации. Но эти результаты не предлагаются в качестве окончательного

разрешения всех относящихся сюда вопросов.

Цели и задачи диссертационной работы. В настоящей диссерта-

ционной работе предложены новые характеристики степени близости или

различимости квантовых состояний, а также проанализированы свойства

этих характеристик с точки зрения преобразований, востребованных на се-

годня в инженерии квантовых состояний. Среди мер различимости кван-

товых состояний важнейшую роль играют следовая метрика и точность

воспроизведения. В работе продемонстрирована целесообразность исполь-

зования частичных аналогов этих величин. В этой связи довольно есте-

ственно возникает идея определить частичные энтропийные суммы и ис-

следовать их свойства. Помимо тех свойств, которые являются особенно

важными в теории информации, с физической точки зрения необходимо

выяснить свойства непрерывности энтропийных функций и их устойчиво-

сти в термодинамическом пределе. Квантовую когерентность можно трак-

товать как потенциальный “ресурс” для использования в системах вычис-

лений и коммуникаций, отличный от хорошо известного энтенглмента. В

этой связи предпринято исследование квантификаторов квантовой коге-

рентности, индуциированных относительными энтропиями типа Цаллиса.

Известный интерес представляет формулировка соотношений неопределён-

ностей в терминах энтропий, зависящих от параметра, таких как энтропии

Ре́ньи и Цаллиса. Как известно, в процессах обработки информации на

квантовых носителях очень широко применяются измерения, обладающие
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специальной “внутренней” структурой. Выяснение дополнительных харак-

теристик некоторых измерений такого рода было одной из задач диссер-

тационного исследования. Формулировка соотношений неопределённостей

для энергии и времени интересовала исследователей с момента возникно-

вения квантовой механики.

Научная новизна. Краткая характеристика новизны представленных

в диссертационной работе результатов состоит в следующем.

• Впервые предложены и проанализированы частичные аналоги следо-

вой метрики и точности воспроизведения.

• Впервые сформулированы неравенства Фанне для частичных энтро-

пийных сумм типа Цаллиса, что, в частности, позволяет описывать

свойство непрерывности энтропийных характеристик в бесконечно-

мерном пространстве.

• Впервые определены области параметров, для которых квантовые уни-

фицированные энтропии обладают свойствами устойчивости и субад-

дитивности.

• Сформулированы новые неравенства типа Пинскера и Фанне для кван-

товой относительной энтропии Цаллиса.

• Впервые предложены и исследованы квантификаторы квантовой коге-

рентности, индуциированные относительными энтропиями Цаллиса.

• Впервые получены энтропийные соотношения неопределённостей для

экстремальных “распутываний” супероператоров.

• Получены новые энтропийные соотношения неопределённостей для

равнонаклонённых базисов и симметричных информационно полных

измерений.

• Впервые получена энтропийная формулировка соотношений неопреде-

лённостей для энергии и “дополнения” гамильтониана как сопряжённ-

ной с ней переменной.
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Методология и методы исследования. Исследования проводились

на основе стандартной формулировки квантовой механики и теории сохра-

няющих след вполне положительных преобразований. Были использова-

ны некоторые результаты выпуклого и функционального анализа, включая

свойства норм Шаттена, а также известные факты о монотонных и вы-

пуклых матричнозначных функциях от матриц и ряд следствий теоремы

Либа.

Теоретическая и практическая значимость. Построенные меры

различимости квантовых состояний и выведенные для них соотношения

являются инструментами для тестирования и количественного описания

каналов передачи информации на квантовых носителях, особенно в усло-

виях неполноты данных. Предложенные квантификаторы квантовой коге-

рентности и сопутствующие соотношения комплементарности характеризу-

ют доступные возможности по использованию когерентности как потенци-

ального ресурса. Наборы равнонаклонённых базисов используются в рас-

пространённых системах квантовой криптографии. Соотношения неопре-

делённостей для этих и схожих измерений со специальной структурой

дают новые возможности по анализу уязвимостей подобных криптосистем.

Локальные соотношения неопределённостей в применении к составным си-

стемам используются для разработки практических схем обнаружения эн-

тенглмента. Энтропийный подход к описанию уровня неопределённостей

позволяет естественным путём учесть неэффективности детектирования,

неизбежно присутствующие в реальных устройствах.

Положения, выносимые на защиту.

1. Построены семейство частичных энтропийных сумм и частичные ана-

логи следовой метрики и точности воспроизведения, свойства которых

обосновывают целесообразность их применения в квантовой теории

информации.

2. Для квантовых унифицированных энтропий сформулированы неравен-

ства типа Фанне, установлены монотонность при проективных изме-

рениях и параметрические области субаддитивности и устойчивости.
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3. Получены новые неравенства типа Пинскера и Фанне, устанавливаю-

щие дополнительные связи квантовых относительных энтропий Цал-

лиса с другими теоретико-информационными характеристиками.

4. Введены квантификаторы квантовой когерентности с использованием

относительной энтропии Цаллиса и раскрыты их основные свойства.

5. Сформулированы новые соотношения неопределённостей для суперо-

ператоров, равнонаклонённых базисов и симметричных информацион-

но полных измерений.

6. Предложенные энтропийные меры различимости и установленные их

свойства открывают новые возможности для построения квантовых

каналов и схем детектирования неклассических корреляций.

Апробация результатов. Представленные в диссертационной работе

результаты докладывались и обсуждались на 46-ом международном симпо-

зиуме по математической физике “Information Theory & Quantum Physics”

в 2014 г. (Университет Николая Коперника, Торунь, республика Польша),

на семинарах в Центре теоретической физики ПАН (Варшава, республи-

ка Польша), Институте физики им. М. Смолуховского Ягеллонского уни-

верситета (Краков, республика Польша), Национальном центре квантовой

информации (Гданьск, республика Польша), в отделе математических ме-

тодов квантовых технологий и в отделе математической физики МИАН

им. В.А. Стеклова.

Публикации. По теме диссертации опубликовано 15 работ в рецен-

зируемых журналах, входящих в перечень ВАК и индексируемых в науко-

метрических базах данных Web of Science и Scopus.

Личный вклад автора. Диссертационная работа излагает и обобща-

ет результаты, полученные автором лично.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из вводного

раздела, восьми глав, заключительного раздела и списка литературы из

209 наименований. Объём работы составляет 231 страницу, включая 4

рисунка.

13



Глава 1

Частичные следовые дистанции и

частные точности воспроизведения

Эта глава посвящена частичным аналогам стандартной следовой мет-

рики и точности воспроизведения. Представленные результаты основаны в

работах [16, 17, 18]. Введение тех или иных аналогов понятия расстоя-

ния на множестве квантовых состояний является неизбежным в квантовой

теории информации. С другой стороны, этот вопрос также весьма инте-

ресен в чисто математическом смысле. Сопоставление чистых состояний

само по себе не требует введения новых понятий, поскольку скалярное,

или внутренее, произведение содержит практически все необходимые дан-

ные. Но все реальные устройства неизбежно подвержены воздействию шу-

ма. Таким образом, даже изначально чистые состояния будут в конечном

счете эволюционировать в смешанные. Это не единственная причина для

рассмотрения смешанных состояний. Существуют другие доводы в пользу

необходимости анализа и сопоставления смешанных состояний.

Следовая метрика и точность степени воспроизведения используются

в квантовой теории информации особенно широко. Эти меры расстояния

можно охарактеризовать в терминах матричных норм. Пусть H — d-мерное

линейное пространство состояний. Для всякого оператора X, действующего

в пространстве H, оператор X†X положителен, т.е.

∀ |ψ〉 ∈ H : 〈ψ|X†X|ψ〉 ≥ 0 . (1.1)

Оператор |X| определяется как единственный положительный корень из

X†X. Собственные значения |X|, взятые с учетом кратности, называются
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сингулярными числами sj(X) оператора X, причем j = 1, . . . , d. Унитарно

инвариантные нормы имеют в квантовой теории информации важное зна-

чение. Норма ||| � ||| называется унитарно инвариантной, если для любого

оператора X и произвольных унитарных операторов U и V имеет место

равенство

|||UXV||| = |||X||| . (1.2)

Часто используемыми унитарно инвариантными нормами являются нормы

Шаттена и нормы Фань Цзы. Для q ∈ [1;∞], q-норма Шаттена оператора

X определяется как

‖X‖q :=

(∑d

j=1
sj(X)q

)1/q

. (1.3)

Выражение (1.3) дает следовую норму ‖X‖1 = Tr|X| при q = 1, норму

Гильберта–Шмидта, или Фробениуса,

‖X‖2 =
√

Tr(X†X) (1.4)

при q = 2, и спектральную норму

‖X‖∞ = max{sj(X) : 1 ≤ j ≤ d} (1.5)

при q = ∞. Нормы Фань Цзы образуют еще одно полезное семейство

унитарно инвариантных норм. Для k = 1, . . . , d, k-норма Фань Цзы опре-

деляется как

‖X‖(k) :=
∑k

j=1
sj(X)↓ . (1.6)

Направленные вниз стрелки обозначают, что сингулярные числа должны

вводиться в невозрастающем порядке, а именно

s1(X)↓ ≥ s2(X)↓ ≥ · · · ≥ sd(X)↓ . (1.7)

Семейство норм Фань Цзы включает в себя спектральную норму (1.5) при

k = 1 и следовую норму при k = d, то есть

‖X‖(1) ≡ ‖X‖∞ , ‖X‖(d) ≡ ‖X‖1 . (1.8)

Далее мы используем нормы Фань Цзы для более детальной характери-

стики различия между двумя матрицами плотности.
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Для пары матриц плотности ρ и ̺ с единичным следом, следовая

метрика определяется как [4]

D(ρ,̺) :=
1

2
Tr|ρ− ̺| =

1

2
‖ρ− ̺‖1 . (1.9)

Как известно, данная величина является естественным обобщением кол-

могоровской дистанции между распределениями вероятности p = {pj}r
j=1 и

q = {qj}r
j=1:

D(p, q) :=
1

2

∑r

j=1
|pj − qj| . (1.10)

По аналогии с (1.9), для k = 1, . . . , d мы далее определим частичные

следовые дистанции [17]

Dk(ρ,̺) :=
1

2
‖ρ− ̺‖(k) . (1.11)

Частичной версией колмогоровской дистанции (1.10) между распределени-

ями вероятности будет величина

Dk(p, q) :=
1

2

∑k

j=1
|pj − qj|↓ , (1.12)

где стрелочки обозначают, что числа |pj − qj| должны вводиться в невоз-

растающем порядке. В соответствии с изложенной схемой, полная следо-

вая метрика (1.9) обозначается далее через Dd(ρ,̺). Подразумевая размер-

ность вероятностных векторов равной n, колмогоровскую дистанцию (1.10)

между распределениями вероятностей обозначим через Dn(p, q).

Эти величины обладают следующими свойствами, непосредственно

вытекающие из свойств унитарно инвариантных норм:

(i) 0 ≤ Dk(ρ,̺) ≤ 1, причем равенство нулю достигается, если и только

если ρ = ̺;

(ii) симметричность, т.е. Dk(ρ,̺) = Dk(̺,ρ);

(iii) неравенство треугольника, т.е. Dk(ρ,̺) ≤ Dk(ρ,ω) + Dk(ω,̺);

(iv) унитарная инвариантность, т.е. Dk(UρU
†,U̺U†) = Dk(ρ,̺) для любого

унитарного преобразования U.
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Дальнейшее исследование свойств частичных следовых дистанций

(1.11) будет опираться на принцип максимума Фань Цзы [19]. Пусть эр-

митов оператор X имеет собственные значения λj (j = 1, . . . , d). Для всех

k = 1, . . . , d выполняется равенство
∑k

j=1
λj(X)↓ = max{Tr(PX) : P† = P, P2 = P, rank(P) = k} , (1.13)

где оптимизация проводится над всеми проекционными операторами ранга

k. Данный принцип можно переформулировать в виде
∑k

j=1
λj(X)↓ = max{Tr(QX) : 000 ≤ Q ≤ 111111, Tr(Q) = k} , (1.14)

где оптимизация проводится над всеми положительно полуопределёнными

операторами следа k.

Рассматривая спектральное разложение эрмитова оператора ρ − ̺,

запишем

ρ− ̺ = R − T , (1.15)

где R и T — положительно полуопределённые операторы с непересекающи-

мися носителями. Спектральные разложения этих операторов представля-

ются как

R =
∑

r κr |r〉〈r| , (1.16)

T =
∑

t τt |t〉〈t| , (1.17)

где собственные векторы нормированы и суммирование ограничено значе-

ниями κr > 0 и τt > 0. Нетрудно проверить, что имеет место равенство

|ρ− ̺| = R + T . (1.18)

Отсюда следует следующий результат. Размещая числа {κr} и {τt} в одну

последовательность в невозрастяющем порядке, мы получаем ненулевую

часть последовательности {sj(ρ − ̺)↓}. В соответствии с принципом мак-

симума Фань Цзы, имеем

2Dk(ρ,̺) = max{Tr
(
P |ρ− ̺|

)
: P† = P, P2 = P, rank(P) ≤ k} . (1.19)

Аналогично связи между (1.13) и (1.14), мы можем переформулировать

(1.19) в виде

2Dk(ρ,̺) = max{Tr
(
Q |ρ− ̺|

)
: 000 ≤ Q ≤ 111111, Tr(Q) ≤ k} . (1.20)
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Введём следующие два подпространства в H. Подпространство KR явля-

ется линейной оболочкой векторов |r〉 таких, что κr ∈ {s1, . . . , sk}, то есть

KR := span
{
|r〉 : κr ∈ {s1(ρ− ̺), . . . , sk(ρ− ̺)}

}
. (1.21)

Аналогично, подпространство KT определяется формулой

KT := span
{
|t〉 : τt ∈ {s1(ρ− ̺), . . . , sk(ρ− ̺)}

}
. (1.22)

Максимизирующим проекционным оператором ранга не выше k будет опе-

ратор P = PR + PT , где PR есть проектор на KR и PT есть проектор на KT .

Для данного проекционного оператора справедливо

(PR − PT )(ρ− ̺) = PR R + PT T = P |ρ− ̺| . (1.23)

Используя данное представление, докажем следующий результат.

Предложение 1 Пусть p = {pi} и q = {qi} — вероятностные распреде-

ления над заданным множеством индексов, и пусть {ρi} и {̺i} — два

набора матриц плотности, пронумерованных тем же индексом. Для

всех k = 1, . . . , d выполняется неравенство

Dk

(∑
i
piρi,

∑
i
qi̺i

)
≤
∑

i
pi Dk(ρi,̺i) + D(p, q) . (1.24)

Доказательство. Отметим вначале два факта. По аналогии с (1.15),

запишем ρi − ̺i = Ri − Ti, откуда

Tr
(
P |ρi − ̺i|

)
= Tr

[
(PR + PT )(Ri + Ti)

]

≥ |Tr(PRRi + PTTi) − Tr(PRTi + PTRi)|
=
∣∣Tr
[
(PR − PT )(Ri − Ti)

]∣∣ . (1.25)

Далее, каждая из величин Tr(PR̺i) и Tr(PT̺i) не превосходит Tr(̺i) = 1,

поэтому ∣∣Tr
[
(PR − PT )̺i

]∣∣ ≤ 1 . (1.26)

Теперь применим (1.23), полагая

ρ =
∑

i
piρi , ̺ =

∑
i
qi̺i , (1.27)
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и вычисляя след получившегося оператора. Соответственно по состояниям

(1.27) для заданного k определяются операторы PR и PT . Удвоенная левая

часть (1.24) равна следу оператора (1.23), который ввиду его положитель-

ности запишем как
∣∣∣
∑

i
pi Tr

(
(PR − PT )(ρi − ̺i)

)
+
∑

i
(pi − qi)Tr

(
(PR − PT )̺i

)∣∣∣

≤
∑

i
pi Tr

(
P |ρi − ̺i|

)
+
∑

i
|pi − qi| . (1.28)

Здесь использовано числовое неравенство треугольника и факты (1.25)

и (1.26) для оценки слагаемых. В силу принципа максимума Фань Цзы,

имеем

Tr
(
P |ρi − ̺i|

)
≤ 2Dk(ρi,̺i) . (1.29)

Применяя (1.10) и (1.29) к (1.28), после деления на 2 получаем (1.24). �

По аналогии со следовой метрикой, свойство (1.24) назовем силь-

ной “выпуклостью”. Как следствие, при p = q получаем обычное свойство

выпуклости

Dk

(∑
i
piρi,

∑
i
pi̺i

)
≤
∑

i
pi Dk(ρi,̺i) . (1.30)

Как правило, свойства выпуклости или вогнутости имеют принципиальное

значение для мер различимости квантовых состояний.

Аналогично стандартной следовой метрике, частичные следовые ди-

станции тесно связаны с соответствующими классическими дистанциями

между вероятностными распределениями. Проще всего данная связь про-

слеживается в случае коммутирующих матриц плотности. Пусть матрицы

плотности ρ и ̺ диагональны в одном и том же ортонормированном базисе

{|ej〉}, то есть

ρ =
∑

j
µj |ej〉〈ej| , (1.31)

̺ =
∑

j
νj |ej〉〈ej| . (1.32)

Разность этих операторов имеет вид ρ− ̺ =
∑

j(µj − νj)|ej〉〈ej|, откуда

|ρ− ̺| =
∑

j
|µj − νj| |ej〉〈ej| . (1.33)

Таким образом, расположенными в невозрастающем порядке сингулярны-

ми числами оператора ρ − ̺ служат числа |µj − νj|↓. В соответствии с
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уравнениями (1.11) и (1.12), получаем

Dk(ρ,̺) = Dk(µ, ν) . (1.34)

Для формулировки данной связи в общем случае рассмотрим “положитель-

ную операторно-значную меру” (ПОЗМ), т.е. набор положительных опера-

торов, удовлетворяющих соотношению полноты. Имеет место следующий

результат.

Предложение 2 Пусть ρ и ̺ — две произвольные матрицы плотности;

для всех k = 1, . . . , d справедливо равенство

Dk(ρ,̺) = max{Dk(p, q) : Tr(Mm) ≤ 1} , (1.35)

где максимум берется над всеми ПОЗМ-измерениями такими, что каж-

дый его элемент имеет след не больше 1.

Доказательство. Для упрощения записи последующих формул, да-

лее k считаем фиксированым. Согласно выражению для вероятности ре-

зультатов измерения, получаем

2Dk(p, q) =
∑k

m=1
|pm − qm|↓ =

∑k

m=1

∣∣Tr
[
Mm(R − T)

]∣∣↓ . (1.36)

Ввиду Tr(MmR) ≥ 0 и Tr(MmT) ≥ 0, для любого m имеем

∣∣Tr
[
Mm(R − T)

]∣∣ ≤ Tr
[
Mm(R + T)

]
= Tr

(
Mm|ρ− ̺|

)
. (1.37)

Из (1.36) и (1.37) следует, что

2Dk(p, q) ≤ Tr
(
ΘΘΘ |ρ− ̺|

)
. (1.38)

Здесь введен оператор

ΘΘΘ :=
∑k

m=1
M ↓

m , (1.39)

причем элементы ПОЗМ-измерения упорядочены в соответствии с невоз-

растающей последовательностью чисел |pm − qm|↓. Из соотношения полно-

ты следует ΘΘΘ ≤ 111111, из условия Tr(Mm) ≤ 1 следует Tr(ΘΘΘ) ≤ k. Согласно

(1.14), правая часть (1.38) не превосходит тогда суммы k наибольших соб-

ственных значений оператора |ρ− ̺|. Иными словами, для любого ПОЗМ-

измерения справедливо

Dk(p, q) ≤ Dk(ρ,̺) . (1.40)

20



Это доказывает, что правая часть (1.35) не может быть меньше левой ча-

сти. Теперь покажем, что равенство в соотношении (1.35) действительно

достигается. Учитывая соотношения (1.15) и (1.18), рассмотрим проекци-

онное измерение в ортонормированном базисе {|r〉} ∪ {|t〉}. Здесь каждый

элемент Mm есть либо |r〉〈r|, либо |t〉〈t|. Из (1.15) и ортогональности про-

екторов R и T слеедует, что

pr − qr = Tr
[
(ρ− ̺)|r〉〈r|

]
= 〈r|R|r〉 = κr , (1.41)

pt − qt = Tr
[
(ρ− ̺)|t〉〈t|

]
= −〈t|T|t〉 = −τt . (1.42)

Иными словами, для такого измерения величинами |pm − qm| будут в точ-

ности собственные значения оператора |ρ − ̺|. Согласно (1.12), величина

2Dk(p, q) равна тогда сумме k наибольших сингулярных чисел разности

ρ− ̺. Тем самым знак равенства в формуле (1.35) обеспечен. �

Следует подчеркнуть, что в Предложении 2 рассматриваются ПОЗМ-

измерения такие, что для их элементов Tr(Mm) ≤ 1. Для полной следовой

метрики указанное условие в формулировке может быть опущено. Как

было доказано Дэвисом, при решении многих задач оптимальные ПОЗМ-

измерения можно построить из элементов ранга один. Предложение 2 мож-

но переформулировать с максимизацией по отношению к именно таким из-

мерениям. Действительно, если rank(Mm) = 1, то единственное ненулевое

собственное значение элемента Mm не превосходит 1 в силу соотношения

полноты, поэтому Tr(Mm) ≤ 1. Так что наше ограничение вряд ли суще-

ственно с операционной точки зрения. Результат (1.35) можно использо-

вать в контексте обработки квантовой информации.

Полученные выше результаты можно переформулировать на язы-

ке теории мажоризации. Основные понятия и методы этой теории пло-

дотворно используются при исследовании информационно-теоретических

свойств квантовых систем. Рассмотрим n-мерные векторы x = (x1, . . . , xn) и

y = (y1, . . . , yn) пространства R
n, т.е. x, y ∈ R

n. Обозначим через x↓ вектор,

полученный расстановкой координат вектора x = (x1, . . . , xn) в невозраста-

ющем порядке, а именно

x↓
1 ≥ x↓

2 ≥ · · · ≥ x↓
n . (1.43)
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Вектор x слабо мажорируется вектором y, в символьной записи x ≺w y,

если ∀ k = 1, . . . , n справедливо неравенство

∑k

j=1
x↓

j ≤
∑k

j=1
y↓
j . (1.44)

Если, кроме того, при k = n мы имеем равенство в (1.44), т.е.

∑n

j=1
x↓

j =
∑n

j=1
y↓
j , (1.45)

то x мажорируется вектором y, кратко x ≺ y.

В нашем дальнейшем анализе компоненты вещественных векторов

являются положительными. Пусть целое число n обозначает мощность

множества {Mm}, так что n равно количеству возможных исходов опыта. В

формуле (1.35), абсолютные значения |pm−qm|↓ = |Tr(Mmρ)−Tr(Mm̺)|↓ яв-

ляются слагаемыми при получении Dk(p, q). Упорядоченные сингулярные

числа sj(ρ − ̺)↓ в сумме составляют Dk(ρ,̺). Рассматривая эти неотри-

цательные числа в качестве элементов двух вещественных векторов, мы

обеспечим им одинаковую размерность max{n, d} добавлением нулей. То-

гда результат (1.35) может быть записан следующим образом.

Предложение 3 Если Tr(Mm) ≤ 1 для всех элементов ПОЗМ-измерения,

то |p− q| слабо мажорируется вектором s(ρ− ̺), а именно

|p− q| ≺w s(ρ− ̺) . (1.46)

Если, кроме того, для данного ПОЗМ-измерения {Mm} достигается ра-

венство Dn(p, q) = Dd(ρ,̺), то |p− q| мажорируется вектором s(ρ−̺):

|p− q| ≺ s(ρ− ̺) . (1.47)

Соотношения (1.46) и (1.47) дают операционную интерпретацию син-

гулярных чисел sj(ρ−̺) в терминах вероятностей получения тех или иных

результатов при определённых ПОЗМ-измерениях. Соответствующее ра-

венство для полной следовой метрики является хорошо известным резуль-

татом со множеством приложений. А именно, имеет место равенство

Dd(ρ,̺) = max
{
Dn(p, q) : 000 ≤ Mm ≤ 111111 ,

∑n

m=1
Mm = 111111

}
, (1.48)
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где максимум берется над всеми ПОЗМ-измерениями с n исходами.

Таким образом, если две матрицы плотности близки с точки зрения

стандартной следовой метрики, то произвольное измерение, выполненное

с каждым из этих двух состояний, даст близкие распределения вероятно-

стей. Но пока степень близости состояний характеризуется только одной

величиной. Вместо этого, мы можем теперь использовать коллекцию d мер

близости двух квантовых состояний совместно с коллекцией n величин

для сопоставления n-мерных вероятностных векторов. Таким образом, ча-

стичные следовые дистанции обеспечивают чувствительный и гибкий ин-

струмент для того, чтобы охарактеризовать различие между смешанными

квантовыми состояниями. Вместо одного соотношения, степень близости

двух состояний описывается системой уравнений d вида (1.35) или, что то

же самое, системой мажорирующих формул (1.47). Несмотря на неоспори-

мую важность результата (1.48), он не обеспечивает столь же подробное

сопоставление квантовых состояний, как система соотношений вида (1.47).

Для каждой пары состояний ρ и ̺ существует ПОЗМ-измерение с

n = d исходами такое, что максимум в (1.35) достигается для всех k =

1, . . . , d. Как следует из доказательства Предложения 2, этим измерением

является проекционное измерение {|r〉} ∪ {|t〉}, где кет-векторы |r〉 и |t〉
определены в (1.16) и (1.17). Простые вычисления показывают, что это

проекционное измерение обладает свойством

|pj − qj|↓ = sj(ρ− ̺) (1.49)

для всех j = 1, . . . , d. Таким образом, если два распределения вероятно-

стей {pj} и {qj} известны, то сингулярные значения sj(ρ − ̺) могут быть

найдены согласно (1.49). Здесь мы видим возможность оценки частичных

следовых дистанций в физических экспериментах. Следует отметить, од-

нако, что для каждой пары сопоставляемых квантовых состояний имеется

свое проекционное измерение с указанным свойством. Можно попытаться

найти какое-либо измерение, которое удовлетворяет равенству (1.49) лишь

приближенно, с ограниченной ошибкой, но уже для любой пары состояний

из некоторого известного класса. В принципе, данная проблема могла бы

составить предмет отдельного исследования.
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Важное значение имеют свойства мер различимости по отношению

к пребразованиям квантовых состояний. Стандартная следовая метрика

и точность воспроизведения монотонны при действии сохраняющих след

квантовых операций. Оказывается, что частичные следовые дистанции так-

же демонстрируют монотонность под действием квантовых операций опре-

делённого вида. Формализм квантовых операций обеспечивает унифици-

рованное описание того, какие в принципе преобразования состояний до-

пустимы в квантовой теории. Пусть L+(HA) и L+(HB) — множества поло-

жительно полуопределённых операторов на конечномерных пространствах

HA и HB соответственно. Рассмотрим отображение Φ такое, что

ρA 7→ Φ(ρA) , (1.50)

где ρA ∈ L+(HA) и Φ(ρA) ∈ L+(HB). Таким образом, мы сразу ограничива-

ем рассмотрение сохраняющими положительность преобразованиями.

Одним из фундаментальных постулатов квантовой теории является

линейность эволюционного оператора. Даже если это свойство и не форму-

лируется явно, линейность преобразования состояний молчаливо исполь-

зуется в стандартных трактовках нерелятивистской квантовой механики и

квантовой теории поля. Линейные уравнения используются в том числе

и для динамического описания условно “малой” системы, взаимодейству-

ющей с окружающей средой. Разумеется, линейность или нелинейность

редуцированной динамики является дискуссионным вопросом, особенно

важным в квантовой статистической механике неравновесных систем. По-

скольку окончательное мнение по этому вопросу отсутствует, далее мы

будем рассматривать только линейные преобразования. Во всяком случае,

линейность динамики настолько тесно связана с принципом суперпозиции,

что отход от нее потребует довольно радикального пересмотра других по-

ложений квантовой теории. Кроме того, формализм квантовых операций

согласуется с используемыми в настоящее время методами явного постро-

ения эволюционных уравнений, в том числе для открытых систем при

наличии шума.

Как уже было отмечено выше, помимо линейности требуется, чтобы

преобразования сохраняли положительность операторов. Иными словами,
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результатом преобразования матриц плотности могут быть только положи-

тельные операторы. Оказывается, однако, что требовать просто положи-

тельности недостаточно. Включая в рассмотрение вспомогательную систе-

му с пространством состояний HC , исходную квантовую систему можно

рассматривать как часть бо́льшей квантовой системы. Пусть idC обознача-

ет тождественное преобразование вспомогательной системы, формально

idC(ZC) = ZC (1.51)

для всех ZC ∈ L(HC). Вместо преобразования Φ, мы теперь рассматриваем

отображение

Φ⊗ idC : L
(
HA ⊗HC

)
−→ L

(
HB ⊗HC

)
. (1.52)

Для прообразов вида XC ⊗ ZC , результат преобразования вычисляется по

формуле

Φ⊗ idC
(
XA ⊗ ZC

)
= Φ(XA) ⊗ ZC . (1.53)

В силу линейности отображения (1.52) мы распространяем определение

(1.53) на все элементы линейного пространства операторов L
(
HA ⊗ HC

)
.

Трактуя положительные операторы вида ρA ⊗ ρC как матрицы плотно-

сти, мы требуем положительности преобразования (1.52). Вспомогатель-

ная система может иметь произвольную размерность, так что отображе-

ние Φ : L(HA) → L(HB) должно обеспечивать положительность операции

(1.52) для всякой размерности dim(HC) ≥ 1. Отображение Φ с таким свой-

ством называется вполне положительным.

Всякое вполне положительное линейное отображение можно пред-

ставить с помощью операторной суммы, а именно

Φ(XA) =
∑

m
Km XA K†

m , (1.54)

где операторы Крауса Km : HA → HB отображают элементы HA в элементы

HB. Совокупность операторов {Km}, приводящих к (1.54), можно выбрать

многими способами. Если рассматриваемый физический процесс является

замкнутым, т.е. если мы не проводим селекцию отдельных возможностей

при осуществлении процесса, то отображение Φ сохраняет след, а именно
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Tr
(
Φ(XA)

)
= Tr(XA) для всех вводов XA. В этом случае операторы Крауса

удовлетворяют соотношению замкнутости
∑

m
K†

m Km = 111111A . (1.55)

Сохраняющие след квантовые операции принято называть квантовыми

каналами. Они являются квантовым аналогом стохастических матриц пе-

рехода, действующих на классические вероятностные векторы.

Скалярное произведение Гильберта–Шмидта вводится формулой

〈X ,Y〉HS := Tr(X† Y) . (1.56)

В терминах скалярного произведения Гильберта–Шмидта определим со-

пряженное к Φ : L(HA) → L(HB) преобразование Φ† : L(HB) → L(HA),

так что

〈Φ(XA),YB〉HS = 〈XA,Φ
†(YB)〉HS . (1.57)

Если Φ задано в виде (1.54), то сопряжённое преобразование

Φ†(YB) =
∑

m
K†

m YB Km . (1.58)

Если сопряжённое преобразование (1.58) сохраняет след, то операторы

Крауса исходного отображения удовлетворяют соотношению
∑

m
Km K†

m = 111111B , (1.59)

или кратко Φ(111111A) = 111111B. Иными словами, отображение Φ является уни-

тальным. Унитальные квантовые каналы называют бистохастическими,

трактуя их как квантовый аналог двояко стохастических матриц перехода.

Среди модельных однокубитовых преобразований деполяризующий канал

и канал затухания фазы явяляются унитальными, тогда как канал затуха-

ния амплитуды — нет.

В работе [16] было показано, что полная следовая метрика может

быть введена альтернативным путём, а именно

Dd(ρ,̺) = max
Φ

∣∣∣Tr
(
Φ(ρ)

)
− Tr

(
Φ(̺)

)∣∣∣ , (1.60)

где максимум берётся над всеми сохраняющими след вполне положитель-

ными преобразованиями. Существует достаточное количество мер различи-

мости, которые монотонны под действием таких преобразований. Свойство
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(1.60) имеет место только для стандартной следовой метрики. Частичные

следовые дистанции являются монотонными по отношению к квантовым

каналам определённого вида, включая бистохастические. Данное свойство

формулируется следующим образом.

Предложение 4 Пусть операторы Крауса квантового канала Φ удовле-

творяют соотношению

∑
m

Km K†
m ≤ 111111B . (1.61)

Для всех k = 1, . . . , d выполняется неравенство

Dk
(
Φ(ρA),Φ(̺A)

)
≤ Dk(ρA,̺A) . (1.62)

Доказательство. Обозначим ρB ≡ Φ(ρA) и ̺B ≡ Φ(̺A). Так как

мы имеем дело с квантовым каналом, выводимые матрицы плотности нор-

мированы на единичный след. Как видно из формулы (1.23), существуют

два взаимно ортогональных проектора PR и PT , для которых справедливо

rank(PR + PT ) = k и

2Dk(ρB,̺B) = Tr
[
(PR − PT )(ρB − ̺B)

]

= Tr
[
(ΘΘΘR −ΘΘΘT )(ρA − ̺A)

]
(1.63)

≤ Tr
[
(ΘΘΘR +ΘΘΘT )|ρA − ̺A|

]
. (1.64)

Шаг (1.63) следует из линейности канала и представления операторной

суммой; шаг (1.64) по сути аналогичен (1.25). Мы также ввели два поло-

жительных оператора на HA, определяемые как

ΘΘΘR := Φ†(PR) , ΘΘΘT := Φ†(PT ) . (1.65)

Ввиду предусловия (1.61), отображение Φ† не увеличивает след. Комби-

нируя это с rank(PR + PT ) = k, мы видим, что положительный оператор

ΘΘΘ = ΘΘΘR + ΘΘΘT имеет след Tr(ΘΘΘ) ≤ k. Для любого |ψA〉 ∈ HA, мы далее

запишем

〈ψA|ΘΘΘ|ψA〉 =
∑

m
〈ψA|K†

m(PR + PT )Km|ψA〉
≤
∑

m
〈ψA|K†

mKm|ψA〉 = 〈ψA|ψA〉 , (1.66)
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где учтены соотношения PR + PT = 111111B и (1.55). Таким образом, положи-

тельный оператор ΘΘΘ удовлетворяет ΘΘΘ ≤ 111111A. Принимая во внимание (1.13),

величина (1.64) не превосходит 2Dk(ρA,̺A). �

Таким образом, если квантовый канал удовлетворяет условию (1.61),

то он является сжимающим по отношению ко всем частичным следовым

дистанциям. В частности, бистохастические квантовые каналы будут сжи-

мающими. Если мы исключим условие нормировки состояний, то можно

не требовать и сохранения следа. Однако нормировка существенна с точки

зрения связи с классическими дистанциями, что было описано в Пред-

ложении 2. Утверждение Предложения 4 можно переформулировать как

соотношение мажорирования. А именно, если квантовый канал является

сжимающим в смысле (1.61), то

s(ρB − ̺B) ≺w s(ρA − ̺A) . (1.67)

Совместно соотношения мажорирования (1.46) и (1.67) позволяют делать

определённые выводы о статистике измерений на выходе квантовых кана-

лов, если априори имеются некоторые данные о квантовых состояниях на

их входе.

Следет отметить, что полная следовая метрика между состояниями

не может возрастать при действии произвольных квантовых каналов. В

общем, это не имеет места для частичных следовых дистанций. Данное

наблюдение открывает возможность тестировать бистохастичность кванто-

вого канала, заданного как черный ящик. В принципе, метрика Гильберта–

Шмидта также не является всегда сжимающей. Однако частичные следо-

вые дистанции образуют целый набор, позволяющий в некоторых случаях

проверять бистохастичность. С другой стороны, мы имеем сравнительно

широкий класс квантовых каналов, действующих как сжимающие в смыс-

ле монотонности частичных следовых дистанций. В частности, этот класс

включает в себя два базовых типа преобразований: унитарную эволюцию и

квантовые измерения. Мы видели, что частичные следовые дистанции ин-

вариантны при унитарных преобразованиях. В случае ПОЗМ-измерений,

мы пишем HB = HA и

ρB =
∑

m
M1/2

m ρA M1/2
m . (1.68)

28



Здесь соотношение полноты обеспечивает как сохранение следа, так и уни-

тальность. Таким образом, фундаментальные типы изменения состояний в

квантовой механике не могут привести к увеличению частичных следовых

дистанций.

Концепция точности воспроизведения была предложена как есте-

ственное обобщение понятия вероятности перехода с чистых на смешанные

квантовые состояния [20, 21]. Используя нормы Фань Цзы, можно ввести

частные точности воспроизведения. Некоторые интересные свойства этих

мер различимости были исследованы в [18]. Для пары матриц плотности

ρ и ̺ с единичным следом, стандартная точность воспроизведения опреде-

ляется как

F(ρ,̺) := Tr|√ρ√̺ | = ‖√ρ√̺ ‖1 . (1.69)

В силу хорошо известного выражения |
√

P
√

Q | =
(√

QP
√

Q
)1/2

, в котором

P,Q ∈ L+(H), определение (1.69) можно переписать в виде

F(ρ,̺) := Tr
(√√

̺ρ
√
̺
)

. (1.70)

Для целого k ≥ 0, k-тая частная точность воспроизведения определяется

формулой

Fk(ρ,̺) :=
∑

j>k
sj
(√
ρ
√
̺
)↓

. (1.71)

Соответственно этому, стандартная точность воспроизведения является ве-

личиной F0(ρ,̺). В случае d измерений, правая часть (1.71) заведомо

равна нулю при k ≥ d. Ульман показал, что частные точности воспро-

изведения симметричны, унитарно инвариантны и совместно вогнуты [22].

Доказательство совместной вогнутости основано на следующем представ-

лении. Рассмотрим все пары операторов {X,Y} положительных операторов

такие, что

XYX = X , YXY = Y . (1.72)

Можно показать, что rank(X) = rank(Y) = rank(XY) [22]. Тогда k-тая

частная точность воспроизведения может быть представлена в виде

Fk(ρ,̺) =
1

2
min

{
Tr(ρX) + Tr(̺Y)

}
, (1.73)

где минимум берётся над всеми парами вида (1.72) ранга (d − k).
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Меры различимости квантовых состояний тесно связаны с мерами

различимости классических вероятностных распределений. Пусть p = {pj}
и q = {qj} — два вероятностных распределения, помеченных одним и тем

же индексом. Точность воспроизведения между этими распределениями

равна

F(p, q) :=
∑

j

√
pjqj . (1.74)

Имеется определённое сходство между правой частью (1.70) и правой ча-

стью (1.74). Пусть целое число r обозначает размерность векторов p и

q. По аналогии с (1.71), классическую k-тую частную точность воспроиз-

ведения определим как сумму (r − k) наименьших чисел
√

pjqj . Именно,

положим

Fk(p, q) :=
∑

j>k

√
pjqj

↓ . (1.75)

где значения
√

pjqj
↓ располагаются в невозрастающем порядке.

Связь квантовых мер различимости с классическими наиболее оче-

видна для коммутирующих состояний. Если ρ и ̺ диагональны в одном и

том же базисе {|ej〉}, т.е. имеют вид (1.31) и (1.32), то сингулярные чис-

ла оператора
√
ρ
√
̺ =

∑
j
√
µjνj |ej〉〈ej|, расположенные в невозрастающем

порядке, равны
√
µjνj

↓. В соответствии с определениями (1.71) и (1.75),

получаем

Fk(ρ,̺) = Fk(µ, ν) (1.76)

для всех k. Формула (1.76) мотивирует данное выше определение (1.73) в

рамках классической аналогии.

Перечислим некоторые очевидные и интуитивно понятные свойства

частных точностей воспроизведения. Они основаны на следующем наблю-

дении. Пусть {ai} — совокупность r положительных чисел, расположенных

в невозрастающем порядке. Рассмотрим две суммы

Ak :=
∑

1≤i≤k ai , (1.77)

Bk :=
∑

k+1≤i≤r ai . (1.78)

Если индекс суммирования i пробегает пустое множество значений, каж-

дая из сумм принимается равной нулю. Справедливо следующее утвержде-

ние.
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Предложение 5 Для каждого k = 0, 1, . . . , r, справедливы неравенства

(k + 1)Ak ≥ kAk+1 , (1.79)

(r − k − 1)Bk ≥ (r − k)Bk+1 . (1.80)

Доказательство. Согласно определению (1.77), разность между ле-

вой и правой частями (1.79) составляет

(k + 1)Ak − k(Ak + ak+1) = Ak − kak+1 =
∑

1≤i≤k
(ai − ak+1) ≥ 0 , (1.81)

поскольку ai ≥ ak+1 для i = 1, . . . , k для невозрастающей последовательно-

сти. Аналогичным образом разность между левой и правой частями (1.80)

запишем в виде

(r − k − 1)(ak+1 + Bk+1) − (r − k)Bk+1 = (r − k − 1)ak+1 − Bk+1

=
∑

k+2≤i≤r
(ak+1 − ai) ≥ 0 , (1.82)

поскольку ak+1 ≥ ai для i = k + 2, . . . , r. �

Применяя (1.80), мы видим, что классические и квантовые частные

точности воспроизведения удовлетворяют соотношениям

Fk(p, q) ≤
r − k

r
F0(p, q) , (1.83)

Fk(ρ,ω) ≤ d − k

d
F0(ρ,ω) . (1.84)

Так как для k = 0 точность воспроизведения не превосходит 1, имеем

Fk(p, q) ≤
r − k

r
, Fk(ρ,ω) ≤ d − k

d
.

Разумеется, все используемые здесь величины неотрицательны. Применяя

(1.79), мы также запишем

k

r
Dr(p, q) ≤ Dk(p, q) ,

k

d
Dd(ρ,̺) ≤ Dk(ρ,̺) . (1.85)

Рассматривая квантовые протоколы обработки и передачи информа-

ции, нам неизбежно приходиться иметь дело с составными системами. Од-

ним из очень удобных свойств стандартной точности воспроизведения яв-

ляется ее мультипликативность. Пусть ρ и ω являются операторами плот-

ности на HA, и пусть ΘΘΘ и ΩΩΩ являются операторами плотности на HE. Тогда

справедливо соотношение

F0(ρ⊗ΘΘΘ,ω⊗ΩΩΩ) = F0(ρ,ω) F0(ΘΘΘ,ΩΩΩ) . (1.86)
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Авторы работы [23] ввели две меры различимости, названные ими суб-

точность и супер-точность воспроизведения. В некоторых случаях эти

величины легче оценить в экспериментах. Суб-точность воспризведения

суб-мультипликативна, тогда как супер-точность воспризведения супер-

мультипликативна [23].

Сингулярные числа обладают одним простым свойством относитель-

но операции тензорного произведения. А именно, всякое сингулярное чис-

ло тензорного произведения двух операторов являются произведениями

каких-то двух сингулярных чисел первого и второго сомножителей. Обос-

нование заключается в следующем. Напомним, что для произвольных че-

тырех операторов соответствующих размерностей выполняется равенство

(X ⊗ΘΘΘ)(Y ⊗ΩΩΩ) = (XY) ⊗ (ΘΘΘΩΩΩ) . (1.87)

используя данное равенство вместе с
√

X ⊗ΘΘΘ =
√

X ⊗
√
ΘΘΘ, мы находим

|X ⊗ΘΘΘ| =
√

(X ⊗ΘΘΘ)†(X ⊗ΘΘΘ) =

√
(X†X) ⊗ (ΘΘΘ†ΘΘΘ) = |X| ⊗ |ΘΘΘ| . (1.88)

Аналогичным образом, справедливо соотношение

√
ρ⊗ΘΘΘ

√
ω⊗ΩΩΩ =

√
ρ
√
ω⊗

√
ΘΘΘ
√
ΩΩΩ . (1.89)

Пусть |x〉 и |θ〉 — собственные векторы |X| и |ΘΘΘ|, соответственно. Исполь-

зуя формулу (1.88), мы видим, что произведение |x〉⊗|θ〉 служит собствен-

ным вектором оператора |X ⊗ΘΘΘ|. Отсюда следует, что если d чисел si(X)

являются сингулярными числами оператора X, а N чисел sj(Θ) являются

сингулярными числами оператора Θ, то dN произведений

sij(X ⊗ΘΘΘ) = si(X) sj(ΘΘΘ) (1.90)

будут сингулярными числами тензорного произведения X ⊗ΘΘΘ.

В соответствии с определением (1.73), мы можем записать

F(d−k)(ρ,ω) F(N−L)(ΘΘΘ,ΩΩΩ) =

d∑

i=d−k+1

s↓i (
√
ρ
√
ω)

N∑

j=N−L+1

s↓j (
√
ΘΘΘ
√
ΩΩΩ) . (1.91)

Благодаря формулам (1.88), (1.89) и (1.90), правая часть (1.91) содержит

сумму kL сингулярных чисел матрицы
√
ρ⊗ΘΘΘ

√
ω⊗ΩΩΩ. Частная точность
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воспроизведения порядка (dN − kL) между ρ ⊗ΘΘΘ и ω ⊗ΩΩΩ не превышает

эту сумму. Итак, справедливо неравенство

F(dN−kL)(ρ⊗ΘΘΘ,ω⊗ΩΩΩ) ≤ F(d−k)(ρ,ω) F(N−L)(ΘΘΘ,ΩΩΩ) . (1.92)

Поэтому частные точности воспроизведения суб-мультипликативны в

смысле формулы (1.92). В случае k = d и L = N , правая часть уравнения

(1.91) суммирует все сингулярные числа оператора
√
ρ⊗ΘΘΘ

√
ω⊗ΩΩΩ. Здесь

неравенство (1.92) заменяется равенством (1.86). Таким образом, мульти-

пликативное свойство частных точностей воспроизведения формулируется

более сложным образом, что не является неожиданным.

Как правило, взаимосвязи между различными мерами различимости

квантовых состояний представляют значительный интерес. Хорошо извест-

но, что стандартные точность воспроизведения и следовое расстояние свя-

заны неравенствами [24]

1 − F0(ρ,̺) ≤ Dd(ρ,̺) ≤
√

1 − F0(ρ,̺)2 . (1.93)

Поэтому данные меры различимости могут рассматриваться совместно во

многих приложениях [4, 25]. Отметим, что существует альтернативное

определение точности воспроизведения в терминах экстремальных свойств

квантовых каналов [16]. Полезно исследовать поведение частных точно-

стей воспроизведения относительно квантовых операций.

Одним из основных свойств точности воспроизведения является то,

что эта мера не может уменьшаться под действием сохраняющих след

квантовых операций. Это свойство обычно называется монотонностью по

отношению к действию квантовых каналов [4]. Мы покажем, что част-

ные точности воспроизведения обладают подобной монотонностью приме-

нительно к унистохастическим операциям. С физической точки зрения,

общий тип преобразования иследуемой системы A состоит в её унитарном

взаимодействии с окружением E, изначально находящемся в некотором

стандартном состоянии. Тогда финальный оператор плотности системы A

получается взятием частичного следа. Пусть ΘΘΘ обозначает начальное стан-

дартное состояние окружающей среды. Линейное отображение Φ можно
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определить формулой

Φ(ρ) := TrE

{
Ũ(ρ⊗ΘΘΘ)Ũ†

}
, (1.94)

где унитарный оператор Ũ действует на пространстве HA⊗HE и частичный

след берётся над пространством HE окружения. Формула (1.94) даёт пред-

ставление квантовой операции через взаимодействие со средой [4]. Легко

проверить, что такое отображение линейно и вполне положительно. В силу

унитарности U и свойства TrE(ΘΘΘ) = 1, мы имеем

TrA
(
Φ(ρ)

)
= TrA(ρ) TrE(ΘΘΘ) = TrA(ρ) . (1.95)

Для ясности в формуле явно указано, над каким пространством берётся

тот или иной след. Таким образом, отображение Φ сохраняет след: для

каждого нормированного ввода ρ выполняется Tr
(
Φ(ρ)

)
= 1.

Выбор ΘΘΘ = 111111E/N с dim(HE) = N в формуле (1.94) приводит к важ-

ному классу квантовых операций — семейству унистохастических кана-

лов [26]. В этом случае начальное состояние окружающей среды является

полностью смешанным. Не располагая какими-либо знаниями о состоя-

нии окружения, мы берём его в такой статистической смеси, в которой

все возможные состояния среды имеют равные веса. Унистохастические

квантовые каналы является аналогом классических вероятностных преоб-

разований, заданных унистохастическими матрицами перехода [26]. По-

нятно, что унистохастические каналы оставляют инвариантным состояние

111111A/d. В случае одного кубита примеры унистохастических каналов дают

деполяризующий канал и канал затухания амплитуды.

Подобно стандартной точности воспроизведения [27], монотонность

частных точностей воспроизведения основана на их поведении относитель-

но операции частичного следа. Пусть ρA и ̺A — операторы плотности,

полученные в виде

ρA = TrE(ρ̃) , (1.96)

̺A = TrE(˜̺) , (1.97)

где ρ̃ и ˜̺ являются операторами плотности на пространстве HA ⊗ HE.

Чтобы сформулировать необходимое свойство, рассмотрим величину

Gk(ρA,̺A|X,Y) = Tr(ρAX) + Tr(̺AY) , (1.98)
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где положительные операторы X и Y подчиняются уравнениям (1.72), так

что rank(X) = rank(Y) = d − k. Далее, введём два оператора

X̃ := X ⊗ 111111E , (1.99)

Ỹ := Y ⊗ 111111E , (1.100)

где 111111E обозначает единичный оператор на HE. В соответствии с (1.72), эти

операторы удовлетворяют равенствам

X̃ Ỹ X̃ = X̃ , Ỹ X̃ Ỹ = Ỹ . (1.101)

Используя свойства частичного следа [4], получаем

Tr
(
ρ̃ (X ⊗ 111111E)

)
= TrA

(
TrE(ρ̃) X

)
, (1.102)

Tr
(
˜̺ (Y ⊗ 111111E)

)
= TrA

(
TrE(˜̺) Y

)
. (1.103)

В силу этих соотношений, величина Gk(ρA,̺A|X,Y) равна

G(kN)(ρ̃, ˜̺|X̃, Ỹ) = Tr(ρ̃ X̃) + Tr(˜̺ Ỹ) . (1.104)

Следовательно, выполнено равенство

inf{Gk(ρA,̺A|X,Y)} = inf
{
G(kN)(ρ̃, ˜̺|X̃, Ỹ) : X̃ = X ⊗ 111111E, Ỹ = Y ⊗ 111111E

}
.

(1.105)

Заметим также, что rank(X̃) = rank(Ỹ) = (d − k)N . Таким образом, мы

можем применить результат Ульмана (1.73) к обеим сторонам уравнения

(1.105). Левая часть (1.105) есть умноженная на 2 величина Fk(ρA,̺A).

Правая сторона (1.105) — это условная нижняя грань, которая не меньше,

чем 2F(kN)(ρ̃, ˜̺), так что

Fk(ρA,̺A) ≥ F(kN)(ρ̃, ˜̺) (1.106)

при связях (1.96) и (1.97). Отсюда мы получаем следующий результат.

Предложение 6 Пусть Φ — унистохастический квантовый канал. Для

всех k = 0, 1, . . . , d − 1 и матриц плотности ρ и ̺, справедливо соотно-

шение

Fk
(
Φ(ρ),Φ(̺)

)
≥ Fk(ρ,̺) . (1.107)
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Доказательство. Каждый унистохастический канал можно предста-

вить в виде (1.94) с некоторым Ũ и ΘΘΘ = 111111E/N . Ввиду мультипликативных

свойств сингулярных чисел запишем

sji(
√
ρ⊗ΘΘΘ

√
̺⊗ΘΘΘ) = sj(

√
ρ
√
̺) si(ΘΘΘ) =

1

N
sj(

√
ρ
√
̺) . (1.108)

Последнее означает, что сумма (d − k)N наименьших среди набора чисел

sji(
√
ρ⊗ΘΘΘ

√
̺⊗ΘΘΘ) совпадает с суммой (d − k) наименьших среди набора

чисел sj(
√
ρ
√
̺). Иными словами, имеет место равенство

F(kN)(ρ⊗ΘΘΘ,̺⊗ΘΘΘ) = Fk(ρ,̺) . (1.109)

В силу унитарной инвариантности имеем

F(kN)(ρ⊗ΘΘΘ,̺⊗ΘΘΘ) = F(kN)

(
Ũ(ρ⊗ΘΘΘ)Ũ†, Ũ(̺⊗ΘΘΘ)Ũ†) . (1.110)

Применяя операцию взятия частичного следа и комбинируя (1.106) с

(1.110), мы получаем (1.107). �

Заметим, что выбор ΘΘΘ = 111111E/N необходим для справедливости урав-

нения (1.109) для всех входов. Действительно, нет оснований полагать,

что частные точности воспроизведения наследуют все свойства стандарт-

ной точности воспроизведения. Покажем теперь, что монотонность част-

ных точностей воспроизведения не имеет места при действии канала зату-

хания амплитуды с параметром γ ∈ (0; 1). В представлении векторов Блоха

действие данного канала записывается в виде [4]

(ux, uy, uz) 7−→
(
ux

√
1 − γ, uy

√
1 − γ, γ + uz(1 − γ)

)
. (1.111)

Здесь u = (ux, uy, uz) обозначает вектор Блоха кубитовой матрицы плотно-

сти на входе. Рассмотрим две матрицы плотности

ρ =
1

2

(
1111112 + vσz

)
, (1.112)

̺ =
1

2

(
1111112 + wσz

)
, (1.113)

где σz есть одна из матриц Паули и v,w ∈ (0; 1). Легко прове-

рить, что наименьшее собственное значение оператора |√ρ√̺ | равно
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√
1 − v

√
1 − w/2 = F1(ρ,̺). В результате действия канала затухания ам-

плитуды мы получаем матрицы плотности ρ′ и ̺′ с векторами Блоха соот-

ветственно (0, 0, v′) и (0, 0,w′), причём

v′ = γ + v(1 − γ) , w′ = γ + w(1 − γ) . (1.114)

Таким образом, здесь имеет место F1(ρ
′,̺′) =

√
(1 − v′)(1 − w′)/2. Мож-

но проверить, что, за исключением случая v = 1 и w = 1, справедливо

неравенство

(1 − v′)(1 − w′) < (1 − v)(1 − w) , (1.115)

откуда F1(ρ
′,̺′) < F1(ρ,̺).

Нарушение неравенства (1.107) связано с тем, что канал затухания

амплитуды не является унистохастическим. С другой стороны, в некото-

рых случаях частная точность воспроизведения F1 может возрастать под

действием канала затухания амплитуды. Полностью смешанное состояние

ρ∗ = 1111112/2 переходит в состояние

ρ′′ =
1

2

(
1111112 + γσz

)
.

Возьмём также матрицу плотности

ω =
1

2

(
1111112 − ασz

)

с параметром α = γ/(1 − γ), так что оно переходит в ω′′ = 1111112/2 = ρ∗.

Разумеется, мы предполагаем здесь γ ≤ 1/2 для обеспечения условия

α ≤ 1. Простые вычисления показывают, что F1(ρ∗,ω) =
√

1 − α /2 и

F1(ρ
′′,ρ∗) =

√
1 − γ /2. Ввиду неравенства γ < α, справедливого при

0 < γ < 1/2, мы получаем

F1(ρ
′′,ω′′) > F1(ρ∗,ω) ,

как и было указано. Так что для k = 1 частная точность воспроизведе-

ния на некоторых парах кубитовых состояний возрастает и на некоторых

убывает.

Резюмируя, мы видим, что монотонность частных точностей воспро-

изведения нарушается при действии некоторых квантовых каналов. В этой
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главе уже было показано, что частичные следовые дистанции не возраста-

ют под действием квантовых операций определённого типа, включающего

бистохастические каналы. Подобное поведение демонстрируют и частные

точности воспроизведения. Они монотонны в смысле неубывания по от-

ношению к унистохастическим квантовым каналам. Совместно частичные

следовые дистанции и частные точности воспроизведения расширяют на-

ши возможности по анализу и сопоставлению смешанных квантовых со-

стояний в контексте их использовния для изучения каналов передачи и

обработки информации.
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Глава 2

Непрерывность и устойчивость

частичных энтропийных сумм

В данной главе будут рассмотрены свойства непрерывности и устой-

чивости применительно к частичным энтропийным суммам [28]. Иссле-

дование свойств энтропии Шеннона и энтропии фон Неймана составляют

самостоятельные разделы математической физики. В частности, измене-

ния величины энтропийных функционалов и устойчивость при вариациях

вероятностных распределений или матриц плотности исключительно важ-

ны с точки зрения физических приложений. Функциональные свойства

могут анализироваться не только для энтропии в целом, но и в отноше-

нии отдельных её компонент. Изучение частичных энтропийных величин

может быть полезным в различных аспектах. Например, эквивалентность

пар матриц плотности может быть установлена с использованием понятия

частной точности воспроизведения, введённого Ульманом [22]. С учетом

значения свойств непрерывности и стабильности мы намерены исследовать

их применительно к частичным энтропийным суммам. Непрерывность раз-

личных энтропийных функционалов характеризуется неравенствами типа

Фанне. Оригинальное неравенство Фанне ограничивает сверху возможное

изменение энтропии фон Неймана при вариации матрицы плотности [29].

Свойство устойчивости рассматривается на основе подхода статьи [30].

Начнём с определения калибровочных функций. Пусть вектор x =

(x1, . . . , xm) — элемент вещественного пространства R
m. Для k = 1, . . . ,m
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мы введём функцию

G(k)(x) :=
∑k

i=1
|xi|↓ , (2.1)

где стрелки вниз обозначают, что величины вводятся в невозрастающем

порядке. Заметим, что G(m)(x) задаёт ℓ1-норму, тогда как G(1)(x) задаёт ℓ∞-

норму на C
m [31]. В терминах этих симметричных калибровочных функций

определяются нормы Фань Цзы. Пусть ξ 7→ f (ξ) — функция вещественной

переменной. Для любой функции f : [0; 1] → R+ ≡ [0; +∞), мы введём

отображение x 7→ G(k)[f (x)] посредством

G(k)[f (x)] :=
∑k

i=1
|f (xi)|↓ .

Здесь предполагается, что вектор x лежит в симплексе ∆m вероятностных

векторов, таких что G(m)(x) = 1 и xi ≥ 0 для всех i = 1, . . . ,m. Введём

зависящую от параметра α > 0 функцию

ηα(ξ) :=





ξα−ξ
1−α , для 0 < α 6= 1 ,

−ξ ln ξ , для α = 1 .
(2.2)

В дальнейшем мы не рассматриваем случай α = 0, в котором ηα(0) 6= 0.

Введём следующее определение [28].

Пусть p = (p1, . . . , pm) — m-мерный вероятностный вектор. Для k =

1, . . . ,m, k-ая частичная энтропийная сумма определяется выражением

H (k)
α (p) := G(k)[ηα(p)] . (2.3)

В случае k = m мы получаем саму энтропию, обычно называемую α-

энтропией Цаллиса [32], хотя она была также изучена в статье [33].

Данная энтропия имеет множество применений в неэкстенсивной стати-

стической механике. В отличие от энтропии Шеннона, энтропия Цаллиса

не является аддитивной [34, 35]. Частичные суммы вида (2.3) обладают

несколькими очевидными свойствами.

(1C) Положительность: H (k)
α (p) ≥ 0, причём H (k)

α (p) = 0 только в углах

симплекса ∆m.

(2C) Неубывание по отношению к порядку суммы: если k < k′, то

H (k)
α (p) ≤ H (k′)

α (p).
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(3C) Симметрия: если q получен перестановкой элементов p, то H (k)
α (q) =

H (k)
α (p).

(4C) Расширяемость: H (k)
α (p1, . . . , pm, 0) = H (k)

α (p1, . . . , pm).

(5C) Монотонность по отношению к произведению векторов: H (k)
α (p) ≤

H (kn)
α (p× q), где p× q обозначает совместное распределение с элемен-

тами piqj (причём j = 1, . . . , n).

Эти свойства прямо следуют из определения (2.3). Только свойство

(5C) требует некоторых комментариев. По сути, имеет место более сильное

утверждение.

Предложение 7 Пусть r = {rij : 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} – распределение

вероятностей. Справедливо неравенство

H (k)
α (p) ≤ H (kn)

α (r) , (2.4)

где pi =
∑n

j=1 rij являются элементами маргинального распределения.

Доказательство. Пусть A — k-подмножество множества {1, . . . ,m}
такое, что

H (k)
α (p) =

∑
i∈A

ηα(pi) .

Тогда мы имеем

H (k)
α (p) =

1

1 − α

∑
i∈A

(∑n

j=1
rij

)α
− 1

1 − α

∑
i∈A

∑n

j=1
rij

≤ 1

1 − α

∑
i∈A

n∑

j=1

rαij − 1

1 − α

∑
i∈A

n∑

j=1

rij

=
∑

i∈A

∑n

j=1
ηα(rij) , (2.5)

поскольку
(∑n

j=1 rij
)α

≤ ∑n
j=1 rαij для α < 1 и

(∑n
j=1 rij

)α
≥ ∑n

j=1 rαij для

α > 1. В выражении (2.5) сумма берётся для пар (i, j) таких, что i ∈ A и

1 ≤ j ≤ n. Число этих пар равно kn, откуда cумма не превосходит H (kn)
α (r).

�
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Удобно ввести понятие α-логарифма. Для переменной ξ > 0 записы-

ваем

lnα(ξ) :=





ξ1−α−1
1−α , для 0 < α 6= 1 ,

ln ξ , для α = 1 .
(2.6)

В пределе α → 1, очевидно, имеем lnα(ξ) → ln ξ. При заданных m и α

максимум энтропии Цаллиса равен [36, 37]

max
{
H (m)
α (p) : p ∈ ∆m

}
= lnα(m) (2.7)

и достигается тогда и только тогда, когда pi = 1/m для всех i = 1, . . . ,m.

Отметим, что для самой энтропии максимизирующий вектор не зависит

от α. Для k-ой частичной энтропийной суммы H (k)
α (p) максимизирующий

вероятностный вектор будет зависеть в общем как от k, так и от α.

Чтобы явно найти максимум k-ой частичной суммы, нужно макси-

мизировать функцию G(k)[ηα(x)] вектора x ∈ R
m при наложенных ограни-

чениях xi ≥ 0 и G(k)(x) ≤ 1. В отсутствие равенства G(k)(x) = 1 зада-

ча становится трудной, поскольку функция ηα(x) не является масштабно-

инвариантной. Тем не менее, мы можем дать простые нижние и верхние

границы

lnα(k) ≤ max
{
H (k)
α (p) : p ∈ ∆m

}
≤ lnα(k + 1) , (2.8)

имеющие неплохую точность для достаточно больших k. Точнее, от-

носительная погрешность оценивания по этим формулам не превышает

(kα lnα(k + 1))−1. Когда pi = 1/k для 1 ≤ i ≤ k и pi = 0 для k + 1 ≤ i ≤ m,

k-ая частичная сумма равна lnα(k), откуда следует нижняя оценка. Далее,

для каждого вектора вероятности p, имеющего G(k)(p) < 1, введём вектор

p′ такой, что p′i = pi для i = 1, . . . , k и p′k+1 = 1 − G(k)(p). По построению,

имеем G(k)(p
′) = 1 и

H (k)
α (p) ≤ H (k+1)

α (p′) ≤ lnα(k + 1) , (2.9)

откуда следует правая часть (2.8).

При k = 1 нижняя оценка в (2.8) становится тривиальной. В

этом случае используем точное выражение для максимума, а именно

ηα
(
α1/(1−α)

)
. Это даёт верхнюю границу на H (1)

α . Так как α1/(1−α) → e−1
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при α→ 1, максимум второй частичной суммы H (2)
1 равен 2η1(1/e) = 2/e ≈

0.74. Это больше максимального значения ln 2 ≈ 0.69 бинарной энтропии

Шеннона. Итак, в этом конкретном примере левая часть неравенства (2.8)

насыщается. Для частичной суммы энтропии Шеннона относительная по-

грешность оценивания по формуле (2.8) составляет около 0.1 для k = 5 и

строго меньше 0.1 для k > 5.

Перечислим несколько доводов в пользу исследования непрерывно-

сти и устойчивости частичных энтропийных сумм. Рассмотрим двумерные

векторы вероятности p =
(
(1 − ε)/2, (1 + ε)/2

)
со строго положительным

ε≪ 1 и q =
(
1/2, 1/2

)
. Функция η1(x) = −x ln x максимальна для x = 1/e,

откуда

η1

(
(1 − ε)/2

)
> η1

(
(1 + ε)/2

)
.

Вводя величину ∆(k) = |H (k)
1 (p) − H (k)

1 (q)|, мы запишем

∆(1) = η1

(
(1 − ε)/2

)
− η1

(
1/2
)

=
1

2

(
− (1 − ε) ln(1 − ε) − ε ln 2

)
, (2.10)

∆(2) = H (2)
1 (p) − H (2)

1 (q) =
1

2

(
(1 + ε) ln(1 + ε) + (1 − ε) ln(1 − ε)

)
. (2.11)

Отношение ∆(1) к ∆(2) равно (1 − ln 2) ε−1 + O(1) и не ограничено при

ε → +0. Таким образом, разность между частичными энтропийными сум-

мами может быть сколь угодно большой по сравнению с разностью между

самими энтропиями. Мы наблюдали это для векторов в непосредственной

близости от равномерного распределения. Так что непрерывность и устой-

чивость некоторого энтропийного функционала сами по себе не означают

того же самого для соответствующих частичных сумм. Оказывается, од-

нако, что эти свойства по-прежнему имеют место для частичных энтро-

пийных сумм Цаллиса. Поэтому мы будем рассматривать различия между

k-ми частичными суммами двух m-мерных вероятностных векторов p и q.

Представляется естественным оценить эту разницу с точки зрения частич-

ной классической дистанции G(k)(p − q). Эти расстояния и их квантовые

аналоги на основе норм Фань Цзы были исследованы в предыдущей главе.

Как показано ниже, классический и квантовый случаи допускают едино-

образное рассмотрение.
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Пусть H — d-мерное гильбертово пространство, и пусть X — линей-

ный оператор на H. Для k = 1, . . . , d, k-норма Фань Цзы определяется

формулой (1.6). Последнюю можно переписать в виде [31]

‖X‖(k) := G(k)
(
s(X)

)
≡
∑k

j=1
sj(X)↓ , (2.12)

где вектор s(X) составлен из сингулярных чисел X. Для функции ξ 7→ f (ξ)

скалярной переменной введём функцию нормального оператора

X =

d∑

i=1

λi |ei〉〈ei| ,

собственные векторы |ei〉 которого образуют ортонормированный базис.

Она определяется выражением

f (X) =
∑d

i=1
f (λi)|ei〉〈ei| . (2.13)

Мы также имеем ‖X‖(k) = G(k)
(
λ(X)

)
для каждого нормального оператора

X.

Рассмотрим оператор плотности ρ на H. Для k = 1, . . . , d, k-ая ча-

стичная энтропийная сумма квантового состояния ρ определяется форму-

лой

S(k)
α (ρ) := ‖ηα(ρ)‖(k) . (2.14)

Собственные значения {pi} оператора плотности ρ можно рассматривать

как вероятности в силу их положительности и нормировки Tr(ρ) = 1. По-

скольку функция ηα(x) неотрицательна для x ∈ [0; 1], приведённое выше

определение и (2.13) приводят к равенству

S(k)
α (ρ) = H (k)

α (p) , (2.15)

где p обозначает вектор собственных значений ρ. В случае k = d получа-

ем саму квантовую α-энтропию Цаллиса. Некоторые свойства квантовых

частичных энтропийных сумм аналогичны свойствам классических сумм.

(1Q) Положительность: S(k)
α (ρ) ≥ 0, причём S(k)

α (ρ) = 0, если и только

если ρ идемпотентен.

(2Q) Неубывание по отношению к порядку суммы: если k < k′, то

S(k)
α (ρ) ≤ S(k′)

α (ρ).
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(3Q) Симметрия: если spec(̺) = spec(ρ), то S(k)
α (̺) = S(k)

α (ρ).

(4Q) Расширяемость: если гильбертово пространство H расширяется до

H ⊕ K, то S(k)
α (ρ) остаётся неизменной для всех матриц плотности ρ

на H.

(5Q) Монотонность по отношению к произведению векторов: справед-

ливо неравенство S(k)
α (ρ) ≤ S(kN)

α (ρ ⊗ ω), где ω — матрица плотности

на N -мерном пространстве.

Свойство (3Q) содержит унитарную инвариантность как частный случай.

Подобно (5C), свойство (5Q) можно распространить на операторы плот-

ности специального вида. Допустим, что комбинированная система AB из

подсистем A и B описывается оператором плотности ρ̃ на тензорном про-

изведении HA ⊗ HB. Редуцированные плотности систем A и B задаются

как

ρA = TrB(ρ̃) , ρB = TrA(ρ̃) . (2.16)

Входя в спектральные разложения

ρA =
∑d

i=1
ai |i〉〈i| , ρB =

∑N

µ=1
bµ |µ〉〈µ| , (2.17)

векторы |i〉 образуют ортонормированный базис в HA, векторы |µ〉 обра-

зуют ортонормированный базис в HB, spec(ρA) = {ai} и spec(ρB) = {bµ}.
Тогда векторы |iµ〉 ≡ |i〉⊗ |µ〉 формируют ортонормированный базис в про-

странстве HA ⊗HB. Справедливо следующее утверждение.

Предложение 8 Если операторы ρ̃ и ρA⊗ρB коммутируют и выполня-

ется эквивалентность

(
ai bµ = aj bν

)
⇐⇒

(
i = j ∧ µ = ν

)
, (2.18)

то мы имеем

S(k)
α (ρA) ≤ S(kN)

α (ρ̃) , S(k)
α (ρB) ≤ S(kd)

α (ρ̃) . (2.19)

Доказательство. В заданном базисе {|µ〉} оператор ρ̃ может быть

представлен как

ρ̃ =
∑

iµ

∑
jν

c(iµ|jν) |iµ〉〈jν| , (2.20)
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где коэффициенты c(iµ|jν) = 〈iµ|ρ̃|jν〉. Далее, произведение ρA ⊗ ρB запи-

сывается как

ρA ⊗ ρB =
∑

iµ
ai bµ |iµ〉〈iµ| , (2.21)

т.е. в виде диагональной матрицы. Используя эти факты, получаем

ρ̃ (ρA ⊗ ρB) =
∑

iµ

∑
jν

c(iµ|jν) aj bν |iµ〉〈jν| ,

(ρA ⊗ ρB) ρ̃ =
∑

iµ

∑
jν

ai bµ c(iµ|jν) |iµ〉〈jν| .

Коммутатор операторов ρ̃ и ρA ⊗ ρB имеет нулевые матричные элементы,

откуда
(
aj bν − ai bµ

)
c(iµ|jν) = 0 (2.22)

для всех значений меток. Объединяя (2.18) и (2.22), мы видим, что недиа-

гональные элементы c(iµ|jν) равны нулю. Обозначения диагональных эле-

ментов можно упростить до ciµ ≡ c(iµ|iµ), так что

ρ̃ =
∑

iµ

∑
jν

ciµ |iµ〉〈iµ| . (2.23)

Согласно (2.16), взятие парциальных следов матрицы (2.23) приводит к

матрицам плотности подсистем в виде (2.17), где

ai =
∑

µ
ciµ , bµ =

∑
i
ciµ .

Таким образом, множества {ai} и {bµ}, трактуемые как вероятностные

векторы, являются маргинальными распределениями вектора {ciµ}. Теперь

утверждение Предложения 7 завершает доказательство (2.19). �

В качестве примера рассмотрим пару кубитов A и B в параметризо-

ванном сцепленном состоянии

|Ψ(θ)〉 = cos θ |00〉 + sin θ |11〉 ,

где θ — вещественный угол. Тогда оператор ρ̃ = |Ψ(θ)〉〈Ψ(θ)| идемпотентен,

так что все частичные энтропийные суммы равны нулю. Мы также имеем

ρA = a0 |0〉〈0| + a1 |1〉〈1| , ρB = b0 |0〉〈0| + b1 |1〉〈1| ,

где a0 = b0 = cos2 θ и a1 = b1 = sin2 θ. Простые вычисления показывают,

что, за исключением двух вариантов cos 2θ = 0 или sin 2θ = 0, операторы
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ρ̃ и ρA⊗ρB не коммутируют. В таком случае собственные значения обеих

редуцированных плотностей ρA и ρB строго положительны, откуда имеем

S(k)
α (ρA) > 0 и S(k)

α (ρB) > 0. Напротив, S(ℓ)
α (ρ̃) = 0 для всех значений ℓ.

Когда cos 2θ = 0, матрицы плотности ρ̃ и ρA ⊗ ρB коммутируют, но

неравенства (2.19) по-прежнему не выполнены. В самом деле, мы имеем

a0 = b0 = a1 = b1 = 1/2, откуда S(k)
α (ρA) > 0 и S(k)

α (ρB) > 0, тогда как

S(ℓ)
α (ρ̃) = 0 для всех ℓ, как и ранее. Здесь предусловие (2.18) предложения

8 явно нарушена. Этот пример показывает недостаточность просто условия

коммутативности ρ̃ и ρA⊗ρB. Формулировка предпосылки (2.18) включает

только спектры редуцированных матриц плотности, а эти спектры могут

быть известны из спецификация.

Другое применение (2.4) связано с квантовыми измерениями. Обоб-

щённое измерение описывается неортогональным разложением единицы

{Mj}, где положительные операторы Mj удовлетворяют соотношению пол-

ноты ∑N

j=1
Mj = 111111 . (2.24)

Следуя работе [38], рассмотрим операторы ранга один, т.е. Mj = |wj〉〈wj|.
Пусть ансамбль {qi, |ψi〉} генерирует оператор плотности ̺. Как правило,

векторы |wj〉 и |ψi〉 не являются ни нормированными, ни ортогональными.

Через P(ψi;wj) обозначим совместную вероятность того, что при вводе век-

тора |ψi〉 в измерительный аппарат был получен j-ый результат. В случае

нормированного |wj〉 величина
∣∣〈wj|ψi〉

∣∣2 — вероятность того, что |ψi〉 про-

ходит тест “да-нет” по нахождению в состоянии |wj〉. Тогда мы получаем

P(ψi;wj) = qi

∣∣〈wj|ψi〉
∣∣2 , (2.25)

H (k)
α (q) ≤ H (kN)

α

(
P(ψi;wj)

)
, (2.26)

где использовано (2.4) с rij = P(ψi;wj) и j = 1, . . . ,N . Если в качестве

ансамбля {qi, |ψi〉} берутся собственные значения и нормированные соб-

ственные векторы ̺, то (2.26) принимает вид

S(k)
α (̺) ≤ H (kN)

α

(
P(ψi;wj)

)
. (2.27)

Вышеупомянутые тесты типа “да-нет” с чистыми состояниями легко реа-

лизуются в физических экспериментах. Во многих задачах квантовой об-
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работки информации некоторые характеристики спектра и носителя неиз-

вестного смешанного состояния могут быть известны априори. Соотно-

шения (2.26) и (2.27) дают возможность оценить энтропийные суммы в

практических спецификациях такого рода. В принципе, этот вопрос заслу-

живает отдельного исследования.

Приступим к установлению верхних границ на разность между дву-

мя k-ми энтропийными суммами. Начнём со случая α ∈ (0; 2]. Удобно

переформулировать вопрос следующим образом. Для двух k-мерных веще-

ственных векторов x и y определим функцию

F(x, y) :=
∑k

i=1
ηα(xi) −

∑k

i=1
ηα(yi) . (2.28)

Чтобы показать свойства непрерывности и устойчивости частичных эн-

тропийных сумм, получим верхнюю оценку на модуль функции (2.28) в

области Dǫ ⊂ R
k × R

k, определённой формулой

Dǫ := {(x, y) : xi ≥ 0, yi ≥ 0, G(k)(x) ≤ 1, G(k)(y) ≤ 1, G(k)(x − y) ≤ ǫ} .

(2.29)

Прямая оптимизация |F(x, y)| в области Dǫ выглядит трудновыполнимой.

Даже в случае, когда максимизация выполняется для (x, y) ∈ ∆k × ∆k и

каждый из наборов элементов {xi} и {yi} суммируется к 1, задача оказы-

вается сложной. Например, указанная функция не является ни выпуклой,

ни вогнутой. Любые дополнительные ограничения допустимой области пе-

ременных усложняют поиск решения. В случае (x, y) ∈ ∆k ×∆k известны

два взаимодополняющих подхода.

Первый метод оценки с ограничением α ∈ [0; 2] был представлен в

[36]. Этот метод получен обобщением подхода, предложенного для энтро-

пии фон Неймана в предложении 1.8 книги [39]. Адаптируя его к нашему

случаю, получаем следующий результат.

Предложение 9 Если ǫ ≤ α1/(1−α) и α ∈ (0; 2], то в области Dǫ имеет

место неравенство

|F(x, y)| ≤ ǫα lnα(k + 1) + ηα(ǫ) . (2.30)

Доказательство. Если x, y ∈ [0; 1] и |x − y| = t < 1, то максимум

величины |ηα(x)− ηα(y)| равен либо ηα(t), либо ηα(1− t). Когда α ∈ (0; 2],
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величина h(t) ≡ ηα(t) − ηα(1 − t) положительна для t ∈ [0; 1/2], так как

h(0) = h(1/2) = 0 и h′′(t) ≤ 0 для t ≤ 1 − t. Итак, запишем

|ηα(x) − ηα(y)| ≤ ηα(t) . (2.31)

В силу монотонности, при t ≤ α1/(1−α) эта оценка выполняется для тех

точек, для которых |x − y| ≤ t. С учётом (2.31) величина |F(x, y)| не

превосходит

∑k

i=1
|ηα(xi) − ηα(yi)| ≤

∑k

i=1
ηα(ǫi) = − ǫα

∑k

i=1

ǫαi
ǫα

lnα

(ǫi
ǫ
ǫ
)

(2.32)

= − ǫα
k∑

i=1

{(ǫi
ǫ

)α
lnα

(ǫi
ǫ

)
+
ǫi

ǫ
lnα(ǫ)

}
= ǫα

k∑

i=1

ηα

(ǫi
ǫ

)
+ ηα(ǫ)

k∑

i=1

ǫi

ǫ
,

где мы обозначили ǫi ≡ |xi − yi| и использовали тождество

lnα(xy) = lnα(x) + x1−α lnα(y) . (2.33)

Соотношения (2.32) выполняются при условиях α ∈ (0; 2] и
∑k

i=1 ǫi ≤ ǫ ≤
α1/(1−α). Используя верхнюю границу (2.8) и

∑k
i=1(ǫi/ǫ) ≤ 1, мы получаем

(2.30). �

Когда G(k)(x − y) = ǫ, т.е. когда
∑k

i=1(ǫi/ǫ) = 1, множество {ǫi/ǫ} яв-

ляется распределением вероятностей на k точках. Тогда множитель члена

ǫα в правой части (2.32) является самой энтропией Цаллиса, откуда
∑k

i=1
ηα(ǫi/ǫ) ≤ lnα(k) , |F(x, y)| ≤ ǫα lnα(k) + ηα(ǫ) . (2.34)

Фактически последнее неравенство было доказано в [36]. Но мы должны

разрешить вопрос с G(k)(x − y) < ǫ в смысле частичных сумм. Действи-

тельно, в трёх величинах G(k)[ηα(p)], G(k)[ηα(q)] и G(k)(p − q) индекс сум-

мирования может пробегать три различных k-подмножествами множества

{1, . . . ,m}. Если α > 2, то имеем h′′(t) > 0 и h(t) < 0 для 0 < t < 1/2.

Именно по этой причине случай α > 2 не может быть проанализирован в

рамках рассматриваемого метода.

Хотя полученная оценка не является особенно точной, она устанав-

ливает непрерывность частичных сумм. Мы сформулируем результат толь-

ко для квантового случая, поскольку случай классических распределений

рассматривается совершенно аналогично. Это становится возможным в си-

лу (2.15) и следующей леммы.
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Предложение 10 Пусть функция x 7→ f (x) положительна. Для всех

p, q ∈ R
m выполняется
∣∣∣G(k)[f (q)] −G(k)[f (q)] + Q

∣∣∣ ≤
∣∣∣
∑

i∈C

(
f (pi) − f (qi)

)
+ Q

∣∣∣ , (2.35)

где Q не зависит от этих сумм и C есть k-подмножество множества

{1, . . . ,m}.

Доказательство. Сначала введём два k-подмножества A и B множе-

ства {1, . . . ,m} такие, что

G(k)[f (p)] =
∑

i∈A
f (pi) , G(k)[f (q)] =

∑
j∈B

f (qj) . (2.36)

Используя пересечение I = A ∩ B, мы можем переписать слагаемое
(
G(k)[f (q)] −G(k)[f (q)] + Q

)
в виде

∑
i∈I

(
f (pi) − f (qi)

)
+
∑

i∈(A\I)
f (pi) −

∑
j∈(B\I)

f (qj) + Q . (2.37)

Разности (A \ I) и (B \ I) являются множествами с равным числом эле-

ментов. Без ограничения общности значение (2.37) можно считать поло-

жительным. В силу определения B имеем f (qj) ≥ f (qi) для всех j ∈ B и

i 6∈ B, включая j ∈ (B \ I) и i ∈ (A \ I). Отсюда следует соотношение

−
∑

j∈(B\I)
f (qj) ≤ −

∑
i∈(A\I)

f (qi) , (2.38)

так что заявленное неравенство (2.35) получается путем замены левой

части (2.38) на правую с подстановкой в (2.37). Тем самым мы полагаем

C = A в формуле (2.35). �

Теперь мы готовы доказать основной результат в случае α ∈ (0; 2].

Для матриц плотности ρ и ̺ на d-мерном гильбертовом пространстве H
введём обозначения

Pi = λi(ρ)
↓ , Qj = λj(̺)

↓ , (2.39)

где i, j ∈ {1, . . . , d}. В этих обозначениях запишем

G(k)[p− q] = G(k)[λ(ρ)
↓ − λ(̺)↓] ≤ G(k)[λ(ρ− ̺)] = ‖ρ− ̺‖(k) , (2.40)
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причём промежуточное неравенство является частным случаем теоремы

III.4.4 книги [31]. В силу Предложения 10 получаем

∣∣∣S(k)
α (ρ) − S(k)

α (̺)
∣∣∣ =

∣∣∣G(k)[ηα(p)]−G(k)[ηα(q)]
∣∣∣ ≤

∣∣∣∣
∑

i∈C

(
ηα(pi)−ηα(qi)

)∣∣∣∣ (2.41)

для некотрого k-подмножества C множества {1, . . . , d}. Применяя ǫ :=
∑

i∈C |pi − qi| и ε := ‖ρ − ̺‖(k), видим, что правая часть (2.41) не пре-

восходит

ǫα lnα(k + 1) + ηα(ǫ) ≤ εα lnα(k + 1) + ηα(ε) , (2.42)

если ε ≤ α1/(1−α). Это следует из Предложения 9 и ǫ ≤ G(k)[p − q] ≤ ε

благодаря (2.40). Таким образом, получаем неравенство, которое обобща-

ет неравенство Фанне в отношении отдельных членов в выражении для

энтропии Цаллиса для α ∈ (0; 2].

Предложение 11 Для заданных α ∈ (0; 2] и k ∈ {1, . . . , d} справедливо

следующее. Если операторы плотности ρ и ̺ удовлетворяют условию

‖ρ− ̺‖(k) = ε ≤ α1/(1−α), то
∣∣∣S(k)
α (ρ) − S(k)

α (̺)
∣∣∣ ≤ εα lnα(k + 1) + ηα(ε) . (2.43)

Второй метод получения оценок типа Фанне для энтропии Цаллиса

работает в области α > 1 и был представлен в работе [37]. Пусть p и

q — m-мерные вероятностные векторы. Для них ℓ1-метрика, или дистан-

ция Колмогорова, определяется формулой (1.10), которая в нашем случае

принимает вид

D(p, q) =
1

2

∑m

i=1
|pi − qi| ≡

1

2
G(m)(p− q) . (2.44)

Используя каплинг-метод, автор работы [37] доказал следующее неравен-

ство. Для α > 1 и δ = D(p, q) имеет место

∣∣∣H (m)
α (p) − H (m)

α (q)
∣∣∣ ≤ δα lnα(m − 1) + hα(δ, 1 − δ) , (2.45)

где бинарная энтропия Цаллиса hα(δ, 1 − δ) = ηα(δ) + ηα(1 − δ). Выполне-

ние условия нормировки
∑m

i=1 pi =
∑m

i=1 qi = 1 имеет решающее значение

для использования каплинг-метода. Тем не менее мы можем использовать
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результат (2.45) с целью получения оценок для частичных энтропийных

сумм Цаллиса.

Правую часть (2.45) можно переписать как g(δ,m − 1), где

g(δ, n) := δα lnα(n) + hα(δ, 1− δ) = (1−α)−1
(
n1−αδα + (1− δ)α− 1

)
. (2.46)

По определению имеем ηα(δ) ≤ g(δ, n). Как функция δ при фиксированном

n величина g(δ, n) монотонно возрастает в диапазоне 0 < δ < n/(n + 1).

Действительно, для α > 1 условие ∂g/∂δ > 0 приводит к требованию

δ

n
< 1 − δ . (2.47)

Заметим также, что если |B| ≤ C и A > 0, то |A+B| ≤ C неизбежно влечёт

ограничение

A ≤ C + |B| . (2.48)

Теперь сформулируем одно утверждение.

Предложение 12 Если ǫ ≤ min{α1/(1−α), (k + 1)/(k + 2)} и α > 1, то в

области Dǫ справедливо неравенство

|F(x, y)| ≤ g(ǫ, k + 1) + ηα(ǫ) . (2.49)

Доказательство. Без потери общности величину F(x, y) мы будем

считать неотрицательной. Рассмотрим по отдельности следующие два слу-

чая:

(i) Компоненты векторов x и y удовлетворяют условию u +
∑k

i=1 xi =
∑k

i=1 yi = 1 − v, где u, v ≥ 0. При m = k + 2 мы построим два m-мерных

вероятностных вектора p = (x1, . . . , xk, u, v) и q = (y1, . . . , yk, 0, v);

(ii) Компоненты векторов x и y удовлетворяют условию u +
∑k

i=1 yi =
∑k

i=1 xi = 1 − v, где u, v ≥ 0. При m = k + 2 мы построим два m-мерных

вероятностных вектора p = (x1, . . . , xk, 0, v) и q = (y1, . . . , yk, u, v).

Применяя определение энтропии Цаллиса и сокращая ηα(v), в обоих

случаях можем написать

H (m)
α (p) − H (m)

α (q) = F(x, y) ± ηα(u) , (2.50)

52



где знак плюс отвечает случаю (i), а знак минус отвечает случаю (ii). Для

обоих случаев также справедливы соотношения

u =

∣∣∣∣
∑k

i=1
xi −

∑k

i=1
yi

∣∣∣∣ ≤
∑k

i=1
|xi − yi| ≤ G(k)(x − y) = ǫ ,

причём 2D(p, q) =
∑k

i=1 |xi − yi| + u ≤ 2ǫ. Таким образом, мы можем

использовать результат (2.45) с подстановкой δ ≤ ǫ и m = k + 2. Когда

ǫ ≤ (k + 1)/(k + 2), мы имеем g(δ, k + 1) ≤ g(ǫ, k + 1) и, наконец,

|F(x, y) + B| ≤ g(ǫ, k + 1) .

Ещё здесь подразумеваются равенства (2.50) и B = ±ηα(u). Если

u ≤ ǫ ≤ min{α1/(1−α), (k + 1)/(k + 2)} ,

то |B| = ηα(u) ≤ ηα(ǫ) ≤ g(ǫ, k + 1). Применение ограничения (2.48) завер-

шает доказательство. �

Следует подчеркнуть, что два диапазона α ∈ (0; 2] и α ∈ (1; +∞), в

которых соответственно были доказаны неравенства (2.30) и (2.49), имеют

общий интервал (1; 2]. Как нетрудно видеть, здесь оценка (2.49) слабее,

так что мы будем использовать её только для α ∈ (2; +∞). В случае

ǫ≪ 1, однако, разница между двумя доказанными оценками мала. Анало-

гично неравенству (2.43), из формулы (2.49) немедленно получаем такой

результат.

Предложение 13 Для данных α ∈ (2; +∞) и k ∈ {1, . . . , d} справедливо

следующее. Если операторы плотности ρ и ̺ удовлетворяют условию

‖ρ− ̺‖(k) = ε ≤ α1/(1−α), то
∣∣∣S(k)
α (ρ) − S(k)

α (̺)
∣∣∣ ≤ εα lnα(k + 1) + ηα(ε) + hα(ε, 1 − ε) . (2.51)

Неравенства (2.43) и (2.51) формулируются в терминах расстояния

‖ρ− ̺‖(k), которые обладают свойствами, напоминющими свойства следо-

вой метрики [17]. Эти меры могут быть связаны с частными точностями

воспроизведения [22]. В целом, концепция точности воспроизведения обес-

печивает естественное обобщение понятия вероятности перехода с чистых
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квантовых состояний на смешанные [20]. А именно, k-тая частная точ-

ность воспроизведения определяется формулой (1.73). Как было показано

в работе [18], выполняется неравенство

‖ρ− ̺‖(k) ≤ 2
(
1 − Fk(ρ,̺)

)
. (2.52)

Замена ε на ε′ := 2
(
1 − Fk(ρ,̺)

)
, даёт переформулировку (2.43) и (2.51) в

терминах частных точностей воспроизведения при соответствующих усло-

виях на ε′. Предложения 11 и 13 вместе полностью покрывают диапазон

α ∈ (0; +∞). Следует отметить, что обе границы явно зависят только от

k, но не от размерности пространства H. Выведенные неравенства пока-

зывают, что все частичные суммы энтропии Цаллиса непрерывны относи-

тельно соответствующих следовых дистанций, а тем самым и относитель-

но полной следовой метрики. Действительно, по определению (1.6) для

k = 1, . . . , d имеем

‖ρ− ̺‖(k) ≤ ‖ρ− ̺‖(d) ≡ Tr|ρ− ̺| .

Соотношения (2.43) и (2.51) являются новыми в том смысле, что предыду-

щие обобщения неравенства Фанне касались энтропии Цаллиса как цело-

го. Однако сама по себе непрерывность некоторого функционала не озна-

чает того же свойства для отдельных составляющих указанного функцио-

нала (см., например, отношение (2.10) к (2.11)). Как было явно показано

выше, частичные энтропийные суммы также непрерывны. Итак, свойство

непрерывности энтропии Цаллиса имеет более утончённый характер.

Наконец, мы обсудим устойчивость частичных энтропийных сумм.

Для того, чтобы эти меры различимости обеспечивали надежный анализ

экспериментальных данных, необходимо подтвердить свойство устойчиво-

сти. Общепринятый критерий устойчивости был предложен в работе [30]

и формулируется следующим образом. Пусть Φ — положительный функ-

ционал, определённый на вероятностном симплексе ∆m. Предположим, что

множество {Φ(p) : p ∈ ∆m} положительных чисел ограничено сверху гра-

нью ΦM. Устойчивость означает, что для каждого δ > 0 существует ε > 0

такое, что
|Φ(p) − Φ(q)|

ΦM
≤ δ (2.53)
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всякий раз, когда G(m)(p− q) ≤ ε. В силу G(k)(p− q) ≤ G(m)(p− q) запишем

∣∣∣H (k)
α (p) − H (k)

α (q)
∣∣∣ ≤ g(ε, k + 1) + ηα(ε) (2.54)

при условии G(m)(p − q) = ε ≤ ε0, где ε0 = min{α1/(1−α), (k + 1)/(k + 2)}.
Соотношения (2.8) и (2.54) обеспечивают свойство устойчивости для ча-

стичных энтропийных сумм. Действительно, каждому ξ ∈ (0; ε0) мы при-

сваиваем δ(ξ) =
(
g(ξ, k + 1) + ηα(ξ)

)
lnα(k) такое, что неравенство

∣∣∣H (k)
α (p) − H (k)

α (q)
∣∣∣
(
maxH (k)

α

)−1 ≤ δ(ξ) (2.55)

тем самым установлено для случая G(m)(p − q) ≤ ξ. Функция ξ 7→ δ(ξ)

зануляется в точке ξ = 0 и монотонно возрастает с ростом ξ в интерва-

ле ξ ∈ (0; ε0). Таким образом, она задаёт некоторое взаимно однозначное

соответствие между интервалами [0; ε0] и [0; δ(ε0)]. Поэтому для каждого

δ ∈ (0; δ(ε0)] имеем ξ(δ) > 0, так что условие устойчивости (2.55) действи-

тельно выполняется всякий раз, когда G(m)(p− q) ≤ ξ(δ). Это пример того,

что устойчивость в смысле работы [30] формально эквивалентна равно-

мерной непрерывности [37, 40].
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Глава 3

Общие свойства унифицированных

энтропий

В этой главе рассмотрены свойства унифицированных энтропий,

важные с точки зрения физических приложений [41]. Концепция энтро-

пии играет ключевую роль как в статистической физике, так и в теории

информации. Свойства энтропийных функционалов сопряжены со многими

интересными вопросами из различных областей математики. В настоящее

время классическая энтропии Шеннона и квантовая энтропия фон Нейма-

на сами по себе являются объектами активных исследований. Повсемест-

ное распространение статистических методов было сопряжено с расшире-

нием арсенала используемых энтропийных функционалов. Наиболее из-

вестными из обощений энтропии Шеннона являются энтропии Ре́ньи [42]

и Цаллиса [32]. В контексте задач теории информации энтропия Цаллиса

была независимо исследована в работе [33]. В случае квантовых состояний

используются соответствующие аналоги классических энтропий.

Пусть p = {pi}r
i=1 есть вероятностное распределение с r элементами.

Для 0 < q 6= 1, q-энтропия Ре́ньи этого распределения равна [42]

Rq(p) :=
1

1 − q
ln
(∑r

i=1
pq
i

)
. (3.1)

Энтропия Цаллиса широко используется в статистической физике неадди-

тивных систем. Для 0 < q 6= 1, q-энтропия Цаллиса определяется форму-

лой [32]

Hq(p) :=
1

1 − q

(∑r

i=1
pq
i − 1

)
. (3.2)
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Целесообразно представить правую часть (3.2) в следующих двух формах:

Hq(p) = −
∑r

i=1
pq
i lnq(pi) =

∑r

i=1
pi lnq

(
1

pi

)
, (3.3)

где q-логарифм положительного аргумента вводится как

lnq(ξ) :=





ξ1−q−1
1−q , для 0 < q 6= 1 ,

ln ξ , для q = 1 .
(3.4)

В пределе q → 1, оба выражения (3.1) и (3.2) сводятся к энтропии Шен-

нона

H1(p) = −
∑r

i=1
pi ln pi (3.5)

Как всегда, здесь используется соглашение −0 ln 0 ≡ 0. Между энтропия-

ми Ре́ньи и Цаллиса одного порядка существует простая связь

(1 − q)Rq(ρ) = ln
[
1 + (1 − q)Hq(ρ)

]
. (3.6)

Если q очень мало отличаеися от 1, то q-энтропии Ре́ньи и Цаллиса прак-

тически совпадают друг с другом и также с энтропией Шеннона. Это видно

из соотношения (3.6) при |1 − q| ≪ 1.

Квантовые аналоги классических энтропий вводятся следующим об-

разом. Пусть ρ — матрица плотности с единичным следом, т.е. Tr(ρ) = 1.

Энтропия фон Неймана вычисляется по формуле

H1(ρ) := −Tr(ρ lnρ) = −
∑r

i=1
λi(ρ) lnλi(ρ) , (3.7)

где собственные значения λi(ρ) матрицы плотности ρ берутся с учетом

кратности. Сходным образом, квантовые аналоги выражений (3.1) и (3.2)

имеют вид

Rq(ρ) :=
1

1 − q
ln
[
Tr(ρq)

]
, (3.8)

Hq(ρ) :=
1

1 − q
Tr
(
ρq − ρ

)
. (3.9)

Квантовые энтропии Ре́ньи и Цаллиса связаны простым соотношением

(1 − q) Rq(ρ) = ln
[
1 + (1 − q)Hq(ρ)

]
. (3.10)
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Для q ≥ 1 они непосредственно выражаются через нормы Шаттена. Как

уже было сказано, сингулярные числа оператора X вводятся как собствен-

ные значения положительного оператора |X|. Для положительного опера-

тора, включая случай операторов плотности, сингулярные числа очевидно

совпадают с его собственными значениями. Тогда q-норма Шаттена опера-

тора X определяется согласно уравнению (1.3). Для q ≥ 1 мы получаем

Rq(ρ) =
q

1 − q
ln ‖ρ‖q , Hq(ρ) =

‖ρ‖q
q − 1

1 − q
.

Приведённые энтропийные функционалы допускают дальнейшие обобще-

ния. Одним из них является семейство унифицированных энтропий.

Авторы работы [43] ввели определение унифицированных энтропий

в классическом и квантовом режимах. Следует отметить, что сходные в

том или ином отношении энтропийные функции рассматривались и ранее.

Рассмотрение семейства унифицированных энтропий начнем с класиче-

ского случая. Авторы работы [43] определили унифицированную (q, s)-

энтропию вероятностного распределения p = {pi}r
i=1 выражением

E(s)
q (p) :=

1

(1 − q) s

[(∑r

i=1
pq
i

)s
− 1
]
, (3.11)

причем 0 < q 6= 1 и s 6= 0. Также, по определению принимаем E(0)
q (p) ≡

Rq(p), что дополняет определение для s = 0. Подобно энтропиям Ре́ньи

и Цаллиса, определение (3.11) легко переносится случай матриц плотно-

сти. Для квантового состояния с матрицей плотности ρ, унифицированная

(q, s)-энтропия определяется как [43]

E(s)
q (ρ) :=

1

(1 − q) s

{[
Tr(ρq)

]s − 1
}

(3.12)

для 0 < q 6= 1 и s 6= 0, и как E
(0)
q (ρ) ≡ Rq(ρ) для s = 0. Некоторые свойства

квантовой унифицированной энтропии были рассмотрены в [43]. Там же

были получены нижняя и верхняя границы на энтропию (3.12) для 1 ≤ q и

1 ≤ s. Теперь мы сформулируем два результата, которые дополняют статью

[43] в этом отношении.
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Предложение 14 Рассмотрим ансамбль чистых состояний {pi, |ψi〉},
где по определению 〈ψi|ψi〉 = 1 и

∑
i pi = 1. Пусть данный ансамбль

порождает оператор плотности ρ согласно формуле

ρ =
∑

i
pi |ψi〉〈ψi| . (3.13)

Для значений параметров 0 < q при s 6= 0, а также для 0 < q < 1 при

s = 0, мы имеем

E(s)
q (ρ) ≤ E(s)

q (p) , (3.14)

где p = {pi}.

Доказательство. В вычислениях мы примем 0 < q 6= 1, так как

случай q = 1 хорошо известен. Пусть λj и |ϕj〉 обозначают собственные

значения и нормированные собственные векторы заданной матрицы плот-

ности

ρ =
∑

j
λj |ϕj〉〈ϕj| . (3.15)

Согласно теореме о классификации ансамблей [44] имеем равенство

√
pi |ψi〉 =

∑
j
uij

√
λj |ϕj〉 , (3.16)

причём числа uij составляют унитарную матрицу [[uij]] соответствующего

размера. Используя (3.16) и 〈ϕj|ϕk〉 = δjk, получаем

pi =
∑

j

wij λj ,

а числа wij = u∗
ij uij составляют некоторую унистохастическую матрицу,

так что
∑

i wij = 1 для каждого j и
∑

j wij = 1 для каждого i.

Функция ξ 7→ ξq вогнута для 0 < q < 1 и выпукла для 1 < q.

Применяя неравенство Иенсена и унистохастичность матрицы [[wij]], мы

получаем

∑
i
pq
i =

∑
i

(∑
j
wij λj

)q
{

≥, 0 < q < 1

≤, 1 < q < ∞

}
∑

ij
wij λ

q
j =

∑
j
λ

q
j .

(3.17)

Для s 6= 0 функция z 7→ zs/s монотонно возрастает, поэтому

1

s

(∑
i
pq
i

)s
{

≥, 0 < q < 1

≤, 1 < q < ∞

}
1

s

(∑
j
λ

q
j

)s

. (3.18)
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Так как множитель (1 − q)−1 положителен для q < 1 и отрицателен для

1 < q, неравенства (3.18) дают

1

(1 − q) s

(∑
i
pq
i

)s
≥ 1

(1 − q) s

(∑
j
λ

q
j

)s

. (3.19)

В силу равенства
∑

j λ
q
j = Tr(ρq) и определений (3.11) и (3.12), неравен-

ство (3.19) обеспечивает (3.14).

В случае s = 0 мы имеем дело с квантовой энтропией Ре́ньи (3.8).

Здесь результат (3.14) для 0 < q < 1 доказывается аналогично. Функция

z 7→ 1

1 − q
ln z (3.20)

монотонно возрастает для 0 < q < 1. Комбинируя (3.17) с (3.20) и учиты-

вая определения классической и квантовой энтропий Ре́ньи, окончательно

получаем (3.14) для s = 0. �

Утверждение Предложения 14 дает верхнюю оценку на квантовую

унифицированную энтропию в терминах ансамблей чистых состояний. Для

q = 1 результат (3.14) сводится к хорошо известному свойству энтропии

фон Неймана, — см., например, обзор [45]. Таким образом, аналогичное

утверждение справедливо для квантовой унифицированной энтропии в ши-

рокой области изменения параметров. Аналогичная верхняя оценка в тер-

минах ансамблей смешанных состояний была доказана в работе [43], но

только для значений параметров из диапазона {(q, s) : 1 ≤ q, 1 ≤ s}.
Следовательно, область действия неравенства (3.14) гораздо шире в от-

ношении обоих параметров q и s. Другой интересный результат связан с

выпуклой комбинацией операторов плотности. Предположим, что исследу-

емый оператор плотности представлен в форме

ρ =
∑

i
pi ωi , (3.21)

где Tr(ωi) = 1 и
∑

i pi = 1. Для 1 ≤ q и 1 ≤ s авторы работы [43]

представили нижнюю оценку на унифицированную энтропию ρ в терминах

выпуклых комбинаций вида (3.21). Сейчас мы рассмотрим оценку снизу в

диапазоне 0 < q < 1, которая дополняет представленные в статье [43]

результаты.
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Предложение 15 Пусть матрица плотности ρ задана в виде (3.21).

Для 0 < q < 1 и s ≤ 1 справедливо неравенство

∑
i
pi E

(s)
q (ωi) ≤ E(s)

q (ρ) . (3.22)

Доказательство. Начнём со случая s 6= 0. Для всякой выпуклой

функции ξ 7→ f (ξ), функционал X 7→ Tr
[
f (X)

]
также явяляется выпуклым

на пространстве самосопряженных линейных операторов Ls.a.(H) (доказа-

тельство можно найти в разделе III статьи [46]). При 0 < q < 1 функция

ξ 7→ ξq является вогнутой, поэтому

Tr(ρq) ≥
∑

i
pi Tr(ω

q
i ) . (3.23)

Для s 6= 0 функция z 7→ zs/s возрастает на z ∈ [0;∞). Кроме того, она

вогнута для s ≤ 1, поскольку её вторая производная равна (s − 1)zs−2.

Применяя эти два факта шаг за шагом, для s ≤ 1 мы находим

1

s

[
Tr(ρq)

]s ≥ 1

s

[∑
i
pi Tr(ω

q
i )
]s

≥ 1

s

∑
i
pi
[
Tr(ω

q
i )
]s

. (3.24)

Умножая (3.24) на (1− q)−1 > 0 и используя определение (3.12), получаем

(3.22). В случае s = 0, когда мы имеем дело с квантовой энтропией Ре́ньи

(3.8), приведённые выше аргументы применяются к функциим z 7→ ln z,

которая также является возрастающей и вогнутой. �

В диапазоне параметров {(q, s) : 1 ≤ q, 1 ≤ s} результат (3.22) был

доказан в статье [43]. Утверждение Предложения 15 подразумевает во-

гнутость квантовой унифицированной энтропии для 0 < q < 1 и s ≤ 1.

Соответствующее свойство энтропии фон Неймана хорошо известно [45].

Следует подчеркнуть, что энтропия Ре́ньи порядка q > 1 не является чи-

сто выпуклой или чисто вогнутой [47] даже в классическом режиме. В об-

щем случае неравенство (3.22) можно также рассматривать как нижнюю

оценку на квантовую унифицированную энтропию в терминах выпуклой

комбинации операторов плотности. Таким образом, в широком диапазоне

значений параметров квантовая унифицированная энтропия (3.12) обла-

дает многими свойствами, напоминающими свойства энтропии фон Ней-

мана. Поскольку такие свойства исключительно важны для энтропийных
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функционалов, описанные выше результаты позволяют расширить сферу

возможных применений унифицированных энтропий.

Любая энтропийная величина должна обладать хорошими свойства-

ми как функция состояния. В частности, для близких с том или ином

смысле матриц плотности соответствующие энтропии также должны быть

близки. Для энтропии фон Неймана свойство непрерывности характеризу-

ется известным неравенством Фанне [29]. Это неравенство выражается в

терминах следовой метрики и даёт оценку сверху на потенциальное изме-

нение энтропии фон Неймана. Неравенство Фанне было распространено на

квантовые энтропии Цаллиса [36, 37] и ее частичные суммы [28]. Неко-

торые границы типа Фанне для квантовой относительной энтропии были

рассмотрены в работе [48]. Выраженные в терминах следовой метрики,

эти оценки описывают непрерывность квантовой относительной энтропия

в смысле Фанне. Мы рассмотрим оценки аналогичного типа для унифици-

рованных энтропий.

Вспомним некоторые результаты, связанные с энтропией Цаллиса.

В рамках рассматриваемого вопроса мы можем совместно трактовать как

классический, так и квантовый режимы. Поэтому формулировки будут да-

ны для квантового случая. Следовая метрика между двумя операторами

плотности определяется формулой (1.9). В классическом режиме эта вели-

чина заменяется на (1.10). Следующие два подхода известны для энтропий

типа Цаллиса. Первый метод оценки с ограничением q ∈ [0; 2] представлен

в статье [36]. Введём функцию

ηq(ξ) :=
ξq − ξ

1 − q
, (3.25)

где ξ > 0 и 0 < q 6= 1. Для q ∈ [0; 2] и d = dim(H) мы имеем

|Hq(ρ) − Hq(ω)| ≤ (2ε)q lnq(d) + ηq(2ε) (3.26)

при условии, что 2D(ρ,ω) = 2ε ≤ q1/(1−q). На интервале 0 < 2ε < q1/(1−q)

величина ηq(2ε) монотонно возрастает, так что возрастает и правая часть

(3.26). Второй метод использует так называемый каплинг-метод [37], из-

вестный также как метод склеивания вероятностных векторов. Для q > 1,
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мы получаем

|Hq(ρ) − Hq(ω)| ≤ εq lnq(d − 1) + hq(ε, 1 − ε) , (3.27)

где ε = D(ρ,ω) и бинарная q-энтропия Цаллиса равна

hq(ε, 1 − ε) =
εq + (1 − ε)q − 1

1 − q
. (3.28)

Элементарные методы дифференциального исчисления показывают. что

правая часть (3.27) монотонно возрастает при 0 < ε < (d − 1)/d. Нера-

венство (3.27) является плотным в том смысле, что в известных случа-

ях оно насыщается [37]. Явное присутствие размерности d означает, что

указанные выше оценки конечномерны. Неравенства (3.26) и (3.27) могут

быть использованы для получения верхних границ на изменение кванто-

вой унифицированной энтропии при вариациях матрицы плотности. Наш

метод годится для довольно широкого диапазона параметров и основан на

следующем утверждении.

Предложение 16 Для s ≥ 1 и x, y ∈ [0; 1], равно как и для 0 < s ≤ 1 и

x, y ∈ [1;∞), справедливо неравенство

|xs − ys| ≤ s |x − y| . (3.29)

Для 0 < s ≤ 1 и x, y ∈ [0; 1], равно как и для s ≥ 1 и x, y ∈ [1;∞),

справедливо неравенство с противоположным знаком. Для x, y ∈ [1;∞)

мы также имеем

| ln x − ln y| ≤ |x − y| . (3.30)

Доказательство. Принимая для определенности x < y, результат

(3.29) и обратный ему можно переписать соответственно как (ys − xs) ≤
s (y − x) и (ys − xs) ≥ s (y − x). Теперь мы запишем

ys − xs =

∫ y

x
s ts−1dt

{
≤, ts−1 ≤ 1

≥, ts−1 ≥ 1

} ∫ y

x
s dt = s (y − x) . (3.31)

Условие ts−1 ≤ 1 выполняется для 0 < s < 1 и t ≥ 1, равно как и для s > 1

и t ≤ 1. Условие ts−1 ≥ 1 выполняется для 0 < s < 1 и t ≤ 1, равно как
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и для s > 1 и t ≥ 1. Тем самым неравенство (3.30) и противоположное к

нему доказаны. Наконец, неравенство (3.30) следует из соотношения

ln y − ln x =

∫ y

x

dt

t
≤
∫ y

x
dt = y − x ,

справедливого для t ≥ 1. �

Заметим, что случай s = 1 охватывается униформными оценками

(3.26) и (3.27) для энтропии Цаллиса. Мы не рассматривали случай q = 1,

так как он сводится к оригинальному неравенству Фанне [29] для эн-

тропии фон Неймана. Для унифицированных энтропий неравенства типа

Фанне формулируются следующим образом.

Предложение 17 Пусть ρ и ω — нормированные d-мерные матрицы

плотности. В параметрической области значений

{(q, s) : 0 < q < 1, s ∈ (−∞;−1] ∪ [0; +1]} (3.32)

и при условии 2D(ρ,ω) = 2ε ≤ q1/(1−q) справедливо неравенство

|E(s)
q (ρ) − E(s)

q (ω)| ≤ (2ε)q lnq d + ηq(2ε) . (3.33)

Для удобства введём фактор

κs :=





d2(q−1) , для s ∈ [−1; 0] ,

1 , для s ∈ [+1;+∞) .
(3.34)

В параметрической области значений

{(q, s) : 1 < q, s ∈ [−1; 0] ∪ [+1;+∞)} (3.35)

для любого D(ρ,ω) = ε справедливо неравенство

|E(s)
q (ρ) − E(s)

q (ω)| ≤ κs
[
εq lnq(d − 1) + hq(ε, 1 − ε)

]
. (3.36)

Доказательство. Для краткости введём обозначения

ξ = Tr(ρq) , ζ = Tr(ωq) . (3.37)

В области значений параметров (3.32) мы имеем ξ ≥ 1 и ζ ≥ 1 в силу

0 < q < 1. Для s ∈ (−∞;−1] положим ν = −s ≥ +1 и запишем

|E(s)
q (ρ) − E(s)

q (ω)| =
1

(1 − q) ν

∣∣∣∣
1

ξν
− 1

ζν

∣∣∣∣ . (3.38)
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Используя неравенство (3.29) с x = 1/ξ, y = 1/ζ и ν вместо s, на основе

формулы (3.38) получаем

|E(s)
q (ρ) − E(s)

q (ω)| ≤ 1

(1 − q)

|ζ − ξ|
ξζ

≤ 1

1 − q
|ξ− ζ| = |Hq(ρ) − Hq(ω)| (3.39)

в силу определения (3.9). Вводя x = ξ и y = ζ, мы применяем неравенство

(3.29) для s ∈ (0; +1] и неравенство (3.30) для случая Ре́ньи s = 0, откуда

|E(s)
q (ρ) − E(s)

q (ω)| ≤
∣∣∣∣
ξ− ζ

1 − q

∣∣∣∣ = |Hq(ρ) − Hq(ω)| . (3.40)

Комбинируя правые части (3.39) и (3.40) с границей (3.26), получаем обос-

нование неравенства (3.33).

В области значений параметров (3.35) мы имеем ξ ≤ 1 и ζ ≤ 1 в силу

q > 1. Кроме того, справедливы неравенства

ξ = Tr(ρq) ≤ d1−q , ζ = Tr(ωq) ≤ d1−q .

Для s ∈ [−1; 0), мы положим ν = −s ∈ (0; +1] и запишем

|E(s)
q (ρ) − E(s)

q (ω)| =
1

(q − 1)ν

∣∣∣∣
1

ξν
− 1

ζν

∣∣∣∣ ≤
1

(q − 1)

|ζ − ξ|
ξζ

≤ d2(q−1)

q − 1
|ξ− ζ| = d2(q−1)|Hq(ρ) − Hq(ω)| , (3.41)

где использована формула (3.29) с x = 1/ξ, y = 1/ζ и ν вместо s. В случае

Ре́ньи s = 0 мы применяем (3.30) и получаем верхнюю границу (3.41).

Наконец, для +1 ≤ s мы применяем (3.29) с x = ξ и y = ζ, что снова

приводит к (3.40). Комбинируя соотношения (3.40) и (3.41) с формулой

(3.27), мы завершаем доказательство (3.36). �

Для 1 ≤ q и +1 ≤ s авторы статьи [43] представили верхнюю грани-

цу

|E(s)
q (ρ) − E(s)

q (ω)| ≤ 2q(q − 1)−1D(ρ,ω) . (3.42)

Таким образом, неравенство (3.36) обеспечивает другую оценку для та-

ких значения q и s. Отличие состоит в том, что неравенство (3.36) также

справедливо для значений 1 ≤ q и s ∈ [−1; 0]. Кроме того, для диапазона
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значений параметров (3.32) с 0 < q < 1 верхняя граница определяет-

ся формулой (3.33). Подобно неравенствам (3.26) и (3.27) новые верхние

границы (3.33) и (3.36) выражаются через размерность d и, тем самым, яв-

ляются конечномерными. Кроме того, выведенные неравенства описывают

лишь приближенные верхние границы. Тем не менее они показывают, что

унифицированные энтропии непрерывны в смысле Фанне для значений

параметров в диапазонах (3.32) и (3.35). Более того, приведённые выше

результаты позволяют охарактеризовать свойство устойчивости энтропий.

С точки зрения ряда применений информационно-теоретических ве-

личин исключительно важной является их устойчивость. Внимание к это-

му вопросу было стимулированио статьей [30], в которой рассмотрены

энтропии Ре́ньи. Энтропия Цаллиса [40] и её частичные суммы [28] бы-

ли проанализированы в отношении свойства устойчивости. Устойчивость

интересного класса энтропийных функций была рассмотрена в работах

[49, 50]. Приступим к исследованию устойчивости унифицированных эн-

тропий с этой точки зрения. Критерий устойчивости, предложенный в ра-

боте [30], можно переформулировать следующим образом [40, 50]. Пусть

ρ 7→ Γ(ρ) — функционал нормированных матриц плотности. Предполо-

жим, что его значения ограничены сверху конечной верхней гранью ΓM.

Функционал называется устойчивым, если для каждого δ > 0 существует

ε > 0 такое, что для произвольного ω из D(ρ,ω) ≤ ε следует

|Γ(ρ) − Γ(ω)|
ΓM

≤ δ . (3.43)

В конечномерном случае унифицированные энтропии ограничены

сверху для всех действительных s и для q > 0 [43]. В частности, для

q 6= 1 и s 6= 0 мы имеем

E(s)
q (ρ) ≤ maxE(s)

q =
1

(1 − q) s

(
d(1−q)s − 1

)
, (3.44)

а для s = 0 справедливо maxE
(0)
q = ln d. Используя неравенства (3.33) и

(3.36), для диапазонов значений параметров (3.32) и (3.35) получим

|E(s)
q (ρ) − E

(s)
q (ω)|

maxE
(s)
q

≤ F(ε) . (3.45)
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Здесь функция F(ε) обозначает правую часть неравенства, выбранного

из двух формул (3.33) и (3.36) соответственно значениям s и q. Данная

функция зануляется для ε = 0 и монотонно возрастает с ε ∈ (0; ε0), где

2ε0 = q1/(1−q) для (3.32) и ε0 = (d − 1)/d для (3.35). Следовательно, име-

ет место взаимно однозначное соответствие между интервалами [0; ε0] и

[0; δ(ε0)]. Для каждого δ ∈ (0; δ(ε0)] мы имеем εδ > 0 такое, что F(ε) ≤ δ

всякий раз, когда ε ≤ εδ. Объединие этого с соотношением (3.45) даёт

свойство устойчивости унифицированной энтропии для диапазонов (3.32)

и (3.35).

Случай s = 0, когда рассматриваются энтропии Ре́ньи, заслужива-

ет специального обсуждения. Как известно, энтропия Ре́ньи порядка q

неустойчива для всех q 6= 1 [40, 49, 50]. Этот важный вывод был полу-

чен в работе [30] и более подробно изучен в работе [40]. Между тем,

оба диапазона параметров (3.32) и (3.35) включают энтропию Ре́ньи. На

самом деле никакого противоречия здесь нет. Действительно, выводы ста-

тей [30, 40] подразумевают переход к термодинамическому пределу, т.е.

бесконечное число степеней свободы. Но до сих пор мы рассматривали

только конечномерный случай. Разделив оба неравенства (3.33) и (3.36)

на maxE
(0)
q = ln d, мы видим, что правая часть (3.45) содержит величину

lnq(d)

ln d
≈ d1−q

(1 − q) ln d

для 0 < q < 1 и s = 0, а также величину d2(q−1)/ ln d для 1 < q и s = 0.

Обе эти дроби неограничнно возрастают при d → ∞. Соответственно мы

не можем делать какие-то выводы о поведении энтропии Ре́ньи в этом

пределе на основании неравенства (3.45). Устойчивость энтропии Ре́ньи

порядка q 6= 1 действительно имеет место для конечного d, но нарушается

в термодинамическом пределе. Иначе ведёт себя энтропия Цаллиса. Когда

0 < q < 1, мы имеем (3.26) и F(ε) → (2ε)q в пределе d → ∞; когда 1 < q,

мы имеем (3.27) и

F(ε) → εq + (q − 1) hq(ε, 1 − ε) .

Таким образом, устойчивость энтропии Цаллиса имеет место, в том числе,

и в термодинамическом пределе.
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Поскольку в статистической физике термодинамический предел иг-

рает важную роль, мы сейчас рассмотрим данный вопрос для унифици-

рованных энтропий. Разделим соотношения (3.33) и (3.36) на maxE
(s)
q и

перейдём к пределу d → ∞. Несложная проверка показывает, что устойчи-

вость в термодинамическом пределе имеет место для значений параметров

1 ≤ q и +1 ≤ s. Принимая q 6= 1 и комбинируя (3.36) и (3.44), получаем

|E(s)
q (ρ) − E

(s)
q (ω)|

maxE
(s)
q

≤ (q − 1) s

1 − d(1−q) s

[
εq

(d − 1)1−q − 1

1 − q
+ hq(ε, 1 − ε)

]

−→
d→∞

s εq + (q − 1) s hq(ε, 1 − ε) . (3.46)

Переписав правую часть (3.46) как s
[
1 − (1 − ε)q

]
≤ sqε в силу (3.29), мы

делаем свойство устойчивости очевидным. Для оставшихся частей диапа-

зонов (3.32) и (3.35) правая часть (3.45) неограниченно возрастает при

d → ∞. В этом случае мы не можем делать выводы о наличии или от-

сутствии устойчивости на основе неравенства (3.45). Здесь необходимо

провести дополнительное рассмотрение.

Обычно неустойчивость демонстрируется построением явного при-

мера. Мы рассмотрим два примера, использованные ранее в работе [30].

Пусть ρ0 и ω0 определены в некотором базисе как

ρ0 = diag
(
1, 0, . . . , 0

)
, ω0 = diag

(
1 − ε,

ε

d − 1
, . . . ,

ε

d − 1

)
. (3.47)

Очевидно, что эти операторы плотности коммутируют и D(ρ0,ω0) = ε.

Далее, для всех q > 0 имеем Tr(ρ
q
0) = 1 и

Tr(ω
q
0) = (1 − ε)q + εq(d − 1)1−q . (3.48)

Заметим, что для состояний (3.47) в неравенстве (3.27) достигается равен-

ство. Покажем, что унифицированная энтропия не является устойчивой в

термодинамическом пределе при 0 < q < 1 и s < 0. В самом деле, здесь

имеем 1 − q > 0 и (1 − q) s < 0, так что Tr(ω
q
0) → ∞ и

|E(s)
q (ρ0) − E

(s)
q (ω0)|

maxE
(s)
q

=

∣∣1 −
[
Tr(ω

q
0)
]s∣∣

1 − d(1−q)s
−→
d→∞

1 . (3.49)

Таким образом, свойство устойчивости явно отсутствует.
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Рассмотрим теперь две матрицы плотности

ρ1 = diag

(
0,

1

d − 1
, . . . ,

1

d − 1

)
, (3.50)

ω1 = diag

(
ε,

1 − ε

d − 1
, . . . ,

1 − ε

d − 1

)
, (3.51)

которые также коммутируют и для которых D(ρ1,ω1) = ε. Здесь мы имеем

Tr(ρ
q
1) = (d − 1)1−q , Tr(ω

q
1) = εq + (1 − ε)q(d − 1)1−q .

Этот пример позволяет нам продемонстрировать нарушение устойчивости

в термодинамическом пределе для значений 1 < q и s < 0. В случае d ≫ 1

справедливы асимптотические выражения

maxE(s)
q ≈ 1

(1 − q) s
d(1−q)s , Tr(ω

q
1) ≈ εq , (3.52)

так как (1 − q) s > 0 и (1 − q) < 0. В силу (3.52) запишем

|E(s)
q (ρ1) − E

(s)
q (ω1)|

maxE
(s)
q

≈ |(d − 1)(1−q)s − εqs|
d(1−q)s

−→
d→∞

1 . (3.53)

Таким образом, унифицированная энтропия не является устойчивой в тер-

модинамическом пределе при 1 < q и s < 0.

Приведённые выше результаты можно резюмировать следующим об-

разом. Для значений параметров, удовлетворяющих условиям 1 ≤ q и

+1 ≤ s, унифицированная энтропия остаётся устойчивой в термодинами-

ческом пределе. Для оставшихся частей из диапазонов (3.32) и (3.35),

устойчивость имеет место только в конечномерном случае. Известно, что

q-энтропия Ре́ньи порядка q 6= 1 устойчива в конечномерном случае, но

утрачивает это свойство в термодинамическом пределе. Сходным образом

ведёт себя унифицированная (q, s)-энтропия для тех частей из диапазонов

(3.32) и (3.35), которые соответствуют отрицательному s. Для всех поло-

жительных q 6= 1 и s < 0 унифицированная (q, s)-энтропия неустойчива в

термодинамическом пределе. Случай q = 1 должен быть отделён, так как

он относится к стандартным энтропиям Шеннона и фон Неймана. С точ-

ки зрения устойчивости унифицированные энтропии имеют желательные

свойства для 1 ≤ q и +1 ≤ s. Хотя унифицированные энтропии не облада-

ют свойством устойчивости для всех принятых значений q и s, диапазон

устойчивости всё же достаточно широк.
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Представляющие наибольший интерес квантовые системы являются,

как правило, комбинированными, т.е. состоящими из двух или более фи-

зических подсистем. Пусть состояние составной системы AB описывается

оператором плотности ρAB на пространстве HAB = HA ⊗HB. Тогда опера-

торы плотности подсистем A и B получаются с помощью операции взятия

частичного следа [4]. А именно, запишем

ρA = TrB(ρAB) , ρB = TrA(ρAB) , (3.54)

где частичный след берётся над пространствами HB и HA соответствен-

но. Во многих случаях мы интересуемся тем, как энтропийные и другие

меры различимости измененяются в результате взятия частичного следа.

За исключением состояний вида ρAB = ρA ⊗ ρB, такой вопрос оказыва-

ется достаточно трудным. Применительно к унифицированным энтропиям

мы хотели бы знать, как энтропия составной системы E
(s)
q (ρAB) связана с

энтропиями подсистем E
(s)
q (ρA) и E

(s)
q (ρB).

В классическом режиме, как известно, энтропия Шеннона субадди-

тивна. Энтропия фон Неймана также субаддитивна (см., например, раздел

11.3.4 книги [4]), что записывается как

H1(ρAB) ≤ H1(ρA) + H1(ρB) . (3.55)

Была высказана гипотеза о субаддитивности энтропии Вигнера–Яназе

[51], но вскоре Хансен представил контрпример [52]. Другой контрпри-

мер сконструирован в работе [53]. Вместе с тем, если состояние системы

из двух подсистем является чистым, то этого достаточно для субаддитив-

ности энтропии Вигнера–Яназе. Другое достаточное условие субаддитив-

ности энтропии Вигнера–Яназе сформулировано в статье [54]. Нетрудно

проверить, что энтропия Шеннона обладает сильной субаддитивностью.

Свойство сильной субаддитивности сохраняется для энтропии фон Нейма-

на, но доказательство этого факта оказывается очень трудным. Существует

несколько подходов, которые опираются на глубокий математический ре-

зультат — теорему Либа о матричных функцииях.

В классическом режиме q-энтропия Цаллиса обладает свойством

сильной субаддитивности для q > 1 [55]. В конечномерном случае кванто-
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вая q-энтропия Цаллиса субаддитивна для q > 1, так что

Hq(ρAB) ≤ Hq(ρA) + Hq(ρB) . (3.56)

Этот результат был предложен как гипотеза в статье [34] и позднее дока-

зан в статье [35]. Оказывается, что доводы работы [35] можно распростра-

нить на квантовые унифицированные энтропии в широком диапазоне из-

менения параметров. Ключевым моментом является одно неравенство для

q-норм Шаттена редуцированных плотностей (3.54), а именно (см. теорему

1 в [35])

‖ρA‖q + ‖ρB‖q ≤ 1 + ‖ρAB‖q . (3.57)

Вследствие этого результата получаем следующее утверждение.

Предложение 18 Для q > 1 и s ≥ q−1, квантовая унифицированная

(q, s)-энтропия субаддитивна, т.е.

E(s)
q (ρAB) ≤ E(s)

q (ρA) + E(s)
q (ρB) . (3.58)

Доказательство. Следуя методу работы [35], мы введём два 2-

мерных вектора

u =

(
‖ρA‖q

‖ρB‖q

)
, v =

(
1

‖ρAB‖q

)
. (3.59)

Рассмотрим нормы Фань Цзы этих векторов. Во-первых, мы имеем

max{‖ρA‖q , ‖ρB‖q} ≤ 1 ,

поскольку q-нормы нормированной матрицы плотности не превосходят 1.

Во-вторых, имеет место формула (3.57). Для каждого k = 1, 2 мы запишем

‖u‖(k) ≤ ‖v‖(k) . (3.60)

Иными словами, вектор u слабо мажорируется вектором v. В силу теоре-

мы Фань Цзы (см., например, теорему IV.2.2 в книге [31]) соотношение

|||u||| ≤ |||v||| справедливо для каждой унитарно инвариантной нормы. В

частности, для всех векторных p-норм имеем

‖u‖p ≤ ‖v‖p .
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Последнее неравенство можно переписать в виде

[
Tr(ρ

q
A)
]p/q

+
[
Tr(ρ

q
B)
]p/q ≤ 1 +

[
Tr(ρ

q
AB)
]p/q

. (3.61)

Полагая s = p/q и используя определение (3.12), мы видим, что равенство

(3.61) равносильно (3.58). Поскольку p ≥ 1, доказательство справедливо

для s ≥ 1/q. �

Таким образом, мы установили субаддитивность квантовой унифици-

рованной энтропии в широком диапазоне значений параметров. А именно,

(q, s)-энтропия полной матрицы плотности меньше, чем сумма энтропий

двух редуцированных плотностей. В этом отношении унифицированные

энтропии опрадывают интуитивное ожидание, что ситуация становится

более неопределённой при наличии только частичной информации. Для

состояний с матрицей плотности типа ρAB = ρA ⊗ ρB аддитивные свойства

были рассмотрены в статье [43]. Там утверждалось, что формула субадди-

тивности (3.58) не имеет места в параметрической области значений

{(q, s) : 1 < q, s < 0} ∪ {(q, s) : 0 < q < 1, 0 < s} . (3.62)

Мы вывели соотношение (3.58) для {(q, s) : 1 < q, q−1 ≤ s}. Хотя картина

субаддитивности не выяснена до конца, вопрос разрешён для наиболее

часто используемых значений параметров. Как и в случае с энтропией

фон Неймана, неравенство субаддитивности (3.58) приводит к неравенству

Араки–Либа [56].

Предложение 19 Для q > 1 и s ≥ q−1, квантовая унифицированная

(q, s)-энтропия удовлетворяет неравенству треугольника

|E(s)
q (ρA) − E(s)

q (ρB)| ≤ E(s)
q (ρAB) . (3.63)

Доказательство. Добавим воображаемую систему C такую, что си-

стема ABC находится в чистом состоянии |ΨABC〉. Этот вектор является

пурификацией данного оператора плотности ρAB, так что [4]

ρAB = TrC
(
|ΨABC〉〈ΨABC |

)
, ρC = TrAB

(
|ΨABC〉〈ΨABC |

)
. (3.64)

Из разложения Шмидта состояния |ΨABC〉 следует, что матрицы плотно-

сти ρAB и ρC имеют одни и те же ненулевые собственные значения (см.,
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например, раздел 2.5 в книге [4]). Поэтому E
(s)
q (ρAB) = E

(s)
q (ρC). Аналогич-

ным образом мы имеем E
(s)
q (ρA) = E

(s)
q (ρBC). Объединяя эти два факта с

соотношением субаддитивности

E(s)
q (ρBC) ≤ E(s)

q (ρC) + E(s)
q (ρB) (3.65)

немедленно даёт неравенство

E(s)
q (ρA) − E(s)

q (ρB) ≤ E(s)
q (ρAB) . (3.66)

Так как рассуждение симметрично по отношению к подсистемам A и B,

справедливо также неравенство

E(s)
q (ρB) − E(s)

q (ρA) ≤ E(s)
q (ρAB) . (3.67)

Ввиду (3.66) и (3.67) неравенство (3.63) доказано. �

Подводя итог, мы видим следующее. Для q > 1 и s ≥ q−1 квантовая

унифицированная энтропия обладает свойствами субаддитивности подобно

энтропии фон Неймана. В частности, имеет место неравенство треуголь-

ника. Эти результаты будут полезны при использовании унифицирован-

ных энтропий для изучения свойств составных систем. Это принципиально

важно, так как операция взятия частичного следа неизбежно присутствует

в протоколах обработки информации на квантовых носителях. Следует об-

ратить внимание на то, что приведённые выше доказательства ограничены

конечномерным случай. Как было указано в [35], некоторые существенные

пункты в доказательстве результата (3.57) не имеют места в случае кон-

тинуальных распределений. В то же время рассмотрение конечномерных

квантовых систем отвечает потребностям квантовой теории информации

[4].

Одно из важнейших с физической точки зрения свойств энтропии

фон Неймана связано с процессом измерения [4]. Обобщённое квантовое

измерение описывается некоторым набором {Mi} измерительных операто-

ров. Пусть ρ — оператор плотности квантовой системы непосредственно

перед измерением. Отдельные члены суммы

∑
i
MiρM

†
i (3.68)

73



соответствуют различным исходам проведённого измерения. Поскольку ве-

роятность получения i-ого исхода равна Tr
(
M

†
iMiρ

)
, операторы измерения

удовлетворяют соотношению [4]

∑
i
M

†
iMi = 111111 . (3.69)

Таким образом, положительные операторы M
†
iMi формируют неортогональ-

ное разложение единицы 111111, или “положительную операторно-значную ме-

ру” (ПОЗМ). Стандартное проективное измерение {Pj} описывается мно-

жеством взаимно ортогональных проекторов, которые образуют ортого-

нальное разложение единицы. Как правило, проективные измерения лег-

че реализовать экспериментально. В результате применения проективного

измерения энтропия фон Неймана не может уменьшиться (см., например,

теорему 11.9 в книге [4]). С другой стороны, обобщённые измерения могут

уменьшать энтропию. Мы рассмотрим этот вопрос в отношении квантовой

унифицированной энтропии. Для заданного проективного измерения {Pj}
результирующий оператор плотности записывается в виде [4]

ρ̃ =
∑

j
PjρPj . (3.70)

В матричном анализе операция такого рода обычно называется “пинчинг”

(см., например, раздел IV.2 в книге [31]). Для заданного ортогонального

разложения единицы {Pj} и произвольного оператора X ∈ L(H) мы введём

его пинчинг в форме

C(X) =
∑

j
Pj XPj . (3.71)

Нас интересует следующий вопрос. Каково соотношение между величина-

ми Tr(ρ̃q) и Tr(ρq)? Если rank(Pj) = 1 для всех j, то ответ записывается

просто как

Tr(ρ̃q)

{
≥, 0 < q < 1

≤, 1 < q

}
Tr(ρq) . (3.72)

Этот результат следует из неравенства Иенсена и того факта, что с выпук-

лой функцией ξ 7→ f (ξ) для любых оператора X ∈ Ls.a.(H) и единичного

вектора |j〉 справедливо

f
(
〈j|X|j〉

)
≤ 〈j|f (X)|j〉 . (3.73)
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Ответ не столь очевиден в случае, когда для некоторых проекторов

rank(Pj) 6= 1. Для q ≥ 1 мы можем напрямую использовать неравенство

пинчинга. Согласно этому неравенству [31], если некоторая норма ||| � |||
унитарно инвариантна, то операция пинчинга не может привести к её воз-

растанию, т.е.

|||C(X)||| ≤ |||X||| . (3.74)

Поскольку q-нормы Шаттена унитарно инвариантны и матрицы плотности

положительны, неравенство (3.74) даёт ‖ρ̃‖q ≤ ‖ρ‖q. Таким образом, для

q ≥ 1 мы пишем

Tr(ρ̃q) ≤ Tr(ρq) . (3.75)

Для 0 < q < 1, интересующие нас величины не выражаются через уни-

тарно инвариантные нормы. Здесь нам потребуются некоторые свойства

операторно выпуклых функций от матриц.

Пусть ξ 7→ f (ξ) — функция вещественной переменной. Такая функ-

ция называется “операторно выпуклой”, если для всех X,Y ∈ Ls.a.(H) и

0 ≤ θ ≤ 1 справедливо неравенство [31]

f
(
θX + (1 − θ)Y

)
≤ θ f (X) + (1 − θ)f (Y) . (3.76)

Операторная вогнутость означает неравенство с противоположным знаком.

При этом предполагается, что собственные значения эрмитовых операторов

лежат в некотором заданном интервале I вещественной оси. Для положи-

тельных полуопределённых операторов берём I = [0;+∞). При 0 < q < 1

мы будем использовать следующее утверждение.

Предложение 20 Пусть I — интервал, содержащий точку 0, и пусть f

— операторно выпуклая на I функция такая, что f (0) ≤ 0. Для любой

матрицы X ∈ Ls.a.(H) со спектром spec(X) ⊂ I мы имеем

Tr
[
f
(
C(X)

)]
≤ Tr

[
f (X)

]
. (3.77)

Доказательство. Различные характеристики операторно выпуклых

функции можно найти в главе V книги [31]. В частности (см. теорему

V.2.3), если предусловия на функцию f выполнены, то для всех проекторов
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P и эрмитовых операторов X со спектром в I мы имеем

f
(
PXP

)
≤ P f (X)P . (3.78)

Так как операторы Pj XPj имеют взаимно ортогональные носители, спра-

ведливо

f
(
C(X)

)
=
∑

j
f
(
Pj XPj

)
≤
∑

j
Pj f (X)Pj . (3.79)

Поскольку след любого положительного оператора также положителен, то

окончательно записываем

Tr
[
f
(
C(X)

)]
≤ Tr

[∑
j
Pj f (X)

]
= Tr

[
f (X)

]
. (3.80)

Здесь мы использовали линейность и инвариантность следа относитель-

но циклических перестановок, а также P2
j = Pj и соотношение полноты

∑
j Pj = 111111. �

Теперь вспомним два результата из матричного анализа. Функция

ξ 7→ ξq является операторно вогнутой на L+(H) для 0 ≤ q ≤ 1 и опера-

торно выпуклой на L+(H) для 1 ≤ q ≤ 2. Данные утверждения доказаны

соответственно как теорема 4.2.3 и теорема 1.5.8 в [57]. Объединяя эти

факты с Предложением 20, получим

Tr(ρ̃q) ≥ Tr(ρq) (3.81)

для 0 < q < 1, а также неравенство (3.75) для 1 < q ≤ 2. Свойство неубы-

вания квантовой унифицированной энтропии под действием проективного

преобразования формулируется следующим образом.

Предложение 21 Пусть {Pj} — ортогональное разложение единицы, и

пусть оператор плотности ρ̃ определяется формулой (3.70). Для q > 0

и всех действительных s мы имеем

E(s)
q (ρ̃) ≥ E(s)

q (ρ) . (3.82)

Доказательство. Далее мы считаем, что q 6= 1, так как случай эн-

тропии фон Неймана хорошо известен. Функция z 7→ zs/s монотонно воз-

растает при s 6= 0. Объединяя это с неравенствами (3.75) и (3.81), находим

1

s

[
Tr(ρ̃q)

]s
{

≥, 0 < q < 1

≤, 1 < q

}
1

s

[
Tr(ρq)

]s
. (3.83)
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Так как фактор (1− q)−1 положителен при q < 1 и отрицателен для q > 1,

соотношение (3.83) даёт

1

(1 − q) s

[
Tr(ρ̃ q)

]s ≥ 1

(1 − q) s

[
Tr(ρq)

]s
. (3.84)

Согласно определению (3.12), неравенство (3.84) приводит к (3.82) для

q > 0 и всех s 6= 0. Когда s = 0, мы имеем дело с квантовой энтропией

Ре́ньи и переписываем соотношения (3.83) и (3.84) с функцией z 7→ ln z,

которая также возрастает. Повторяя изложенные выше шаги, доказываем

неравенство (3.82) для энтропии Ре́ньи (3.8). �

Таким образом, мы доказали неубывание квантовой унифицирован-

ной энтропии (3.12) под действием произвольных проективных измерений

для всех рассмотренных значений параметров. С другой стороны, легко

видеть, что обобщённые измерения могут уменьшать квантовые унифици-

рованные энтропии. Для энтропии фон Неймана одиночного кубита пример

указан в упражнении 11.15 книги [4]. Это измерение таково, что

ρ̃00 = ρ00 + ρ11 , ρ̃11 = 0 .

Если состояние ρ не является чистым и диагонализуется в измерительном

базисе, то

Tr(ρ̃q) = ρ̃
q
00

{
<, 0 < q < 1

>, 1 < q

}
Tr(ρq) = ρ

q
00 + ρ

q
11 , (3.85)

откуда E
(s)
q (ρ̃) < E

(s)
q (ρ). Для q > 0 и всех вещественных s квантовая уни-

фицированная (q, s)-энтропия может быть уменьшена в результате приме-

нения обобщённого измерения. В этом отношении унифицированные эн-

тропии аналогичны энтропии фон Неймана.

Мы обсудили те свойства унифицированных энтропий, которые име-

ют первостепенное значение в физических приложениях. Унифицирован-

ные энтропии образуют класс двухпараметрических расширений энтро-

пии Шеннона и энтропии фон Неймана. Неудивительно, что характерные

свойства энропийных функций зависят от параметров. Сопутствующие ма-

тематические вопросы также представляют интерес и сами по себе, без-

относительно к физическим приложениям. Получены некоторые оценки
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в терминах ансамблей квантовых состояний. Для значений параметров в

некотором диапазоне получены неравенства типа Фанне. Отсюда следует,

что унифицированные энтропии устойчивы в конечномерном случае. Рас-

сматривая термодинамический предел, мы определили диапазоны парамет-

ров, соответствующие как свойству устойчивости, так и его нарушению.

Субаддитивность и неравенство треугольника справедливы в широком диа-

пазоне значений энтропийных параметров. Доказано, что все унифициро-

ванные энтропии не убывают в результате выполнения поективных изме-

рений. Резюмируя, мы видим, что для значений q ≥ 1 и s ≥ 1 квантовая

унифицированная (q, s)-энтропия обладает практически всеми желаемыми

свойствами. Напротив, отрицательные значения параметра s приводят к

нарушению устойчивости, по крайней мере в термодинамическом пределе.

Представленные выше результаты дополняют имеющиеся представления

об основных свойствах унифицированных энтропий.
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Глава 4

Неравенства типа Пинскера и Фанне

для квантовой относительной

энтропии Цаллиса

В этой главе представлены новые оценки типа Пинскера и Фанне

на относительную энтропию Цаллиса [58, 59]. Физические системы с

дальним взаимодействием, памятью или фрактальными структурами вряд

ли допустимо рассматривать в рамках традиционного формализма стати-

стической физики. Энтропии Цаллиса часто предлагаются как адекват-

ная основа для описания подобных систем, по крайней мере в окрест-

ности состояний равновесия [60]. Стационарные состояния таких систем

представляются однопараметрическими расширениями степенного закона

Ципфа–Мандельброта. Обобщённые энтропии также нашли применение

в качестве альтернативных квантификаторов информационного содержа-

ния вероятностных векторов или матриц плотности. В частности, энтро-

пии Ре́ньи и Цаллиса можно использовать для формулировки соотношений

неопределённостей для неортогональных разложений единицы или суперо-

ператоров. Изучение обобщённых функционалов позволяет глубже понять

свойства и области релевантности стандартных энтропий Шеннона и фон

Неймана. Сильная субаддитивность энтропии фон Неймана связана с гипо-

тезой Вигнера–Яназе–Дайсона [61, 62] касательно ряда таких обобщений.

Концепция относительной энтропии, известная также как диверген-

ция Кульбака–Лейблера [63], обеспечивает чрезвычайно ёмкую и плодо-
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творную меру статистической различимости. Дальнейшим развитием кон-

цепции стали f -дивергенция Чизара [64, 65] и квази-энтропии Петца

[13, 66]. Они обобщают меру Кульбака–Лейблера в классическом и кван-

товом случаях, соответственно. В обоих случаях свойства относительной

энтропии являются предметом активных исследований. Итак, расширение

обычной трактовки стандартных энтропийных функций на обобщённые

либо установление невозможности такой интерпретации остаётся доста-

точно важным вопросом. Нижние оценки типа Пинскера для классической

f -дивергенции были получены в работе [67] в неявном функциональном

виде. Автор статьи [68] дал явные аналитические выражения для оценок

на классические f -дивергенции, включая случай относительной энтропии

Цаллиса.

Полученные далее нижние и верхние ограничения на относитель-

ную энтропию Цаллиса выражаются в терминах следовой метрики между

двумя распределениями вероятностей или операторами плотности в конеч-

номерном пространстве. Некоторые из результатов следуют из монотонно-

сти квантовой f -дивергенции. Семейство нижних границ на относитель-

ную энтропию Цаллиса для α ∈ (0, 1) фактически даёт однопараметри-

ческое расширение известного неравенства Пинскера. Рассмотрен также

случай относительной энтропии Ре́ньи. Верхние оценки на относительную

α-энтропию Цаллиса двух вероятностных распределений формулируются

в терминах минимальной вероятности второго из аргументов. Верхние гра-

ницы типа Фано для оценки условной энтропии Цаллиса получены для

всех α > 0. Показано также, что эти границы приводят к обобщённым

неравенствам типа Фанне.

В классическом режиме мы рассматриваем вероятностные векторы,

следовая метрика между которыми определяется формулой (1.10). Рассмот-

рим также пространство L(H) линейных операторов на конечномерном

гильбертовом пространстве H. Через L+(H) мы обозначим множество по-

ложительно полуопределённых операторов. Для любого оператора X опре-

делим |X| ∈ L+(H) как единственный положительный квадратный корень

из X†X ≥ 000. Следовая метрика между операторами определяется формулой

80



(1.9). Для каждого оператора X ∈ L(H) введём два соответствующих под-

пространства пространства H, а именно его ядро ker(X) и образ ran(X).

Собственные значения оператора X формируют спектр spec(X).

Для положительного α 6= 1 мы вводим α-энтропию Цаллиса [32]

вероятностного вектора P = {p(x)} по формуле

Hα(P) :=
1

1 − α

(
∑

x∈Ω
p(x)α − 1

)
= −

∑

x∈Ω
p(x)α lnα

(
p(x)

)
. (4.1)

Множество Ω конечной мощности N даёт возможные значения метки x.

Максимальное значение lnα(N) достигается для униформного распределе-

ния такого, что p(x) = 1/N для всех x ∈ Ω. Энтропия Шеннона

H1(P) = −
∑

x∈Ω
p(x) ln p(x)

получается в пределе α → 1. Через hα(u) мы обозначим бинарную α-

энтропию, т.е.

hα(u) := − uα lnα(u) − (1 − u)α lnα(1 − u) , (4.2)

где u ∈ [0; 1]. Эта функция вогнута, а также hα(u) = hα(1 − u). Другое

семейство однопараметрических энтропий образуют энтропии Ре́ньи (см.

обзоры [65, 66] и указанные там ссылки). Для 0 < α 6= 1, α-энтропия

Ре́ньи определяется выражением

Rα(P) :=
1

1 − α
ln

(
∑

x∈Ω
p(x)α

)
. (4.3)

Определения (4.1) и (4.3) дают (1 − α)Rα(P) = ln
[
1 + (1 − α)Hα(P)

]
.

Для матрицы плотности ρ с единичным следом Tr(ρ) = 1 квантовые

варианты рассмотренных выше энтропий имеют вид

Hα(ρ) :=
Tr(ρα) − 1

1 − α
, (4.4)

Rα(ρ) :=
ln
[
Tr(ρα)

]

1 − α
. (4.5)

Аддитивные свойства квантовых энтропий интересны во многих отноше-

ниях. Субаддитивность квантовой энтропии Цаллиса (4.4) для α > 1 была
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высказана в качестве гипотезы в статье [34] и позже доказана в статье

[35]. Как мы видели в Главе 3, этот результат можно распространить на

некоторые из унифицированных энтропий. В течение некоторого време-

ни считалось, что свойство субаддитивности выполняется для энтропии

Вигнера–Яназе, пока справедливость этого утверждения не опровергли

контрпримеры [52, 53]. Вместе с тем, если состояние системы из двух под-

систем чистое, то энтропия Вигнера–Яназе действительно субаддитивна.

Другие достаточные условия субаддитивности энтропии Вигнера–Яназе

были получены в [54].

Для вероятностных распределений P = {p(x)} to Q = {q(x)} стан-

дартная относительная энтропия задаётся выражением [65]

H1(P||Q) = −
∑

x∈Ω
p(x) ln

(
q(x)

p(x)

)
. (4.6)

Для матриц плотности ρ и σ квантовая относительная энтропия опреде-

ляется по формуле [4]

H1(ρ||σ) :=





Tr(ρ lnρ− ρ lnσ) , если ran(ρ) ⊆ ran(σ) ,

+∞ , иначе .
(4.7)

Заметим, что для A ∈ L+(H) подпространство ran(A) формируется соб-

ственными векторами A, отвечающими строго положительным собствен-

ным значениям. Вместо условия ran(ρ) ⊆ ran(σ) можно было бы исполь-

зовать ker(σ) ⊆ ker(ρ) [69].

В классическом режиме относительная α-энтропия Цаллиса опреде-

ляется выражением [70]

Hα(P||Q) := −
∑

x∈Ω
p(x) lnα

(
q(x)

p(x)

)
=

1

1 − α

(
1 −

∑

x∈Ω
p(x)αq(x)1−α

)
. (4.8)

Основные свойства этого энтропийного функционала рассмотрены в ста-

тьях [70, 71]. Относительная α-энтропия Ре́ньи записывается в виде [65]

Rα(P||Q) :=
−1

1 − α
ln

(
∑

x∈Ω
p(x)αq(x)1−α

)
. (4.9)

Автор работы [68] получил неравенства типа Пинскера для относительных

энтропий Цаллиса и Ре́ньи. Отметим, что относительная энтропия запи-

сана там аналогично (4.8), но со знаменателем α(1 − α) вместо (1 − α).
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Прежде всего распространим определение (4.8) на произвольные по-

ложительные функции A = {a(x)} и B = {b(x)} на конечном множестве

Ω. Для заданного A = {a(x)} мы введём ΩA = {x : a(x) 6= 0} ⊆ Ω. Для

α > 1определим относительную α-энтропию A = {a(x)} по отношению к

B = {b(x)} формулой

Hα(A||B) :=





1
α−1

(∑
x∈ΩA

a(x)αb(x)1−α −∑x∈ΩA
a(x)

)
, если ΩA ⊆ ΩB ,

+∞ , иначе .

(4.10)

Опуская вторую строку в правой части (4.10), мы получаем определение

для 0 < α < 1. Для произвольного положительного скаляра λ имеем

Hα(λA||λB) = λHα(A||B) , (4.11)

так что величина (4.10) является однородной функцией степени 1. Это

свойство будет использоваться в дальнейшем при выводе неравенств типа

Фанне.

Для α ∈ (0; 1) и матриц плотности ρ и σ мы определим квантовую

относительную α-энтропию выражением

Hα(ρ||σ) :=
1 − Tr

(
ρασ1−α)

1 − α
. (4.12)

Если α > 1, то правая часть (4.12) является хорошо определённой в слу-

чае ran(ρ) ⊆ ran(σ). В сингулярном случае, когда ran(ρ) 6⊆ ran(σ), правая

часть (4.12) трактуется аналогично стандартной относительной энтропии

(4.7). А именно, относительная энтропия принимается равной +∞. Рас-

пространяя (4.9) на квантовый случай, для 0 < α 6= 1 запишем

Rα(ρ||σ) :=
−1

1 − α
ln
[
Tr(ρασ1−α)

]
. (4.13)

Эти относительные энтропии связаны формулой

(α− 1)Rα(ρ||σ) = ln
[
1 + (α− 1)Hα(ρ||σ)

]
, (4.14)

которая очевидна и в классическом режиме. Для α > 1 и A,B ∈ L+(H)

введём величину

Hα(A||B) :=





1
α−1

[
Tr(AαB1−α) − Tr(A)

]
, если ran(A) ⊆ ran(B) ,

+∞ , иначе .
(4.15)
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Свойство однородности (4.11) имеет мемто и для квантовой энтропии.

Настало время обсудить один результат, который будет использо-

ваться для получения квантовых оценок типа Пинскера. Относительная

энтропия Цаллиса (4.8) тесно связана с f -дивергенцией Чизара [64]. Пусть

z 7→ f (z) — выпуклая функция на z ∈ [0; +∞) такая, что f (1) = 0. Тогда

f -дивергенция P = {p(x)} по отношению к Q = {q(x)} определяется как

[64, 65]

Sf (P||Q) :=
∑

x∈Ω
q(x) f

(
p(x)

q(x)

)
. (4.16)

Если мы примем fα(z) =
(
zα − z

)
/(α− 1) с положительным α 6= 1, то фор-

мула (4.16) приводит к (4.8). Стандартный случай получаем с помощью

функции f (z) = z ln z. Определение (4.16) обычно может быть использова-

но безотносительно к условию нормировки.

В дальнейшем принимается соглашение о том, что степени положи-

тельно полуопределённого оператора берутся только на его носителе. Та-

ким образом, A−1 и A0 соответственно означают обобщённые обратный и

проекционный операторы на ran(A). Квантовый аналог f -дивергенции Чи-

зара вводится следующим образом [61]. Для оператора A ∈ L+(H) введём

операции ΛA и ΥA, которые обозначают левое и правое умножения на A,

соответственно. А именно, для всех X ∈ L(H) положим

ΛA : X 7→ AX , ΥA : X 7→ XA . (4.17)

Операции левого и правого умножения коммутируют друг с другом, по-

этому для A,B ∈ L+(H) мы имеем

ΛAΥB = ΥBΛA . (4.18)

Пусть функция z 7→ f (z) непрерывна на z ∈ [0; +∞). Рассмотрим множе-

ство

{ab−1 : a ∈ spec(A), b ∈ spec(B)} , (4.19)

а также спектральные разложения

A =
∑

a∈spec(A)

aPa , B =
∑

b∈spec(B)

b Qb . (4.20)
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Теперь мы можем записать [61]

f (ΛAΥB−1) :=
∑

a∈spec(A)

∑

b∈spec(B)

f (ab−1)ΛPaΥQb . (4.21)

Если ran(A) ⊂ ran(B), то f -дивергенция A по отношению к B определяется

формулой [61]

Sf (A||B) :=
〈
B1/2, f (ΛAΥB−1)B1/2

〉
HS

. (4.22)

Напомним, что 111111 обозначает единичный оператор. В общем случае, кван-

товая f -дивергенция записывается как

Sf (A||B) := lim
εց0

Sf (A||B + ε111111) . (4.23)

Основные свойства величины (4.22) обсуждаются в статье [61]. Если взять

функцию fα(z) =
(
zα − z

)
/(α− 1), то определение (4.22) в конечном счёте

приводит к относительной энтропии Цаллиса (4.15). Одним из наиболее

важных свойств стандартной относительной энтропии является её моно-

тонность под действием вполне положительных сохраняющих след отоб-

ражений [72]. В общем, роль стохастических отображений в квантовой

теории обсуждается в статье [73]. Многие фундаментальные результаты

квантовой теории информации тесно связаны с монотонностью стандарт-

ной относительной энтропии [4, 62, 74]. Общие условия, при которых кван-

товая f -дивергенция обладает свойством монотонности, сформулированы в

работе [61]. Если отображение Φ является вполне положительным отобра-

жением и функция f является операторно выпуклой на [0;+∞), то

Sf
(
Φ(A)||Φ(B)

)
≤ Sf (A||B) . (4.24)

Заметим, что в работе [61] неравенство (4.24) было установлено при бо-

лее слабых условиях, наложенных на отображения. Здесь эти условия об-

суждаться не будут. Из монотонности (4.24) можно получить простую

нижнюю границу на квантовую f -дивергенцию, причём граница эта вы-

ражается в терминах соответствующей классической дивергенции. Пусть

Π ∈ L+(H) — проекционный оператор. Известно, что линейное отображе-

ние

X 7→ {Tr(ΠX), Tr[(111111 − Π)X]} (4.25)
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сохраняет след и является вполне положительным. Сочетая эти факты с

монотонностью (4.24), мы приходим к следующему выводу.

Предложение 22 Рассмотрим два положительных оператора A,B ∈
L+(H). Через Π± ∈ L+(H) обозначим проекционные операторы на соб-

ственные подпространства, отвечающие положительным и отрица-

тельным собственным значениям разности (A − B), соответственно.

Проекторы удовлетворяют условию Π+ +Π− = 11. Если функция f явля-

ется операторно выпуклой, то

Sf (A||B) ≥ Sf
(
{u′

±}||{v′±}
)

, (4.26)

где u′
± = Tr(Π±A) и v′± = Tr(Π±B).

Функция z 7→ zα является операторно вогнутой на [0;+∞) для

0 ≤ α ≤ 1 и операторно выпуклой на [0;+∞) для 1 ≤ α ≤ 2 (см., соот-

ветственно, теоремы 4.2.3 и 1.5.8 в книге [57]). Таким образом, функция

fα(z) =
(
zα − z

)
/(α − 1) является операторно выпуклый для α ∈ [0; 2] и

α 6= 1. Объединив этот факт с неравенством (4.26), мы имеем

Sα(A||B) ≥ Hα

(
{u′

±}||{v′±}
)

. (4.27)

С точностью до обозначений, результат (4.27) с матрицами плотности был

представлен в работе [46]. Здесь мы распространили его на произвольные

положительные операторы. В следующем разделе будут использоваться со-

отношение (4.27) и неравенство

‖A − B‖1 = |u′
+ − v′+| + |u′

− − v′−| (4.28)

Это позволит нам оценить правую часть (4.26) снизу в терминах следовой

метрики, равной половине ‖A − B‖1.

Изучение связей между мерами различимости квантовых состояний

составляет важное направление в квантовой теории информации. Неравен-

ство Пинскера [64] и его квантовый аналог, выраженный как [75]

H1(ρ||σ) ≥ 2D(ρ,σ)2 , (4.29)

являются хорошо известными результатами такого рода. Нижние и верх-

ние границы на относительную энтропию (4.7) были даны в работе [48].
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Верхние границы из статей [48, 76] напоминают оригинальное неравенство

Фанне [29]. Авторы работы [77] показали, что

Hα(ρ||σ) ≤ H1(ρ||σ) ≤ Hβ(ρ||σ) , (4.30)

где 0 ≤ α < 1 и 1 < β ≤ 2. Итак, для 1 < β ≤ 2 относительная эн-

тропия Hβ(ρ||σ) ограничена снизу правой частью уравнения (4.29). Более

детальные нижние оценки на относительную энтропию (4.7) представле-

ны в статье [48]. Ввиду (4.30) все эти нижние оценки справедливы для

Hβ(ρ||σ) со значениями параметра 1 < β ≤ 2.

Пусть Π+ — оператор проецирования на пространство, соответству-

ющее положительным собственным значениям разности (ρ− σ). Для нор-

мированных операторов плотности неравенство (4.27) вместе с определе-

ниями (4.8) и (4.12) приводит к результату

Hα(ρ||σ) ≥ Hα

(
{u, 1 − u}||{v, 1 − v}

)
, (4.31)

где мы приняли для удобства u = Tr(Π+ρ) и v = Tr(Π+σ). Обозначая

t = |u − v|, мы также имеем ‖ρ − σ‖1 = 2t и D(ρ,σ) = t. В статье [46]

было доказано неравенство

√
uv +

√
(1 − u)(1 − v) ≤

√
1 − t2 , (4.32)

подразумевающее u, v ∈ [0; 1] и |u− v| ≤ t. Действительно, при v ≤ u име-

ем u = v+t. Вспомним также понятие степенного среднего положительных

чисел x и y для вещественного a, которое равно [78]

Ma(x, y) :=

(
xa + ya

2

)1/a

. (4.33)

Одним из принципиальных результатов является тот факт, что a < b влечёт

Ma(x, y) ≤ Mb(x, y). Полагая a = 1/2, b = 1, x = uv и y = (1 − u)(1 − v),

мы запишем
(√

uv +
√

(1 − u)(1 − v)
)2

= 4M1/2(x, y)

≤ 4M1(x, y) = 2
(
uv + (1 − u)(1 − v)

)
. (4.34)

Подстановка u = v + t даёт функцию

2
(
1 − t − 2v + 2tv + 2v2

)
= 4

(
1 − t

2
+ (t − 1)v + v2

)
. (4.35)
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Дифференцируя правую часть (4.35) по v и приравнивая её к нулю, на-

ходим v = (1 − t)/2, откуда u = (1 + t)/2. В этом случае правая часть

(4.34) равна 4uv = 1 − t2. Тем самым неравенство (4.32) доказано. Далее,

легко видеть, что при v = (1 − t)/2 и u = (1 + t)/2 данное неравенство

насыщается.

Используя (4.32), мы запишем неравенство

H1/2

(
{u, 1 − u}||{v, 1 − v}

)
≥ 2

(
1 −

√
1 − t2

)
, (4.36)

которое в силу (4.31) приводит к соотношению

H1/2(ρ||σ) ≥ D(ρ,σ)2 . (4.37)

Здесь было использовано очевидное неравенство 2
(
1 −

√
1 − t2

)
≥ t2. За-

метим, что результат (4.32) является в действительности частным случаем

неравенства

D(ρ,σ) ≤
√

1 − F(ρ,σ)2 , (4.38)

где точность воспроизведения F(ρ,σ) определяется формулой (1.69). Соот-

ношение (4.38) было доказано в известной работе [24]. Используя (4.32),

мы получаем следующее утверждение.

Предложение 23 Пусть u, v ∈ [0; 1] и g(t) = 1−
√

1 − t2. Если выполнено

α ∈ [0; 1/2] и t = |u − v|, то мы имеем

uαv1−α + (1 − u)α(1 − v)1−α ≤ 1 − 2α g(t) . (4.39)

Доказательство. Рассматривая u и v как фиксированные параметры,

мы определим функцию переменной α, равную

Ψuv(α) = uαv1−α + (1 − u)α(1 − v)1−α + 2α g(t) − 1 . (4.40)

Утверждение (4.39) эквивалентно неравенству Ψuv(α) ≤ 0 для всех α ∈
[0; 1/2]. Во-первых, мы замечаем очевидное неравенство Ψuv(0) ≤ 0. Во-

вторых, мы имеем Ψuv(1/2) ≤ 0 в силу (4.32). В-третьих, величина Ψuv(α)

является выпуклой функцией α. Действительно, для u, v 6= 0, 1 мы полу-

чаем

∂2Ψuv

∂α2
= uαv1−α

[
ln

(
u

v

)]2

+ (1 − u)α(1 − v)1−α
[
ln

(
1 − u

1 − v

)]2

≥ 0 . (4.41)
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Если выпуклая функция принимает неположительные значения на краях

некоторого интервала, то она неположительна во всех точках этого интер-

вала. �

Объединяя утверждение Предложения 23 с (4.27), мы получаем ниж-

нюю границу типа Пинскера на относительную α-энтропию Цаллиса для

значений параметра α ∈ (0; 1). Сформулируем эту границу для двух поло-

жительно полуопределённых операторов с равными следами.

Предложение 24 Пусть A,B ∈ L+(H), Tr(A) = Tr(B) = θ, D(A,B) = τ, и

g(t) = 1 −
√

1 − t2. Для всех α ∈ (0; 1) справедливо неравенство

Hα(A||B) ≥ κα θ g
(
τ/θ
)

, (4.42)

где фактор

κα :=





2α
1−α , для 0 < α ≤ 1/2 ,

2 , для 1/2 ≤ α < 1 .
(4.43)

Доказательство. Используя обозначения Предложения 22, запишем

u′
+ + u′

− = v′+ + v′− = θ и ‖A − B‖1 = 2|u′
+ − v′+|, откуда τ = |u′

+ − v′+|. Из

(4.10) и (4.27) следует, что

(1 − α)Hα(A||B) ≥ (1 − α)Hα

(
{u′

±}||{v′±}
)

= θ
[
1 − uαv1−α − (1 − u)α(1 − v)1−α

]
, (4.44)

где u = u′
+/θ, v = v′+/θ, и |u − v| = τ/θ. В силу (4.39) мы видим, что

для 0 < α ≤ 1/2 правая часть (4.44) не меньше, чем 2α θ g(τ/θ). Отсюда

вытекает результат (4.42) с κα = 2α/(1 − α). Для 1/2 ≤ α < 1 положим

β = 1 − α и запишем

βHα(ρ||σ) ≥ θ
[
1 − u1−βvβ − (1 − u)1−β(1 − v)β

]
≥ 2β θ g(τ/θ) . (4.45)

Из последнего неравенства следует результат (4.42) с κα = 2. �

Для вероятностных распределений нижняя граница (4.42) выражает-

ся аналогично, но с классической следовой метрикой τ = D(P, Q). Разлагая

функцию g(τ/θ) в степенной ряд, мы получаем семейство нижних границ

типа Пинскера. А именно, запишем

Hα(A||B) ≥ κα

∞∑

n=1

(
1/2

n

)
(−1)n+1 τ2n

θ2n−1
, (4.46)
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включая Hα(A||B) ≥ (2θ)−1
κατ

2. Входящий в (4.46) коэффициент
(

1/2

n

)
(−1)n+1 =

(2n − 3)!!

n! 2n

положителен для всех n. Итак, любая частичная сумма ряда (4.46) обеспе-

чивает вариант нижней границы типа Пинскера. В целом, это семейство не

обеспечивает обобщения неравенства Пинскера с наилучшими константа-

ми при степенях следовой метрики. Для стандартной относительной энтро-

пии H1(P||Q) нахождение наилучших констант довольно долго было пред-

метом исследований (см. работу [79] и указанные там ссылки).

Используя функцию f (z) =
(
zα − z

)/(
α(α − 1)

)
, автор статьи [68]

получил оценку типа Пинскера на f -дивергенцию (4.16) для α ∈ [−1; 2] и

α 6= 0, 1. Если α ∈ [0; 2], то результаты [68] можно напрямую комбиниро-

вать с (4.26), поскольку для таких значений параметра квантовая относи-

тельная α-энтропия обладает свойством монотонности. В наших обозначе-

ниях относительной энтропии Цаллиса неравенство работы [68] даёт

Hα(ρ||σ) ≥ 2ατ2 +
2

9
α(α + 1)(2 − α)τ4 , (4.47)

где τ = D(ρ,σ) обозначает следовую метрику между нормированными мат-

рицами плотности. Следует подчеркнуть, что неравенство (4.42) лучше в

некоторой совместной области значений следовой метрики и параметра α,

близкого к 1/2. Например, для α = 1/2 нижняя граница (4.42) сильнее

для всех τ 6= 0. В этом случае из (4.46) мы получаем

H1/2(ρ||σ) ≥ τ2 +
1

4
τ4 +

∞∑

n=3

(
1/2

n

)
(−1)n+1 τ2n , (4.48)

тогда как граница (4.47) включает только первые два из слагаемых, вхо-

дящих в правую часть (4.48).

Для α ∈ (0; 1) мы комбинируем (4.14) с (4.42), в результате чего

получаем

Rα(ρ||σ) ≥ 1

α− 1
ln
[
1 − (1 − α)κα g(τ)

]
≥ κα g(τ) , (4.49)

где τ = D(ρ,σ). Действительно, функция x 7→ (α − 1)−1 ln
[
1 − (1 − α) x

]

возрастает с ростом x ∈
[
0; 1

1−α
)
, причём − ln(1 − ξ) ≥ ξ для ξ ∈ [0; 1).

90



Неравенство (4.49) можно рассматривать как оценку типа Пинскера на от-

носительную энтропию Ре́ньи для α ∈ (0; 1). Таким образом, мы имеем

семейство нижних границ в терминах следовой метрики на обе относи-

тельные энтропии (4.12) и (4.13).

Одной из основных особенностей стандартной относительной энтро-

пии является её неограниченность. Относительная α-энтропия обладает

тем же свойством для α > 1. Поэтому мы можем задать вопрос о пове-

дении Hα(P||Q) в случае, когда минимальная вероятность в распределении

Q стремится к нулю. Конечно, в квантовом режиме вопрос сложнее для

разрешения ввиду некоммутативности операторов. Для стандартной отно-

сительной энтропии верхние границы такого типа были представлены в

книге [80], и, в более детальной форме, в статьях [48, 76]. Для квантовой

относительной α-энтропии порядка α > 1 верхние оценки в терминах ми-

нимального собственного значения его второго аргумента были получены

в [58]. Оказывается, что в коммутативном случае эти границы могут быть

значительно улучшены. Наш вывод будет основан на свойстве совмест-

ной выпуклости. А именно, для каждого положительного α 6= 1 величина

(4.10) удовлетворяет неравенству

Hα

(
θ A′ + (1− θ)A′′||θ B′ + (1− θ)B′′

)
≤ θHα(A

′||B′) + (1− θ)Hα(A
′′||B′′) (4.50)

для всех 0 ≤ θ ≤ 1. Это соотношение вытекает из обобщения неравенства

для логарифма суммы на α-логарифмы (см. формулу (16) в статье [70]).

Свойства (4.11) и (4.50) приводят к следующему утверждению.

Предложение 25 Пусть A, B, C — три набора положительных чисел,

и пусть A, B, C — три положительно полуопределённых оператора;

тогда имеем

Hα(A + C||B + C) ≤ Hα(A||B) (0 ≤ α < ∞) , (4.51)

Hα(A + C||B + C) ≤ Hα(A||B) (0 ≤ α ≤ 2) . (4.52)

Доказательство. Комбинируя (4.11) и (4.50), мы немедленно пишем

Hα(A + C||B + C) = 2Hα

(
(A + C)/2||(B + C)/2

)

≤ Hα(A||B) + Hα(C||C) = Hα(A||B) , (4.53)
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поскольку Hα(C||C) = 0. Тем самым (4.51) доказано. Квантовая относи-

тельная энтропия (4.15) также обладает свойствами однородности степени

один и совместной выпуклости, но последнее свойство работает только для

0 ≤ α ≤ 2 (см., например, обзор [62]). Переписывая приведённые выше ар-

гументы с квантовой относительной α-энтропией вместо классической, мы

получаем результат (4.52). �

Для стандартной относительной энтропии (4.7) соотношение (4.52)

было доказано в [48]. Неравенство (4.51) можно использовать для полу-

чения верхней оценки на Hα(P||Q) в терминах следовой метрики D(P, Q) и

минимальной вероятности

q0 := min{qj : j ∈ ΩP} . (4.54)

Здесь мы считаем, что любая сумма в формуле для Hα(P||Q) эффективно

берётся над подмножеством индексов ΩP, для которых pj 6= 0. Вводя набор

∆ = P − Q с элементами δj = pj − qj, мы добавляем другой набор Q̄ с

положительными элементами

q̄j := max{q0,−δj} . (4.55)

Комбинируя равенство Q = Q̄ + (Q − Q̄) со свойством (4.51) при C = Q − Q̄,

получаем

Hα(P||Q) = Hα

(
∆ + Q̄ + (Q− Q̄)||Q̄ + (Q− Q̄)

)
≤ Hα(∆ + Q̄||Q̄) . (4.56)

Использование (4.51) правомерно здесь в силу положительности как

∆ + Q̄, так и Q − Q̄. Действительно, мы имеем δj + max{q0,−δj} ≥ 0 и

qj − max{q0, qj − pj} ≥ 0 благодаря (4.54). Максимизация (4.56) долж-

на проводиться при условиях
∑

j δj = 0 и
∑

j |δj| = 2D(P, Q). Мы сфор-

мулируем верхние границы по отдельности для случаев D(P, Q) ≤ q0 и

q0 < D(P, Q) ≤ 1 − q0.

Предложение 26 Пусть вероятность q0 определена равенством (4.54),

ΩP ⊆ ΩQ и τ = D(P, Q). Для α > 1 относительная α-энтропия Цаллиса
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ограничена сверху согласно неравенствам

Hα(P||Q) ≤
(q0 + τ)αq1−α

0 + (q0 − τ)αq1−α
0 − 2q0

α− 1

(
τ ≤ q0

)
, (4.57)

Hα(P||Q) ≤
(q0 + τ)αq1−α

0 − (q0 + τ)

α− 1

(
q0 < τ ≤ 1 − q0

)
. (4.58)

Доказательство. Удобно ввести три подмножества множества ΩP, а

именно

ωx :=
{
j : j ∈ ΩP, 0 < δj

}
, (4.59)

ωy :=
{
j : j ∈ ΩP, −q0 ≤ δj < 0

}
, (4.60)

ωz :=
{
j : j ∈ ΩP, δj < −q0

}
, (4.61)

так что ωx ∪ ωy ∪ ωz = ΩP. Число элементов в ΩP обозначим через n. Мы

также введём n-мерные векторы X, Y, Z с положительными элементами,

определёнными формулами

xi :=




δi , если i ∈ ωx ,

0 , иначе ,
(4.62)

yj :=




−δj , если j ∈ ωy ,

0 , иначе ,
(4.63)

zk :=




−δk , если k ∈ ωz ,

0 , иначе .
(4.64)

Отсюда имеем ∆ = X− Y− Z. В силу (4.55) можно записать

q̄j =





q0 , для j ∈ ωx ∪ ωy ,

zj , для j ∈ ωz .
(4.65)

Начнём с случая τ ≤ q0. В силу |δj| ≤ τ здесь мы имеем ωz = ∅. Пред-

положим, что все числа δj отличны от нуля, тогда ΩP = ωx ∪ ωy. Условия
∑

j δj = 0 и
∑

j |δj| = 2τ принимают вид

∑
i∈ωx

xi =
∑

j∈ωy
yj = τ . (4.66)
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В терминах переменных xi и yj правая часть (4.56) переписывается как

функция

F(X, Y) =
1

α− 1


∑

i∈ωx

(q0 + xi)
αq1−α

0 +
∑

j∈ωy

(q0 − yj)
αq1−α

0 − nq0


 . (4.67)

Возможные значения переменных xi и yj соответствуют внутренним точкам

симплекса, определяемого условиями 0 ≤ xi, 0 ≤ yj и (4.66). Напомним,

что глобальный максимум выпуклой функции относительно точек выпук-

лого множества достигается в одной из крайних точек этого множества

[81]. Следовательно, максимальное значение F(X, Y) на симплексе совпа-

дает с правой частью (4.57). Эта величина достигается, когда один из

элементов xi и один из элементов yj равны τ, тогда как все остальные рав-

ны нулю. Разумеется, значения F(X, Y) во внутренних точках симплекса

не превышают этого максимума. Записав соотношение (4.66), мы приняли,

что все числа δj отличны от нуля. Если это не так, т.е. некоторые из раз-

ностей δj зануляются, то вопрос рассматривается совершенно аналогично,

но с уменьшением n.

В случае q0 < τ мы снова начнём с предположения, что все разности

δj отличны от нуля. Вместо (4.66) мы теперь имеем

∑
i∈ωx

xi =
∑

j∈ωy
yj +

∑
k∈ωz

zk = τ . (4.68)

Начнём с преобразования правой части (4.56). В силу (4.65) записываем

Q̄ = q0(Ix + Iy) + Z и

∆ + Q̄ = q0(Ix + Iy) + X− Y . (4.69)

Здесь вектор Ix обозначает индикатор ωx, так что элементы Ix принимают

значение 1 для j ∈ ωx и значение 0 для j /∈ ωx. Аналогичным образом Iy

и Iz обозначают индикаторы ωy и ωz, соответственно. Заметим также, что

если множество ΩZ не имеет общих элементов с ΩA ∪ ΩB, то справедливо

Hα(A||B + Z) = Hα(A||B). Используя это наблюдение дважды и неравенство

(4.51) с положительным вектором C = q0Iy − Y, мы переписываем правую
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часть (4.56) в виде

Hα

(
q0(Ix + Iy) + X− Y||q0(Ix + Iy) + Z

)
= Hα

(
q0Ix + X + C||q0Ix + Y + C

)

≤ Hα

(
q0Ix + X||q0Ix + Y

)
= Hα

(
q0Ix + X||q0Ix

)
. (4.70)

Правую часть (4.70) можно переписать как функцию

G(X) =
1

α− 1

(
∑

i∈ωx

(q0 + xi)
αq1−α

0 − (nxq0 + τ)

)
, (4.71)

где nx обозначает мощность множества ωx. Возможные значения перемен-

ных xi относятся к внутренним точкам симплекса, определяемого услови-

ями 0 ≤ xi и
∑

i xi = τ. Таким образом, максимальное значение функции

G(X) равно правой части (4.58) и достигается, когда один из элементов xi

равен τ, а все другие равны нулю. Как уже было отмечено выше, анало-

гичным образом рассматривается случай, когда некоторые из разностей δj

равны нулю. �

Верхние границы (4.57) и (4.58) обнаруживают поведение q1−α
0 отно-

сительно минимальной вероятности q0, входящей в распределение Q. Для

квантовой относительной энтропии Hα(ρ||σ) верхние оценки с аналогич-

ной зависимостью от минимального собственного значения матрицы σ бы-

ли получены в работе [58]. Если ran(ρ) ⊆ ran(σ), то для произвольного

α > 1 мы имеем

Hα(ρ||σ) ≤ ⌊α⌋
α− 1

λα−1
1

bα−1
0

‖ρ− σ‖1 , (4.72)

где λ1 := max{λ : λ ∈ spec(ρ) ∪ spec(σ)} и b0 := min{b 6= 0 : b ∈ spec(σ)}
[58]. Разумеется, неравенство (4.72) можно переписать с 1 вместо λ1 ≤ 1.

Оценки (4.57) и (4.58) являются более плотными, но их доказательство

ограничено коммутативным случаем. Основным препятствием на пути пе-

реноса доказательства Предложения 26 на матрицы состоит в том, что по-

ложительность диагональных элементов матрицы не означает положитель-

ности самой матрицы (кроме, разумеется, диагональных матриц). Заметим,

что неравенства (4.57) и (4.58) можно переписать в терминах α-логарифма
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как

Hα(P||Q) ≤ − (q0 + τ) lnα

(
q0

q0 + τ

)
− (q0 − τ) lnα

(
q0

q0 − τ

)
, (4.73)

Hα(P||Q) ≤ − (q0 + τ) lnα

(
q0

q0 + τ

)
, (4.74)

причём первое неравенство относится к случаю τ ≤ q0, а второе — к слу-

чаю q0 < τ ≤ 1 − q0. Используя (4.14) в классическом режиме, границы

(4.73) и (4.74) остаются в силе с относительной энтропией Rα(P||Q) вместо

Hα(P||Q). Действительно, функция x 7→ ln
[
1 + (α − 1) x

]
увеличивается с

ростом x > 0, а для ξ ≥ 0 выполняется неравенство ln(1 + ξ) ≤ ξ. Верхние

границы (4.73) и (4.74) являются однопараметрическими расширениями

некоторых оценок, полученных в статье [48] для стандартной относитель-

ной энтропии.

Теперь мы приступим к исследованию верхних оценок на условную

α-энтропию Цаллиса для всех α > 0. Удобно слегка изменить используе-

мые обозначения. Пусть X и Y — дискретные случайные величины с веро-

ятностными распределениями {pX(x)} и {pY (y)}. При этом будем считать,

что x и y принимают значения из одного и того же множества Ω мощности

N . В контексте задач коммуникации X и Y могут соответствовать вводу и

выводу некоторого канала связи. При этом Ω является множеством “слов”

для некоторого формализованного языка. Через pXY (x, y) и pX|Y (x|y) со-

ответственно обозначим совместные и условные вероятности. Совместная

α-энтропия и условная α-энтропия определяются выражениями

Hα(X,Y ) :=
1

1 − α

(∑
x,y

pXY (x, y)α − 1
)

, (4.75)

Hα(X|Y ) :=
∑

y
pY (y)αHα(X|y) , (4.76)

где Hα(X|y) = (1 − α)−1
(∑

x pX|Y (x|y)α − 1
)
. Записывая

Hα(X|y) = −
∑

x
pX|Y (x|y)α lnα pX|Y (x|y) ,

мы далее получаем

Hα(X|Y ) = −
∑

x,y
pXY (x, y)α lnα pX|Y (x|y) , (4.77)
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поскольку pY (y) pX|Y (x|y) = pXY (x, y) в силу формулы Байеса. При выводе

неравенств типа Фано мы будем следовать исходной схеме вывода (см.

раздел 6.2 в книге [82]). Вероятность ошибки выражается в виде

Pe =
∑

y

pY (y) q(e|y) , q(e|y) = 1 − pX|Y (y|y) =
∑

x 6=y

pX|Y (x|y) . (4.78)

Сначала докажем одно вспомогательное утверждение, после чего сформу-

лируем основной результат.

Предложение 27 Для всех α ∈ (0;∞) справедливо неравенство

Hα(X|Y ) ≤
∑

y
pY (y)α hα

(
q(e|y)

)
+ lnα(N − 1)

∑
y
pY (y)α q(e|y)α . (4.79)

Доказательство. Используя выражение для q(e|y) и определение

(4.2), мы записываем

Hα(X|y) = −pX|Y (y|y)α lnα pX|Y (y|y) −
∑

x 6=y
pX|Y (x|y)α lnα pX|Y (x|y)

= hα
(
q(e|y)

)
+ q(e|y)α lnα q(e|y) −

∑
x 6=y

pX|Y (x|y)α lnα pX|Y (x|y) . (4.80)

В силу равенства q(e|y) =
∑

x 6=y pX|Y (x|y) и свойств α-логарифма, второе и

третье слагаемые в правой части (4.80) комбинируются в форме

−
∑

x 6=y
pX|Y (x|y)α lnα pX|Y (x|y) + q(e|y) q(e|y)α−1 lnα q(e|y)

= −
∑

x 6=y
pX|Y (x|y)α

(
lnα pX|Y (x|y) − pX|Y (x|y)1−αq(e|y)α−1 lnα q(e|y)

)

= −
∑

x 6=y
pX|Y (x|y)α

(
lnα pX|Y (x|y) + pX|Y (x|y)1−α lnα

1

q(e|y)

)
(4.81)

= −q(e|y)α
∑

x 6=y

pX|Y (x|y)α

q(e|y)α
lnα

pX|Y (x|y)

q(e|y)
≤ q(e|y)α lnα(N − 1) . (4.82)

Здесь были использованы тождества lnα(1/z) = −zα−1 lnα z после (4.81) и

lnα(ξz) = lnα ξ + ξ1−α lnα z после (4.82). Подставляя (4.82) в (4.80) и далее

в (4.76), получаем (4.79). �

Предложение 28 Пусть случайные переменные X и Y принимают зна-

чения из одного и того же финитного множества мощности N. Для
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заданной вероятности ошибки Pe условная энтропия Цаллиса ограни-

чена сверху неравенствами

Hα(X|Y ) ≤ P α
e − αPe

1 − α
+ P α

e lnα
[
N(N − 1)

]
(0 < α < 1) , (4.83)

Hα(X|Y ) ≤ hα(Pe) + P α
e lnα(N − 1) (1 < α < ∞) . (4.84)

Доказательство. Для α ∈ (0; 1) мы применяем формулу

hα(u) =
uα + (1 − u)α − 1

1 − α
≤ uα − αu

1 − α
,

которая вытекает из (4.2) вместе с неравенством

1 − (1 − u)α =

∫ u

0

α(1 − t)α−1dt ≥
∫ u

0

α dt = αu . (4.85)

Используя эти соотношения и ξy = pY (y) q(e|y), видим, что первая сумма

в правой части (4.79) не превосходит величины

1

1 − α

∑
y
pY (y)α

[
q(e|y)α − αq(e|y)

]
≤ 1

1 − α

(∑
y
ξαy − αPe

)
, (4.86)

так как
∑

y pY (y)αq(e|y) ≥ ∑
y pY (y) q(e|y) = Pe. Применяя неравенство

Гёльдера, имеем

max

{∑N

y=1
ξαy : 0 ≤ ξy,

∑N

y=1
ξy = Pe

}
= N1−αP α

e , (4.87)

причём максимум достигается для ξy = Pe/N . Итак, величина

N1−αP α
e − αPe

1 − α

даёт верхнюю границу на правую часть (4.86). Складывая эту границу с

произведением lnα(N − 1) на (4.87), мы доказываем (4.83).

Используя pY (y)α ≤ pY (y) для α > 1, а также неравенство Иенсена

для вогнутой функции (4.2), далее имеем

∑
y
pY (y)αhα

(
q(e|y)

)
≤
∑

y
pY (y) hα

(
q(e|y)

)

≤ hα
(∑

y
pY (y) q(e|y)

)
= hα(Pe) , (4.88)

∑
y
pY (y)αq(e|y)α ≤

(∑
y
pY (y) q(e|y)

)α
= P α

e . (4.89)
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Комбинируя (4.88) и (4.89) с неравенством (4.79), мы немедленно приходим

к (4.84). �

Для α > 1 неравенство (4.84) с Pe вместо Pα
e было выведено в работе

[55]. Таким образом, мы получили улучшение ранее известного результата.

Формула (4.83) для 0 < α < 1 является новой, поскольку раньше в этой па-

раметрической области неравенство Фано для условной энтропии Цаллиса

не исследовалось. По построению неравенство (4.83) не является точным.

Тем не менее оно оказывается достаточно хорошим при малых значени-

ях Pe. Формулы (4.83) и (4.84) показывают, что условие Pe → 0 означает

Hα(X|Y ) → 0. С другой стороны, если значение энтропии Hα(X|Y ) вели-

ко, то вероятность ошибки также должна принимать заметное значение.

В смысле этих рассуждений содержание наших неравенств согласуется с

типичной интерпретацией стандартного неравенства Фано.

Равномерная непрерывность является важным свойством энтропии

фон Неймана. В этом отношении первый явный результат был сформу-

лирован Фанне [29]. Энтропия Цаллиса [36, 37] и её частичные суммы

[28] также обладают свойством равномерной непрерывности. Известно, что

классическое неравенство Фано можно использовать для улучшения верх-

них оценок типа Фанне (см., например, теорему 3.8 в книге [83]). Покажем

теперь, что неравенства (4.83) и (4.84) также приводят к неравенствам ти-

па Фанне для энтропии Цаллиса. Используя свойства α-логарифма, пере-

пишем совместную энтропию (4.75) в виде [55]

Hα(X,Y ) = Hα(X) + Hα(Y |X) = Hα(Y ) + Hα(X|Y ) . (4.90)

В силу Hα(Y |X) ≥ 0 разность Hα(X)−Hα(Y ) ≤ Hα(X|Y ) ограничена сверху

величиной правой частью (4.83) для α ∈ (0; 1) и правой частью (4.84) для

α ∈ (1;∞). Для заданных распределений {pX(x)} и {pY (y)} совместные

вероятности pXY (x, y) могут быть выбраны так, что

Pe = D(PX, PY ) =
1

2

∑
x
|pX(x) − pY (x)| . (4.91)

Этот выбор обосновывается в рамках каплинг-метода [84]. Полагая

{pX(x)} = spec(ρ) и {pY (y)} = spec(σ) с убывающим порядком собствен-

ных значений, мы имеем D(PX, PY ) ≤ D(ρ,σ) (см., например, лемму 11.1 в
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книге [83]). В случае N ≥ 2, правая часть (4.83) возрастает с ростом Pe

для всех 0 ≤ Pe ≤ 1, тогда как правая часть (4.84) возрастает с ростом Pe

для 0 ≤ Pe ≤ (N − 1)/N . Заменяя D(PX, PY ) на бо́льшую величину D(ρ,σ),

мы получаем следующий результат.

Предложение 29 Пусть d обозначает размерность пространства со-

стояний, и пусть τ = D(ρ,σ). Тогда имеем

|Hα(ρ) − Hα(σ)| ≤ τα − ατ

1 − α
+ τα lnα

[
d(d − 1)

] (
0 < α < 1 , 0 ≤ τ ≤ 1

)
,

(4.92)

|Hα(ρ) − Hα(σ)| ≤ hα(τ) + τα lnα(d − 1)

(
1 < α , 0 ≤ τ ≤ d − 1

d

)
.

(4.93)

Соотношение (4.93), работающее для α > 1, даёт оценку равномерной

непрерывности, полученную ранее прямым методом в статье [37]. Кстати,

этот метод позволяет получить оценку для всех 0 ≤ τ ≤ 1. В пределе

α → 1 неравенство (4.93) воспроизводит утверждение теоремы 3.8 книги

[83]. Для α ∈ (0; 1) также существует неравенство

|Hα(ρ) − Hα(σ)| ≤ (2τ)α − 2τ

1 − α
+ (2τ)α lnα(d) , (4.94)

справедливое при условии ‖ρ − σ‖1 = 2τ ≤ α1/(1−α). Оценка (4.94) фак-

тически доказана в [36] для всех α ∈ [0; 2], но в области α ≥ 1 более

предпочтительна граница (4.93). Сопоставляя (4.92) с (4.94), мы видим

следующее. В общем случае граница (4.92) обычно слабее, но зато она

охватывает все допустимые значения τ ∈ [0, 1] следовой метрики. Область

действия неравенства (4.94) ограничена диапазоном 0 ≤ 2τ ≤ α1/(1−α). Од-

нако в случае небольших значений d граница (4.92) может быть лучше,

чем (4.94). Пусть, к примеру, d = 2 и α = 1/2, тогда формула (4.94) рабо-

тает для 0 ≤ τ ≤ 1/8. В этом диапазоне правая часть (4.94) больше, чем

правая часть (4.92). Более того, при достаточно малых τ разница между

двумя границами составляет до 40 %. Таким образом, наше неравенство

(4.92) представляет практический интерес, по крайней мере, в важнейшем

случае кубита.
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В заключение приведём доказательство неравенства (4.72), справед-

ливого в некоммутативном случае [58]. Начнём с вывода одного вспомога-

тельного утверждения. Оно формулируется следующим образом.

Предложение 30 Для целого числа n ≥ 1 и конечномерных операторов

X,Y ∈ L(H) p-норма Шаттена разности Xn − Yn для всех p ∈ [1;∞]

удовлетворяет неравенству

‖Xn − Yn‖p ≤ nλn−1
1 ‖X − Y‖p , (4.95)

где λ1 := max{‖X‖∞, ‖Y‖∞}.

Доказательство. Доказательство проводится по индукции. Для n =

1 доказываемое утверждение очевидно. Если n > 1, то пишем

Xn+1 − Yn+1 = Xn+1 − XnY + XnY − Yn+1 = Xn(X − Y) + (Xn − Yn)Y . (4.96)

Для каждого p ∈ [1;∞] и произвольных X,Y,Z ∈ L(H) мы имеем (см.,

например, формулу (1.175) в книге [25])

‖XYZ‖p ≤ ‖X‖∞ ‖Y‖p ‖Z‖∞ . (4.97)

В силу неравенства треугольника для норм формулы (4.97) и ‖Xn‖∞ ≤ λn
1

приводят к соотношению

‖Xn+1 − Yn+1‖p ≤ ‖Xn(X − Y)‖p + ‖(Xn − Yn)Y‖p

≤ λn
1‖X − Y‖p + λ1‖Xn − Yn‖p . (4.98)

Предполагая справедливость неравенства (4.95) для n, мы видим, что оно

справедливо и для n + 1, так как ‖Xn+1 − Yn+1‖p ≤ (n + 1)λn
1 ‖X − Y‖p. �

Используя Предложение 30, можно получить верхнюю границу вида

b1−q
0 для любого q > 1, включая нецелые значения q. Для таких q > 1 мы

записываем n = ⌊q⌋ и s = q − n, откуда

ρn+s − σn+s = (ρn − σn)ρs + σn(ρs − σs) . (4.99)

В силу линейности следа и r = q − 1 имеем

r Hq(ρ||σ) = Tr
{
σ−r(ρq − σq)

}

= Tr
{
σ−r(ρn − σn)ρs

}
+ Tr

{
σ1−s(ρs − σs)

}
. (4.100)
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Поскольку p-норма Шаттена не возрастает с ростом p, свойство (4.97) даёт

мультипликативность ‖XY‖p ≤ ‖X‖p ‖Y‖p. Комбинируя (4.97) для p = 1 с

очевидным неравенством |Tr(X)| ≤ Tr|X|, мы получаем

|Tr(XYZ)| ≤ ‖X‖∞ ‖Z‖∞ Tr|Y| . (4.101)

В силу уравнений (4.95) и (4.101), первый след в правой части формулы

(4.100) ограничен сверху величиной

‖σ−r‖∞ ‖ρn − σn‖1 ‖ρs‖∞ ≤ n as
1λ

n−1
1 b−r

0 ‖ρ− σ‖1

≤ ⌊q⌋λq−1
1 b−r

0 ‖ρ− σ‖1 , (4.102)

где a1 := max{a : a ∈ spec(ρ)} и b0 := min{b 6= 0 : b ∈ spec(σ)}. Второй

след в правой части (4.100) удовлетворяет неравенству

Tr
(
σ1−sρs

)
− 1 = − (1 − s)Hs(ρ||σ) ≤ 0

в силу s ∈ (0; 1) и положительности относительной s-энтропии. Объеди-

нение этого с уравнениями (4.100) и (4.102) тогда обеспечивает результат

(4.72) для нецелого q > 1. Для q ∈ (n; n+1) правая часть формулы (4.102)

является непрерывной функцией параметра q. Выражение для Hq(ρ||σ)

непрерывно по q для всех q 6= 1. Таким образом, (4.72) остаётся в силе,

когда q стремится к целому числу снизу.
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Глава 5

Квантификаторы квантовой

когерентности на основе

относительной энтропии Цаллиса

Интерес физиков к природе когерентных объектов и процессов име-

ет очень длинную историю. Понятие когерентности хорошо известно в

оптике из-за роли фазовой когерентности в оптических явлениях [85].

В настоящее время стало ясно, что концепция квантовой когерентности

необходима при изучении термодинамических свойств малых систем при

низких температурах [86, 87, 88, 89, 90]. Понимание роли коллективных

квантовых свойств, таких как многочастичный энтенглмент, также связа-

но с описанием когерентности. Сцепленные состояния играют централь-

ную роль в квантовых технологиях передачи и обработки информации [4].

Благодаря взаимодействию с окружающей средой когерентные суперпози-

ции неизбежно будут изменяться. Описывающие декогерентизацию физи-

ческие процессы также являются предметом активных исследований. В

последнее время квантовая когерентность исследуется с точки зрения её

использования как физического ресурса. Ресурсные модели направлены

на установление общих ограничений на те квантовые операции, которые

могли бы быть реализованы [91, 92]. Чтобы разрешить эти вопросы в от-

ношении когерентности, желательно располагать формальной основой для

её количественного описания. Авторы работы [93] рассмотрели важные с

физической точки зрения свойства, которым должен удовлетворять любой
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квантификатор когерентности. Кроме того, они обсудили несколько есте-

ственных кандидатов на роль обладающего хорошими свойствами и легко

вычисляемого квантификатора.

В принципе, любая мера различимости квантовых cостояний приво-

дит к возможному кандидату на количественную оценку степени когерент-

ности [93]. Здесь следует выделить следующий отрицательный результат.

Оказывается, что квантификатор когерентности, индуцированный возве-

дённой в квадрат нормой Гильберта–Шмидта, не обладает свойством мо-

нотонности [93]. В этом отношении монотонность играет решающую роль

в построении надлежащих характеристик степени когерентности. Некото-

рые количественные меры когерентности были использованы для изучения

дополнительности по отношению к набору равнонаклонённых базисов [94].

Авторы статьи [94] также выдвинули гипотезу, связанную с упомянутым

выше отрицательным результатом. Благодаря простой структуре, предпо-

ложенный квантификатор когерентности заслуживает дальнейшего изуче-

ния. Отношения между характеристиками когерентности и интерференци-

онными явлениями были рассмотрены в работах [95, 96]. Роль когерент-

ности в алгоритме Дойча–Джозcы и родственных ему была рассмотрена в

статье [97]. Авторы работы [98] исследовали условия, при которых коге-

рентность открытой квантовой системы не подвержена влиянию внешнего

шума. Статья [99] посвящена квантовым процессам, которые не могут ни

создавать, ни использовать когерентность. Квантование когерентности в

бесконечномерных системах исследовано в работах [100, 101].

В этой главе будут исследованы квантификаторы когерентности, ос-

нованные на относительной α-энтропии Цаллиса. Основные результаты

получены в работе [102]. Поскольку квантовые относительные энтропии

Цаллиса выражаются через степени матриц плотности, в некоторых случа-

ях мы можем ожидать сравнительно простой характер индуцированной ме-

ры когерентности. Сначала мы напомним базовые пункты подхода, разра-

ботанного в статье [93]. Далее будут рассмотрены относительные энтропии

типа Цаллиса и доказаны два предварительных результата. Затем вводятся

соответствующие квантификаторы когерентности и изучаются их основные
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свойства. Методологически важный случай одиночного кубита обсуждает-

ся отдельно. Показано также, что свойство монотонности удовлетворяется

в модифицированной форме, зависящей от формальной структуры выраже-

ния для относительной энтропии. Полученное семейство квантификаторов

когерентности включает в себя однородную квадратичную функцию мо-

дулей матричных элементов. Другая квадратичная функция такого рода

индуцируется квадратом ℓ2-нормы. Мы сопоставляем эти две функции в

основном с точки зрения выполнения свойства монотонности.

Пусть L(H) — пространство линейных операторов на конечномер-

ном гильбертовом пространстве H. Через L+(H) обозначим множество по-

ложительно полуопределённых операторов на H. Подпространство ran(X)

обозначает образ оператора X. В дальнейшем мы используем соглашение,

согласно которому степени положительно полуопределённогого оператора

берутся только на подпространстве-носителе. Для любого Z ∈ L+(H) мы

рассматриваем Z0 как ортогональный проектор на ran(Z). Пусть P и Q —

операторы ортогональной проекции. В конечномерном случае мы опреде-

ляем P∨Q как проектор на сумму подпространств ran(P)+ran(Q). В беско-

нечномерном случае это определение следует изменить должным образом.

В дальнейшем мы будем иметь дело с конечномерными пространствами.

В случае операторов аналог понятия дистанции обычно индуцируется

той или иной нормой. По отношению к заданному ортонормированному

базису каждый оператор X : H → H представляется квадратной матрицей

с элементами xij. Тогда ℓ1-норма определяется формулой

‖X‖ℓ1 :=
∑

ij
|xij| . (5.1)

Далее, ℓ2-норма определяется как

‖X‖ℓ2 :=

(∑
ij
|xij|2

)1/2

. (5.2)

Эта норма также известна как норма Фробениуса или норма Гильберта–

Шмидта [103]. Действительно, её можно переопределить с использованием

сингулярных чисел. Отметим, что ℓ2-норма является унитарно инвариант-

ной.
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Состояние интересующей нас квантовой системы описывается мат-

рицей плотности ρ ∈ L+(H), нормированной как Tr(ρ) = 1. Формулируя

желаемые свойства для мер когерентности, мы будем использовать ос-

новные факты о квантовых операциях, уже описанные в Главе 1. Далее

предполагаем, что эволюция открытых квантовых систем описывается ли-

нейными вполне положительными преобразованиями [4]. Авторы работы

[93] разработали подход к понятию квантовой когерентности по отноше-

нию к фиксированному ортонормированному базису, предпочтительному с

точки зрения иследуемых физических ситуаций. Они также перечислили

те свойства, которым должна, по их мнению, удовлетворять всякая разум-

ная мера когерентности. Некоторая разработка этих идей была выполнена

в статьях [94, 96, 100]. Пусть E = {|ei〉} — выбранный ортонормированный

базис в HA. Набор некогерентных по отношению к E состояний содержит

все состояний, которые диагональны в нём, а именно

δ =
∑

i
δi |ei〉〈ei| . (5.3)

Через I(E) ⊂ L+(HA) мы обозначаем множество всех таких состояний.

Каждой матрице плотности квантификатор когерентности ставит в соот-

вествие некоторое неотрицательное действительное число. С интуитивной

точки зрения следующие два квантификатора когерентности выглядят наи-

более естественными [93]. Используя ℓ1-норму, записываем

Cℓ1(E|ρ) := min
δ∈I(E)

‖ρ− δ‖
ℓ1

=
∑

i 6=j

|〈ei|ρ|ej〉| . (5.4)

Другим естественным кандидатом служит величина, индуциированная

возведённой в квадрат ℓ2-нормой. Она выражается аналитически простой

формулой

Cℓ2(E|ρ) := min
δ∈I(E)

‖ρ− δ‖2

ℓ2
=
∑

i 6=j

|〈ei|ρ|ej〉|2 . (5.5)

К сожалению, данная интуитивно привлекательная величина не облада-

ет необходимым свойством монотонности [93]. Следовая норма также ин-

дуциирует интересный квантификатор для оценки уровня когерентности

[104]. Свойства этого квантификатора продолжают изучаться. Авторы ста-

тьи [105] предложили общий подход, в рамках которого можно совместно
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анализировать количественные уровни когерентности и энтенглмента. Они

также исследовали геометрическую когерентность, основанную на понятии

точности воспроизведения квантовых состояний [20, 21].

Напомним определение относительных энтропий типа Цаллиса.

Многие фундаментальные результаты квантовой теории информации свя-

заны со свойствами стандартной относительной энтропии [4]. В частности,

предпринимались и предприниаются попытки расширить семейство стан-

дартных энтропийных функций [26]. Многие кандидаты на роль относи-

тельной энтропии могут быть унифицирована в рамках концепции кванто-

вой f -дивергенции [61]. Этот подход является развитием подхода Чизара

[64] к понятию относительной энтропии в случае вероятностных векторов.

Для 0 < α 6= 1 относительная α-энтропия Цаллиса определяется формулой

[70, 71]

Hα(p||q) :=
1

α− 1

(∑
j
pαj q1−α

j − 1

)
. (5.6)

Если для некоторого j имеем pj 6= 0 и qj = 0, то относительная α-энтропия

с α > 1 принимается равной +∞. В пределе α→ 1 указанная дивергенция

дает стандартную относительная энтропию

H1(p||q) =
∑

j
pj ln(pj/qj) .

Здесь предполагается, что −0 ln 0 ≡ 0 и −pj ln 0 ≡ +∞ для pj > 0 [4].

Основные свойства величины (5.6) обсуждаются в статьях [70, 71]. Мы

укажем только некоторые из них. Как показано в работе [71], имеем

Hα(p||q) ≥ 0. Необходимые условия для обращения Hα(p||q) в нуль яв-

ляются более сложным вопросом. Для f -дивергений Чизара этот вопрос

рассмотрен в статье [106]. Ответ связан с понятием строгой выпуклости

некоторой функции в точке 1. Из полученных в [106] результатов следует,

что Hα(p||q) = 0 только и только тогда, когда вероятностные векторы p и

q совпадают (см., например, пример 2 в статье [106]).

Перейдём к обсуждению квантового случая. Для нормированных

матриц плотности ρ и σ стандартная относительная энтропия выражается
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в виде [4]

H1(ρ||σ) :=





Tr(ρ lnρ− ρ lnσ) , если ran(ρ) ⊆ ran(σ) ,

+∞ , иначе .
(5.7)

Понятие относительной энтропии (5.7) можно расширить в нескольких

направлениях. Для α ∈ (1; +∞) определим α-дивергенцию Цаллиса по

формуле

Hα(ρ||σ) :=





Tr(ρασ1−α)−1
α−1

, если ran(ρ) ⊆ ran(σ) ,

+∞ , иначе .
(5.8)

В случае ran(ρ) ⊆ ran(σ) след берётся над подпространством ran(σ). Для

α ∈ (0; 1) верхняя строка (5.8) имеет смысл без такого условия. С ис-

пользованием α-логарифма формулу (4.15) можно переписать в виде, на-

поминающем (4.7). Напомним, что α-логарифм определяется выражением

(2.6). С точностью до множителя относительная энтропия (4.15) входит в

семейство квазиэнтропий, предложенных в статье [13].

Более общее семейство квантовых f -дивергенций изучается в работе

[61]. Для дальнейших рассмотрений удобно принять расширенное понятие

дивергенции. Пусть A и B — положительно полуопределённые операторы

такие, что ran(A) ⊆ ran(B). Тогда α-дивергенция A относительно B опре-

деляется формулой

Hα(A||B) :=
1

α− 1

[
Tr(AαB1−α) − Tr(A)

]
. (5.9)

Перечислим необходимые в дальнейшем свойства α-дивергенции. Боль-

шинство из них следуют из результатов, доказанных в более общем кон-

тексте авторами работы [61]. Для всех λ ∈ [0; +∞) справедливо равенство

Hα(λA||λB) = λHα(A||B) . (5.10)

Предположим, что четыре положительно полуопределеённых оператора A1,

B1, A2, B2 удовлетворяют условию A0
1 ∨ B0

1 ⊥ A0
2 ∨ B0

2. Тогда мы имеем

Hα

(
A1 + A2||B1 + B2

)
= Hα(A1||B1) + Hα(A2||B2) . (5.11)

Последнее может быть доказано для квантовых f -дивергенций при опре-

делённых требованиях, наложенных на линейные отображения состояний
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[61]. Эти общие ограничения являются более общими, чем те, которые

предполагаются в дальнейших выкладках. Мы будем использовать (5.11)

при формулировке свойства монотонности для квантификаторов когерент-

ности.

Одним из фундаментальных свойств относительной энтропии (5.7)

является её монотонность под действием сохраняющих след вполне поло-

жительных преобразований [4]. А именно, для любого квантового канала

Φ справедливо неравенство

H1

(
Φ(ρ)||Φ(σ)

)
≤ H1(ρ||σ) .

В классическом режиме для всех α ≥ 0 относительная энтропия Цал-

лиса (5.6) не возрастает под действием стохастических преобразований

[71]. В квантовом режиме монотонность ограничена более узкой областью

значений параметра α. Квантовая α-дивергенция (5.8) обладает свойством

монотонности для α ∈ (0; 2], так что

Hα

(
Φ(ρ)||Φ(σ)

)
≤ Hα(ρ||σ) . (5.12)

Данное неравенство следует из теоремы 4.3, доказанной в статье [61],

а также из двух известных фактов относительно матричных функций.

Рассматривая в качестве аргументов положительные матрицы, функция

ξ 7→ ξα является операторно вогнутой для 0 ≤ α ≤ 1 и операторно выпук-

лой для 1 ≤ α ≤ 2 (см., например, теоремы 4.2.3 и 1.5.8 в книге [57]).

В свою очередь, свойство монотонности означает совместную выпуклость

f -дивергенций [61]. В частности, квантовая α-дивергенция Цаллиса сов-

местно выпукла для α ∈ (0; 2]. Пусть {ρn} и {σn} — два набора нормиро-

ванных матриц плотности, и пусть положительные числа pn в сумме дают

1. Тогда для α ∈ (0; 2] имеем

Hα

(∑

n

pnρn

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∑

n

pnσn

)
≤
∑

n

pn Hα(ρn||σn) . (5.13)

Свойства (5.12) и (5.13) будут принципиально важны при проверке со-

ответствующих свойств индуцированных квантификаторов когерентности.

Мы также обсудим ряд дополнительных свойств квантовой α-дивергенции,
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которые необходимы в наших дальнейших построениях. Они будут сфор-

мулированы по отдельности вместе с доказательствами или ссылками на

литературу.

Предложение 31 Для α > 0 квантовая относительная α-энтропия

Цаллиса неотрицательна, то есть

Hα(ρ||σ) ≥ 0 , (5.14)

причём равенство достигается, если и только если ρ = σ.

Доказательство этого утверждения проводится аналогично случаю

стандартной относительной энтропии (см., например, теорему 11.7 в кни-

ге [4]). Здесь мы воздержимся от презентации соответствующих деталей.

Следует отметить, что неотрицательность квантовой α-дивергенции сама

по себе была рассмотрена в предложении 2.4 статьи [71]. Хотя авторы ра-

боты [71] сфокусировались на параметрическом диапазоне 0 < α < 1, их

аргументы применимы для всех положительных значений α. Но, наряду

с неотрицательностью, нам также важно, при каких условиях квантовая

α-дивергенция обращается в нуль. Чтобы обосновать указанное в Пред-

ложении 31 условие равенства, мы просто модифицируем доказательство

теоремы 11.7 из [4] с заменой обычного логарифма на α-логарифм (3.4).

Ещё одно свойство относительной α-энтропии Цаллиса будет использо-

ваться при изучении монотонности в сильном смысле индуцированных мер

когерентности.

Предложение 32 Пусть {Kn} — набор операторов Kn : HA → HBn та-

ких, что ∑

n

K†
nKn = 111111A . (5.15)

Для заданных нормированных матриц плотности ρ и σ на HA указан-

ные операторы генерируют два вероятностных распределения с эле-

ментами

pn = Tr(KnρK
†
n) , qn = Tr(KnσK†

n) . (5.16)

Для α > 0 квантовые α-дивергенции удовлетворяют неравенству
∑

n

Hα

(
KnρK

†
n||KnσK†

n

)
≥
∑

n

pαnq1−α
n Hα(ρn||σn) , (5.17)
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где состояния ρn = p−1
n KnρK

†
n и σn = q−1

n KnσK
†
n являются нормирован-

ными.

Доказательство. Фактически правую часть формулы (5.17) можно

анализировать для тех значений n, для которых одновременно pn 6= 0 и

qn 6= 0. Действительно, когда pn 6= 0 и qn = 0 для некоторого n, мы

имеем KnρK
†
n 6= 000 и KnσK

†
n = 000. Тогда соответствующий член в левой

части формулы (5.17) становится равным +∞ (см. вторую строку (5.8)),

откуда сразу вытекает и сам результат. Итак, мы будем доказывать (5.17)

в предположении, что pn 6= 0 означает qn 6= 0. В силу определения (5.8),

мы записываем

Hα

(
KnρK

†
n||KnσK†

n

)
= Hα(pnρn||qnσn)

= pαnq1−α
n Hα(ρn||σn) +

pαnq1−α
n − pn

α− 1
. (5.18)

Следовательно, левая часть (5.17) минус правая её часть равна величине

Hα(p||q) ≥ 0. �

В случае α = 1 неравенство (5.17) принимает вид
∑

n

H1

(
KnρK

†
n||KnσK†

n

)
≥
∑

n

pn H1(ρn||σn) . (5.19)

Это свойство стандартной относительной энтропии было сформулировано

и доказано в [107] (см. пункт (F4)). Итак, мы получили расширение фор-

мулы (5.19) на квантовые относительные энтропии типа Цаллиса. Похоже,

что такое расширение в текущей литературе ещё не обсуждалось. Следует

отметить, что по своей аналитической структуре правая часть (5.17) слож-

нее. Неравенство (5.17) потребуется нам при изучении изменений кванти-

фикаторов когерентности при некогерентных селективных измерениях.

Авторы работы [93] указали общий способ получения кандидатов

для количественной характеризации уровня когерентности по отношению

к заданному базису. Чтобы расширить набор квантификаторов когерент-

ности, мы рассмотрим обобщённые относительные энтропии. Этот подход

формулируется следующим образом. Взяв α-дивергенцию Цаллиса в каче-

стве меры различимости квантовых состояний, мы определим величину

Cα(E|ρ) := min
δ∈I(E)

Hα(ρ||δ) . (5.20)
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где α > 0. В принципе, используемый подход может применяться с кван-

товыми дивергенциями более общего типа. Как правило, проблема опти-

мизации с такими дивергенциями является достаточно сложной. Однако

в случае относительной энтропии типа Цаллиса оказывается возможным

получить замкнутое аналитическое выражение в терминах матричных эле-

ментов оператора плотности. Справедливо следующее утверждение.

Предложение 33 Для 0 < α 6= 1 определённый формулой (5.20) квант-

фикатор когерентности равен

Cα(E|ρ) =
1

α− 1

{(∑
j
〈ej|ρα|ej〉1/α

)α
− 1

}
. (5.21)

Доказательство. Поскольку α-дивергенцию Hα(ρ||δ) следует мини-

мизировать, мы предполагаем, что ran(ρ) ⊆ ran(δ). Обозначая собственные

значения δ через δj, мы тем самым устанавливаем δj = 0 всякий раз, ко-

гда 〈ej|ρ|ej〉 = 0. Так как любая матрица плотности δ ∈ I(E) диагональна

относительно E , записываем

Hα(ρ||δ) =
1

α− 1

{∑
j
〈ej|ρα|ej〉 δ1−αj − 1

}
, (5.22)

где сумма берётся по ненулевым матричным элементам. Введём вероятно-

сти rj такие, что rαj ∝ 〈ej|ρα|ej〉. Принимая во внимание условие нормиров-

ки, получаем

rj =
1

Z
〈ej|ρα|ej〉1/α, (5.23)

Z =
∑

i
〈ei|ρα|ei〉1/α . (5.24)

Подстановка 〈ej|ρα|ej〉 = Zαrαj в формулу (5.22) даёт

Hα(ρ||δ) = ZαHα(r||δ) +
Nα − 1

α− 1
. (5.25)

В последнем выражении вероятности rj и знаменатель Z нормировки за-

висят только от состояния ρ. Как уже упоминалось, мы заведомо имеем

Hα(r||δ) ≥ 0. Чтобы свести к минимуму правую часть (5.25), мы должны

поэтому достичь равенства Hα(r||δ) = 0, принимая δj = rj. Объединение

этого результата с формулой для Z завершает доказательство. �
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Таким образом, результат минимизации выражается через матричные

элементы возведённой в степень α матрицы плотности. Для заданных ρ и

α, минимум в (5.20) достигается с диагональным состоянием

δρ =
1

Z

∑
j
〈ej|ρα|ej〉1/α |ej〉〈ej| . (5.26)

Следует отметить, что δρ зависит не только от состояния ρ, но и от значе-

ния параметра α. Чтобы не загромождать формулы, мы не будем указывать

параметрическую зависимость явно. В случае α = 1 имеем дело с формули-

ровкой на основе стандартной относительной энтропией. Тогда состояние

(5.26) получается из ρ обнулением всех недиагональных элементов. Соот-

ветствующая мера когерентности оказывается равной разности энтропий

фон Неймана между полученным диагональным состоянием и самим ρ

[93]. Рассмотрим другой интересный случай α = 2. Поскольку матрица

плотности эрмитова, получаем

C2(E|ρ) =

(∑
j

√∑
i
|ρij|2

)2

− 1 , (5.27)

где ρij = 〈ei|ρ|ej〉. Подобно величине (5.5), этот квантификатор когерентно-

сти является функцией квадратов модулей |ρij|2, но более сложным по сво-

ей аналитической структуре. Теперь перечислим основные свойства пред-

ставленных квантификаторов когерентности.

Прежде всего, величина (5.20) равна нулю для всех некогерентных

состояния. Данное заключение следует из (5.21) подстановкой 〈ej|ρα|ej〉 =

ραjj и
∑

j ρjj = 1. Кроме того, мы видим, что Cα(E|ρ) = 0 только для неко-

герентных состояний. Действительно, в соответствии с Предложением 31

необходимым условием для Hα(ρ||σ) = 0 является равенство ρ = σ. Поэто-

му для ρ /∈ I(E) и любого δ ∈ I(E) мы имеем Hα(ρ||δ) > 0. Таким образом,

квантификатор когерентности (5.20) удовлетворяет одному из очевидных

условий, которым должен удовлетворять любой кандидат на роль меры

когерентности [93]. Верхнюю границу на α-квантификаторы когерентно-

сти можно выразить в терминах степени отклонения данного состояния от

идемпотентного.
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Предложение 34 Для 0 < α ≤ 2 справедливо неравенство

Cα(E|ρ) ≤ − lnα

(
1

d Tr(ρ2)

)
. (5.28)

Для 2 < α < ∞ мы имеем

Cα(E|ρ) ≤
1

α− 1

{
d Tr(ρ2)

(
1 +

√
d − 1

√
d Tr(ρ2) − 1

)α−2

− 1

}
. (5.29)

Доказательство. Сначала предположим, что α 6= 1. Используя опре-

деление (5.20), для 0 < α 6= 1 мы легко получаем

Cα(E|ρ) ≤
dα−1Tr(ρα) − 1

α− 1
. (5.30)

Правая часть неравенства (5.30) является α-дивергенцией ρ по отношению

к полностью смешанному состоянию. В параметрическом диапазоне α ≤ 2

функция ξ 7→ ξα−1/(α− 1) вогнута. Вычисляя след в собственном базисе ρ

и применяя неравенство Иенсена, мы записываем

Tr(ρα)

α− 1
=
∑

j
λj

λα−1
j

α− 1
≤
[
Tr(ρ2)

]α−1

α− 1
. (5.31)

Напомним, что собственные значения λj матрицы плотности ρ неотрица-

тельны и связаны условием нормировки. Комбинируя равенство (5.31) с

формулами (5.30) и (3.4), приходим к результату (5.28) для α 6= 1. Чтобы

завершить доказательство (5.28), записываем

C1(E|ρ) ≤ ln d + Tr(ρ lnρ) , (5.32)

повторяя затем вышеизложенные выкладки с вогнутой функцией ξ 7→ ln ξ.

Перейдём к рассмотрению случая α > 2. Можно показать, что наи-

большее значение оператора ρ удовлетворяет неравенству

λmax ≤
1

d

(
1 +

√
d − 1

√
d Tr(ρ2) − 1

)
. (5.33)

Это неравенство в комбинации с формулами Tr(ρα) ≤ λα−2
max Tr(ρ2) и (5.30)

завершает доказательство (5.29). �

Неравенства (5.28) и (5.29) обеспечивают верхнюю границу при

оценке квантификаторов когерентности на основе α-дивергенции. Правые

части этих неравенств выражены как величины Tr(ρ2), характеризующей
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близость матрицы плотности к чистым состояниям. В некотором отноше-

нии формулы (5.28) и (5.29) напоминают соотношение комплементарности,

выведенное в статье [94] для мер когерентности (5.4) по отношению к

d +1 равнонаклонённым базисам. В отличие от упомянутого соотношения,

неравенства (5.28) и (5.29) содержат едиственный квантификатор только

в одном базисе. Величина Tr(ρ2) тесно связана с концепцией операционно

инвариантной меры информации в квантовых измерениях, предложенной

в работе [108]. Результат (5.28) можно переформулировать как соотно-

шение комплементарности между когерентностью и мерой смешанности. В

d-мерном пространстве степень смешанности матрицы плотности ρ обычно

характеризуется величиной [109]

M(ρ) :=
d

d − 1

[
1 − Tr(ρ2)

]
. (5.34)

Эта характеристика равна нулю для чистых состояний и достигает 1 для

полностью смешанного состояния. Мы можем выразить Tr(ρ2) через (5.34)

и подставить результат в (5.28) и (5.29). Однако полученные неравенства

будут достаточно сложными по своей аналитической структуре. Удобный

альтернативный способ заключается в том, чтобы аппроксимировать свер-

ху правую часть (5.28), используя при этом линейную функцию перемен-

ной d Tr(ρ2) = y ∈ [1; d]. Мы применим здесь функцию

fα(y) := − lnα

(
1

y

)
=

yα−1 − 1

α− 1
, (5.35)

которая вогнута для α ≤ 2. Взяв формулу Тейлора с остаточным членом

в форме Лагранжа и с промежуточной точкой c такой, что 1 < c < d, мы

записываем

fα(y) = fα(1) + f ′α(1) (y − 1) +
1

2
f ′′α (c) (y − 1)2 ≤ y − 1 . (5.36)

Здесь использованы формулы fα(1) = 0, f ′α(1) = 1 и f ′′α (c) ≤ 0. Неравенство

(5.36) выражает тот факт, что график вогнутой функции fα(y) проходит

ниже его касательной, проведённой в точке y = 1. Объединяя (5.36) с

(5.28), для 0 < α ≤ 2 получаем

Cα(E|ρ) ≤ d Tr(ρ2) − 1 . (5.37)
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В силу формулы (5.37) итоговое соотношение комплементарности между

когерентностью и мерой смешанности записывается в виде

1

d − 1
Cα(E|ρ) + M(ρ) ≤ 1 , (5.38)

где 0 < α ≤ 2. Когда степень смешанности возрастает, верхняя граница

на значения α-квантификатора когерентности уменьшается. Поучительно

сравнить (5.38) с теоремой 1 статьи [110], где соотношение дополнитель-

ности между когерентностью и смешанность выражается через величины

(5.4) и (5.34).

Полезно рассмотреть свойства α-квантификаторов когерентности на

простейшем примере одиночного кубита. Здесь многие результаты допуска-

ют явные аналитические выражения. По отношению к выбранному базису

матрица плотности записывается в виде

ω =

(
u w∗

w 1 − u

)
. (5.39)

Чтобы не загромождать формулы, мы будем далее опускать в обозначениях

символ двухмерного базиса. Поскольку матрица ω положительна, положи-

тельны и её диагональные матричные элементы, так что вещественный

параметр u лежит между 0 и 1. Собственные значения матрицы (5.39)

записываются в виде

λ± =
1

2
±
√(

u − 1

2

)2

+ |w|2 . (5.40)

Собственные значения должны быть неотрицательны и не больше 1, отку-

да |w| ≤ √
u(1 − u). Для целочисленных значений α > 0 квантификаторы

когерентности выражаются довольно простыми формулами. Для α = 1 мы

имеем

C1(ω) = h(u) − h(λ+) , (5.41)

где h(u) := − u ln u − (1 − u) ln(1 − u) обозначает бинарную энтропию

Шеннона. Далее записываем

C2(ω) =

(√
u2 + |w|2 +

√
(1 − u)2 + |w|2

)2

− 1 . (5.42)
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Заметим также, что Cℓ1(ω) = 2 |w| и Cℓ2(ω) = 2 |w|2. Для других цело-

численных α результирующие выражения получаются аналогично случаю

(5.42).

Один из способов изучения когерентности одного кубита заключает-

ся в следующем. Для данного значения u рассмотрим интервал изменений

соответствующего квантификатора. Минимум явно равен 0, а максимум

мы найдём, исследуя соответствующие функции переменной |w| в интер-

вале |w| ≤ √
u(1 − u). Таким образом, получаем

max
{
C2(ω) : |w| ≤

√
u(1 − u)

}
= 2
√

u(1 − u) , (5.43)

max
{
Cℓ1(ω) : |w| ≤

√
u(1 − u)

}
= 2
√

u(1 − u) . (5.44)

Для данного u квантификаторы когерентности C2(ω) и Cℓ1(ω) покрывают

один и тот же интервал значений. Далее, их максимальные значения до-

стигаются для одних и тех же состояний. Эти состояния чистые, так как

|w|2 = u(1 − u) влечёт λ+ = 1 и λ− = 0. Квантификаторы когерентности

равны нулю для полностью некогерентных состояний, когда w = 0.

Рассмотрим максимум Cα(ω) для заданного u аналогично (5.43) и

(5.44). На рис. 5.1 этот максимум показан как функция от u для несколь-

ких целочисленных значений α. В частности, сплошная линия показывает

оба максимума (5.43) и (5.44). Кривые нарисованы только для полови-

ны интервала u ∈ [0; 1], так как они симметричны относительно прямой

u = 1/2. Поведение всех четырёх кривых оказывается подобным. В каждом

случае диапазон между осью абсцисс и кривой показывает те значения,

которые покрываются соответствующим квантификатором. Следовательно,

α-квантификатор когерентности представляется более чувствительным для

больших значений α. С другой стороны, меры когерентности должны под-

чиняться свойствам монотонности. Без выполнения этих свойств любой

кандидат на роль меры когерентности должен быть отклонён.

В случае d = 2 формула (5.38) приводит к соотношению

Cα(ω) + M(ω) ≤ 1 , (0 < α ≤ 2) .

Для одиночного кубита можно получить даже более плотное соотношение
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Рис. 5.1: Максимальное значение Cα(ω) в зависимости от u показано штрихованной

линией для α = 1, сплошной линией для α = 2, штрих-пунктирной линией для α = 3 и

пунктиром для α = 4.

комплементарности. В частности, получаем

4u(1 − u) ≤ C2(ω) + M(ω) ≤ 2
√

u(1 − u) . (5.45)

Целесообразно также сопоставить неравенство (5.45) с точным выражени-

ем

Cℓ1(ω)2 + M(ω) = 4u(1 − u) . (5.46)

На рис. 5.2 левая часть (5.45) показана штрихованной линией, а правая

часть (5.45) — сплошной линией. Здесь первое значение достигается для

полностью некогерентных состояний, тогда как последнее имеет место для

чистых состояний. Для каждого u щель между этими линиями показы-

вает диапазон, покрываемый значениями суммы C2(ω) + M(ω). Таким об-

разом, эта сумма изменяется в достаточно узком интервале. Она похожа

на сумму (5.46), но последняя квадратична по мере когерентности. Таким

образом, уменьшение когерентности будет скорее сопровождаться неко-

торым увеличением смешанности. Рисунок 5.2 также иллюстрирует, что

118



соотношение C2(ω) + M(ω) ≤ 1 является достаточно плотным, если диа-

гональные элементы (5.39) существенно не отличаются друг от друга. В

случае одиночного кубита рассматриваемые квантификаторы когерентно-

сти обнаруживают поведение, аналогичное мере (5.4). Существуют так-

же естественные взаимосвязи между когерентностью и смешанностью, что

ярко демонстрируется квантификатором (5.27). Таким образом, квадратич-

ная функция (5.27) предоставляет полезный альтернативный подход для

количественной оценки уровня когерентности. Чтобы окончательно обос-

новать это утверждение, следует рассмотреть вопрос о монотонности вве-

дённых мер по отношению к действию квантовых операций. Оказывает-

ся, что свойства монотонности α-квантификаторов когерентности удаётся

обеспечить только в обобщённой формулировке, зависящей от α.
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Рис. 5.2: Минимальное и максимальное значения суммы C2(ω)+M(ω) как функции u.

Поведение мер когерентности при трансформации квантовых состоя-

ний является принципиально важным [93]. Естественно ожидать, что уро-

вень когерентности не может повыситься в результате смешивания. Пусть

{ρn} является набором матриц плотности, и пусть положительные числа
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pn удовлетворяют
∑

n pn = 1. Для всех α ∈ (0; 2] мы имеем

Cα

(
E
∣∣∣
∑

n
pnρn

)
≤
∑

n
pn Cα(E|ρn) . (5.47)

Этот результат немедленно следует из совместной выпуклости (5.13) и

определения (5.20). Здесь мы воздержимся от детального вывода. Следо-

вательно, для α ∈ (0; 2] квантификатор (5.20) удовлетворяет одному из

свойств, перечисленных в [93]. Изменения мер когерентности при дей-

ствии на состояния некоторых форм квантовых операций имеют исклю-

чительно большое значение. Авторы работы [93] сфокусировали внимание

на некогерентных операциях двух определённых классов. Первая форму-

лировка свойства монотонности звучит следующим образом. Вспомним,

что понятие когерентности зависит от базиса. Пусть E ′ — заданный орто-

нормированный базис, по отношению к которому введены некогерентные

состояния выходной системы с пространством HB. Некогерентная кванто-

вая операция определяется как сохраняющее след вполне положительное

отображение ΦI : L(HA) → L(HB), операторы Крауса которого подчиня-

ются свойству

ρ ∈ I(E) =⇒ KnρK
†
n

Tr(KnρK
†
n)

∈ I(E ′) . (5.48)

Для α ∈ (0; 2] квантификатор когерентности (5.20) является монотонным

при некогерентных операциях первого класса в смысле соотношения

Cα

(
E ′|ΦI (ρ)

)
≤ Cα(E|ρ) . (5.49)

Это заключение прямо следует из свойства (5.12) и определения (5.20),

включающего процедуру минимизации.

Свойство монотонности при некогерентных селективных измерениях

является более жёстким требованием [93]. Формулировка (5.49) относит-

ся к ситуации, в которой утрачивается информации об итогах измерений.

Если результаты измерений сохраняются, то дальнейшие операции выби-

раются в соответствии с этими результатами. Такие операции также опи-

сываются множеством операторов Крауса {Kn}, но теперь эти операторы

могут иметь разные пространства вывода, хотя пространство ввода одно и

то же. Итак, мы рассматриваем набор операторов

Kn : HA → HBn ,
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которые удовлетворяют соотношению полноты

∑
n
K†

nKn = 111111A . (5.50)

Каждому выходному пространству HBn назначается ортонормированный

базис E ′
n, используемый для определения некогерентных матриц плотно-

сти. Авторы статьи [93] сформулировали монотонность при некогерентных

селективных измерениях в виде соотношения

∑
n
pn C

(
E ′

n|ρn

)
≤ C(E|ρ) . (5.51)

Здесь выражение pn = Tr
(
KnρK

†
n
)

даёт вероятность n-го исхода, приводя-

щего к n-му частному выводу

ρn = p−1
n KnρK

†
n . (5.52)

Авторы статьи [104] назвали свойство (5.51) сильной монотонностью при

действии некогерентных каналов. В контексте микроскопических явлений

переноса некогерентные квантовые каналы рассмотрены в работе [111].

Оказывается, что α-квантификаторы когерентности подчиняются свойству

монотонности в видоизменённой формулировке.

Предложение 35 Пусть некогерентное состояние δρ ∈ I(E) удовлетво-

ряет равенству Cα(E|ρ) = Hα(ρ||δρ). Для всех α ∈ (0; 2] квантификатор

когерентности (5.20) при действии некогерентных селективных изме-

рений удовлетворяет неравенству

∑
n
pαnq1−α

n Cα(E ′
n|ρn) ≤ Cα(E|ρ) , (5.53)

где вероятности pn = Tr(KnρK
†
n) и qn = Tr(KnδρK

†
n), а вывод ρn определён

формулой (5.52).

Доказательство. Прежде всего заметим, что можно ввести множе-

ство операторов Крауса с одним и тем же выходным пространством. Точ-

нее, мы определяем пространство

H̃B :=
⊕

n

HBn , (5.54)
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где HBn есть выходное пространство n-го оператора Крауса Kn. Каждому

Kn : HA → HBn поставим в соответствие оператор

Ln =




000

· · ·
Kn

· · ·
000




. (5.55)

Таким образом, данный оператор представлен столбцом из блоков, причём

n-ый блок равен Kn, а все остальные блоки нулевые соответствующего

размера. Ясно, что оператор Ln преобразует векторы пространства HA в

векторы пространства H̃B. Для каждого n вводимые состояния ρ и δρ

отображаются соответственно в суб-нормированные выводимые матрицы

плотности

LnρL
†
n = diag

(
000 · · ·KnρK

†
n · · ·000

)
, (5.56)

LnδρL
†
n = diag

(
000 · · ·KnδρK

†
n · · ·000

)
. (5.57)

Итак, вывод (5.56) является блочно-диагональной матрицей с KnρK
†
n в ка-

честве блока (n, n) и остальными нулевыми блоками. Аналогичным обра-

зом, вывод (5.57) является блочно-диагональной матрицей с оператором

KnδρK
†
n в качестве единственного ненулевого блока (n, n). Согласно опре-

делению (5.8) мы сразу получаем

Hα

(
LnρL

†
n||LnδρL

†
n

)
= Hα

(
KnρK

†
n||KnδρK

†
n

)
. (5.58)

Теперь введём сохраняющее след вполне положительное отображение Φ̃I :

L(HA) → L
(
H̃B
)

в соответствии с формулой

Φ̃I (X) :=
∑

n
LnXL†

n . (5.59)

Сохранение следа вытекает из равенства L
†
nLn = K

†
nKn и того, что операто-

ры Крауса некогерентного селективного измерение удовлетворяют свойству

(5.50). При вводимом состоянии ρ вывод квантовой операции (5.59) можно

представить в виде

Φ̃I (ρ) =
∑

n
pn ρ̃n , (5.60)
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где ρ̃n = p−1
n LnρL

†
n. Обозначая δρn = q−1

n KnδρK
†
n, мы записываем ряд соот-

ношений, а именно

Hα(ρ||δρ) ≥ Hα

(
Φ̃I (ρ)||Φ̃I (δρ)

)
(5.61)

=
∑

n
Hα

(
LnρL

†
n||LnδρL

†
n

)
(5.62)

=
∑

n
Hα

(
KnρK

†
n||KnδρK

†
n

)
(5.63)

≥
∑

n
pαnq1−α

n Hα(ρn||δρn) . (5.64)

Здесь шаг (5.61) следует из (5.12), тогда как шаг (5.62) следует из (5.11).

Действительно, конструкция операторов (5.55) подразумевает ортогональ-

ность подпространств ran(LnρL
†
n) для различных значений индекса n. Да-

лее, шаг (5.63) следует из (5.58), и, наконец, шаг (5.64) основан на Пред-

ложении 32. Доказательство завершается комбинированием (5.64) с нера-

венством

Hα(ρn||δρn) ≥ Cα(E ′
n|ρn) ,

которое следует из определения (5.20) ввиду проводимой там минимиза-

ции. �

В случае α = 1 утверждение Предложения 35 сводится к неравен-

ству (5.51), записанному в терминах меры когерентности C1(E|ρ). Это

свойство было впервые доказано в [93]. В некотором смысле соотноше-

ние (5.53) является естественным расширением формулы (5.51). Итак,

α-квантификаторы когерентности также можно рассматривать как моно-

тонные, но соответствующее неравенство сложнее по своей формальной

структуре и зависит от α. В частности, формулировка теперь включает в

себя значения вероятностей qn, рассчитанных для некогерентного состо-

яния (5.26). Отметим, что вероятности qn фактически определяются рас-

сматриваемым состоянием ρ, но не так непосредственно, как вероятности

pn. В свете полученных выше результатов построение мер когерентности,

которые подчиняются свойству монотонность только в форме (5.51), пред-

ставляется нам достаточно проблематичным. Единственными известными

примерами являются меры когерентности Cℓ1(E|ρ) и C1(E|ρ). Конечно, мы

не рассматриваем здесь какую-либо линейную комбинацию упомянутых

двух величин. Поскольку наложенные свойства линейны по квантифика-
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тору когерентности, линейная комбинация из двух или более конкретных

мер будет подчиняться этим свойствам всякий раз, когда им удовлетворяют

отдельные слагаемые.

В связи с рядом вопросов, поставленных ранее в отношении величи-

ны Cℓ2(E|ρ), мы сопоставим два квантификатора когерентности, выражаю-

щихся как однородные квадратичные функции матричных элементов. Эти

величины определяются формулами (5.5) и (5.27) соответственно. Авторы

работы [93] проиллюстрировали на примере, что мера когерентности (5.5)

не является монотонной при некогерентных селективных измерениях. По-

учительно использовать этот пример для тестирования свойства (5.53),

описывающего монотонность α-квантификатора когерентности (5.27). В

рассматриваемом примере используется один и тот же базис в простран-

ствах ввода и вывода. Для краткости будем опускать символы E и E ′ в

дальнейших расчетах. Два оператора Крауса записываются в виде

K1 =




0 1 0

0 0 0

0 0 a


 , K2 =




1 0 0

0 0 b

0 0 0


 , (5.65)

причём комплексные числа a и b удовлетворяют |a|2 + |b|2 = 1. Рассмотрим

также матрицу плотности

̺ =
1

4




1 0 1

0 2 0

1 0 1


 . (5.66)

Нормированные частные выводы записываются как

̺1 =
1

2 + |a|2




2 0 0

0 0 0

0 0 |a|2


 , (5.67)

̺2 =
1

1 + |b|2




1 b∗ 0

b |b|2 0

0 0 0


 . (5.68)

Соответствующие вероятности появления этих выводов равны

p1 =
2 + |a|2

4
, p2 =

1 + |b|2
4

. (5.69)
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Для α = 2 дивергенция Цаллиса минимизируется с помощью некогерент-

ного состояния, отличные от нуля элементы которого пропорциональны

квадратным корням диагональных элементов матрицы ̺2, а именно

δ̺ =
1

2 +
√

2




1 0 0

0
√

2 0

0 0 1


 . (5.70)

Вычисляя квантификатор когерентности (5.27), мы получаем

C2(̺) = H2(̺||δ̺) =
2
√

2 − 1

4
. (5.71)

Используя δ̺ как вводимое состояние, находим соответствующие вероят-

ности

q1 = Tr(K1δ̺K
†
1) =

√
2 + |a|2

2 +
√

2
, (5.72)

q2 = Tr(K2δ̺K
†
2) =

1 + |b|2
2 +

√
2

. (5.73)

Для матриц плотности (5.68) вычисления дают C2(̺1) = 0 и

C2(̺2) =
2 |b|

1 + |b|2 . (5.74)

Для всех |b| ∈ [0; 1] мы рассматриваем величину

p2
1q

−1
1 C2(̺1) + p2

2q
−1
2 C2(̺2) =

2 +
√

2

8
|b| ≤ 2 +

√
2

8
≈ 0.4268 , (5.75)

которая строго меньше квантификатора C2(̺) =
(
2
√

2 − 1
)
/4 ≈ 0.4571.

Данный пример иллюстрирует справедливость результата (5.53). Он так-

же показывает, что зависящая от α формулировка (5.53) действительно

необходима. Иными словами, для квантификатора (5.27) свойство моно-

тонности в формулировке (5.51) может и не иметь места. Чтобы это уви-

деть, мы записываем

p1 C2(̺1) + p2 C2(̺2) =
|b|
2

. (5.76)

Правая часть (5.76) возрастает вплоть до значения 0.5 для |b| = 1, во

многих случаях превосходя значение C2(̺) ≈ 0.4571. Представленные ре-

зультаты дают доказательство того, что α-квантификаторы не подчиняют-

ся, вообще говоря, свойству сильной монотонности в обычной формули-

ровке (5.51). С другой стороны, эти величины безусловно удовлетворяют
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свойству монотонности в обобщённой формулировке (5.53). Таким обра-

зом, свойство монотонности квантификаторов когерентности при некоге-

рентных селективных измерениях является достаточно ёмким по своему

характеру. Само по себе данное свойство не следует непосредственно из

монотонности квантовых относительных энтропий.

Рассматриваемый пример позволяет также ответить на следующий

логичный вопрос. Квантификатор когерентности (5.5) не удовлетворяет

свойству монотонности при некогерентных селективных измерениях в ви-

де (5.51). В принципе, мы могли бы предположить, что монотонность ве-

личины (5.5) имеет место в формулировке, аналогичной (5.53). Другими

словами, возьмём сумму

∑
n
pαn r1−α

n Cℓ2(ρn) , (5.77)

где rn = Tr(Knδ∗K
†
n), а состояние δ∗ получено из ρ обнулением недиаго-

нальных элементов. Рассматренный выше пример показывает, что (5.77)

может превосходить Cℓ2(ρ). Действительно, входное состояние (5.66) яв-

ляется таким, что rn = pn для n = 1, 2. Следовательно, в данном примере

сумма (5.77) совпадает с суммой

∑
n
pn Cℓ2(̺n) ,

которая, как уже известно благодаря [93], нарушает требование монотон-

ности в виде (5.51). Таким образом, квантификатор когерентности (5.5) не

является монотонным даже в обобщённом смысле (5.53). Этот вывод пока-

зывает, что результат (5.53) является глубоко нетривиальным. Кроме того,

в пределе α → 1 он сводится к стандартной формулировке (5.51). Следо-

вательно, мы можем трактовать (5.53) как естественное и обоснованное

расширение соотношения (5.51).

Мы проанализировали квантификаторы уровня квантовой когерент-

ности, основанные на α-дивергенциях типа Цаллиса. Эти величины до-

пускают достаточно простое выражение в терминах матричных элемен-

тов. Были доказаны естественные соотношения комплементарности меж-

ду квантификаторами когерентности и степенью смешанности измеремого

состояния. Основные свойства введённых величин были дополнительно
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проиллюстрированы на примере одиночного кубита. Большинство свойств

квантификаторов когерентности естественно вытекает из общих свойств

квантовых относительных энтропий типа Цаллиса. Свойство монотонности

при некогерентных селективных измерениях является более интересным и

сложным вопросом. Ранее свойство монотонности в стандартной форму-

лировке было установлено для двух мер, основанных соответственно на

ℓ1-норме и на стандартной относительной энтропии [93]. Для квантифика-

тора когерентности на основе следовой метрики известны только частные

результаты, в которых проявляется монотонность [104]. Нами было дока-

зано, что α-квантификаторы когерентности действительно монотонны при

некогерентных селективных измерениях, но в обобщённой и зависящей

от параметра α формулировке (5.53). В пределе α → 1 эта формулиров-

ка непосредственно редуцируется к стандартной формулировке, предло-

женной в [93]. В этом смысле результат (5.53) является параметрическим

расширением стандартного соотношения (5.51). Можно предположить, что

два упомянутых примера, удовлетворяющих именно формуле (5.51), явля-

ются единственными такими величинами.

Полученное семейство включает в себя квантификатор, выраженный

через возведённые в квадрат модули матричных элементов. В несколь-

ких отношениях эта величина отличается от меры когерентности, инду-

циированной квадратом ℓ2-нормы. В обоих случаях (5.4) и (5.5) ближай-

шее к заданному некогерентное состояние получается обнулением всех

недиагональных элементов ρ. За исключением случая α = 1, нахожде-

ние минимизирующего некогерентного состояния в формуле (5.20) для α-

квантификатора осуществляется более сложным путём. Тем не менее, для

квантовых α-дивергенций типа Цаллиса требуемый ответ выражается в за-

мкнутом аналитическом виде. Сомнительно, что это окажется возможным

для квантовых f -дивергений в целом. В настоящее время активно исследу-

ются так называемые “сэндвич”-дивергенции [112]. Относительные энтро-

пии такого рода можно было бы использовать для того, чтобы ввести кван-

тификаторы когерентности. Но получение минимизирующего когерентного

состояния представляется здесь довольно сложным. Сравнивая два квад-
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ратичных квантификатора когерентности, мы пришли к следующему вы-

воду. Для индуцированнаго квадратом ℓ2-нормы квантификатора свойство

монотонности нарушается также и в обобщённой формулировке. Авторы

работы [94] предположили, что квадратный корень из (5.5) может подчи-

няться всем налагаемым на меры когерентности свойствам, включая мо-

нотонность при некогерентных селективных измерениях. В свете получен-

ных нами результатов, эта гипотеза представляется достаточно спорной. С

другой стороны, использование квадратного корня из (5.5) как меры ко-

герентности вряд ли проще, чем применение величины (5.27). Последняя,

как мы видели, удовлетворяет всем предъявляемым к мерам когерентности

требованиям с учётом формулировки (5.53).

Обычно когерентность рассматривается по отношению к выделенно-

му ортонормированному базису. С другой стороны, в квантовой теории

информации широко используются ПОЗМ-измерения [4]. Из результатов

статьи [38] следует, что во многих случаях можно ограничиться рассмотре-

нием ПОЗМ-измерений с элементами ранга 1. Квантификаторы когерент-

ности по отношению к таким измерениям вводятся следующим образом

[113]. Рассмотрим множество N кет-векторов в d-мерном пространстве та-

ких, что операторы

Mj = |µj〉〈µj| (5.78)

формируют неортогональное разложение единицы. Обозначив i-ую ком-

поненту j-ого вектора через µij, составим матрицу размером d × N . Ввиду

соотношения полноты строки этой матрицы взаимно ортогональны. Добав-

ляя (N−d) подходящих строк, построим в итоге унитарную N×N -матрицу.

Столбцы этой матрицы образуют ортонормированный базис B̃ в расширен-

ном N -мерном пространстве. Этот случай является простейшим примером

расширения Наймарка [114, 115]. Столбцы результирующей унитарной

матрицы имеют вид

|µ̃j〉 :=

(
|µj〉
|µ′j〉

)
. (5.79)

Исходной матрице плотности ставится в соответствие блочно-диагональная
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матрица ρ̃ = diag(ρ, 000), так что для всех α > 0 получаем

〈µ̃i|ρ̃α|µ̃j〉 = 〈µi|ρα|µj〉 . (5.80)

Следует отметить, что имеющаяся свобода в построении унитарной N ×N -

матрицы не влияет на матричные элементы вида (5.80). Тем самым прихо-

дим к семейству α-квантификаторов когерентности [113]

C(B̃)
α (ρ̃) =

1

α− 1

{(∑
j
〈µj|ρα|µj〉1/α

)α
− 1

}
. (5.81)

Как уже было отмечено выше, результат вычислений не зависит от выбран-

ного расширения Наймарка. Квантификатор (5.81) определяется только

теми объектами, которые относятся к исходному пространству состояний.

Так как построение использует ортонормированный базис в расширенном

пространстве, этим же путём обобщаются свойства, доказанные ранее для

α-квантификаторов когерентности по отношению к заданному ортонорми-

рованному базису.
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Глава 6

Энтропийные соотношения

неопределённостей для экстремальных

“распутываний” супероператоров

Принцип неопределённостей Гейзенберга является одной из фунда-

ментальных физических концепций. Идея о неизбежом влиянии процесса

наблюдения на наблюдаемый объект и сопутствующие выводы сыграли

известную роль в развитии других научных дисциплин. Несмотря на про-

шедшее с момента публикации время, окончательное мнение о должной

формулировке соотношений неопределённостей всё ещё отсутствует. Боль-

шинство известных формулировок принципа неопределённостей касаются

наблюдаемых или, в более общем плане, ПОЗМ-измерений. Как квантовое

измерение, так и унитарная эволюция являются простыми формами изме-

нения состояний в квантовой теории [116]. Формализм квантовых опера-

ций, или супероператоров, теперь является стандартным инструментом для

описания квантовых процессов. Ниже мы рассматриваем вопрос о том, как

сформулировать принцип неопределённостей для супероператоров. Оказы-

вается, что один из возможных путей обеспечивается понятием экстре-

мального “распутывания” данного супероператора. Для энтропии Шеннона

экстремальность в этом смысле рассматривалось в работе [117]. В качестве

энтропийных функционалов мы будем использовать энтропии Цаллиса и

Ре́ньи. Чтобы сформулировать соотношения неопределённостей, для за-

данного входного состояния и супероператора мы находим экстремальное
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распутывание, сводящее все энтропии Цаллиса к минимуму одновременно.

Случай энтропии Ре́ньи формулируется не столь однозначно.

Для заданного вероятностного распределения энтропия Цаллиса

определяется формулой (3.2). В данной главе мы будем рассматривать свя-

занные энтропийные параметры, которые удобно обозначить через α и β.

Тогда энтропию Цаллиса запишем в виде

Hα(p) :=
1

1 − α

(∑
i
pαi − 1

)
. (6.1)

Полезно переписать это выражение как

Hα(p) = −
∑

i
pαi lnα(pi) (6.2)

где α-логарифм положительной переменной ξ определяется формулой (2.6).

В пределе α → 1 имеем lnα(ξ) → ln ξ, так что (6.1) сводится к энтропии

Шеннона. Мы также будем использовать α-энтропию Ре́ньи, определенную

для α 6= 1 как [42]

Rα(p) :=
1

1 − α
ln
(∑

i
pαi
)

. (6.3)

Ре́ньи α-энтропия также совпадает с энтропией Шеннона в пределе α→ 1.

Существует множество различных связей между обобщёнными энтропия-

ми [118]. Мы будем применять равенство

(1 − α)Rα(p) = ln
(
1 + (1 − α)Hα(p)

)
, (6.4)

которое сразу следует из (6.1) и (6.3).

В дальнейшем понадобятся некоторые сведения из линейной алгебры.

Пусть H — конечномерное гильбертово пространство. Для двух векторов

ψ,ϕ ∈ H их внутреннее произведение обозначается через 〈ψ ,ϕ〉. Для

двух операторов X и Y на H скалярное произведение Гильберта–Шмидта

задаётся выражением

〈X ,Y〉HS := Tr(X†Y) . (6.5)

Это скалярное произведение индуциирует норму Фробениуса, которая так-

же получается из q-норм Шаттена (1.3) для q = 2:

‖X‖2 = 〈X ,X〉1/2HS .
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Как ясно из (1.3), квадрат нормы Фробениуса равен сумме квадратов син-

гулярных чисел. Наибольшее сингулярное число даёт спектральную норму

(1.5).

Обобщённое квантовое измерение описывается неортогональным

разложением единицы, или “положительной операторно-значной мерой”

(ПОЗМ). Это множество {Mi} положительно полуопределенных операто-

ров, удовлетворяющих соотношению полноты

∑
i
Mi = 111111 .

В некоторых отношениях сами квантовые измерения могут рассматривать-

ся как объект обработки информации [119]. Рассмотрим линейное отобра-

жение Φ, которое переводит линейные операторы на H в линейные опе-

раторы на H′, а также является вполне положительным и сохраняет след.

Следуя лекциям [120], мы называем такие отображения “супероператора-

ми”. Каждый супероператор имеет представление в терминах операторов

Крауса, а именно [4, 116]

Φ(X) =
∑

i
Ai XA

†
i , (6.6)

причём операторы Ai отображают элементы исходного пространства H в

элементы выходного пространства H′. Сохранение следа означает выпол-

нение условия ∑
i
A

†
i Ai = 111111 , (6.7)

где 111111 обозначает единичный оператор на H. Представление вида (6.6) не

является единственным [25]. Для данного супероператора Φ существует

целое семейство наборов A = {Ai}, которые приводят к (6.6). В рабо-

те [117] каждый конкретный набор A = {Ai}, дающий (6.6), называется

“распутыванием” супероператора Φ. Данная терминология следует работе

[121], автор которой использовал этот термин для представлений кинети-

ческого мастер-уравнения. Как известно, два представления Крауса одного

и того же супероператора связаны соотношением

Bi =
∑

j
Aj uji , (6.8)
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причём квадратная матрица U = [[uij]] является унитарной [120]. В фор-

муле (6.8) мы полагаем, что множества A и B содержат одинаковое ко-

личество элементов. Для данного оператора плотности ρ и распутывания

A = {Aj} можно ввести матрицу

Π(A|ρ) :=
[[
〈Ai

√
ρ ,Aj

√
ρ 〉HS

]]
≡
[[

Tr(A
†
iAjρ)

]]
. (6.9)

Диагональный элемент pi = Tr(A
†
iAiρ) явно положителен и даёт вероят-

ность i-го эффекта. В терминах этих вероятностей мы вводим энтропии

Hα(A|ρ) и Rα(A|ρ) согласно формулам (6.1) и (6.3) соответственно. По

определению матрица Π(A|ρ) эрмитова. Если элементы двух множеств

A = {Ai} и B = {Bj} удовлетворяют соотношению (6.8), то, используя

свойства скалярного произведения, мы имеем

〈Bi
√
ρ ,Bk

√
ρ 〉HS =

∑
jl
u∗

ji ulk 〈Aj
√
ρ ,Al

√
ρ 〉HS . (6.10)

В компактном виде, соотношение (6.10) между матрицами читается как

Π(B|ρ) = U†
Π(A|ρ)U . (6.11)

Таким образом, если оба множества A и B являются распутываниями од-

ного и того же супероператора, то матрицы Π(A|ρ) и Π(B|ρ) унитарно

подобны. Ввиду эрмитовости, все матрицы вида Π(A|ρ), соответствующие

одному и тому же супероператору, унитарно подобны единственной, с точ-

ностью до перестановок, диагональной матрице

D = diag
(
λ1,λ2, . . . ,λr

)
, (6.12)

где r есть число элементов, а λi — собственные значения каждой из этих

матриц. Отметим, что среди указанных собственных значений могут встре-

титься нули. Поэтому все матрицы вида Π(A|ρ) являются положительно

полуопределенными.

Для заданного распутывания A = {Ai} и оператора плотности ρ мы

получаем конкретную матрицу Π(A|ρ), которую можем диагонализовать с

помощью унитарной матрицы

V†
Π(A|ρ)V = D . (6.13)
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Определим конкретное распутывание A(ex)
ρ , чьи операторы связаны с мно-

жеством A формулой

A
(ex)
i =

∑
j
Aj vji , (6.14)

причём унитарная матрица V = [[vji]] диагонализует Π(A|ρ). Оказывается,

что распутывание (6.14) обладает свойством экстремальности по отно-

шению к α-энтропиям Цаллиса для всех α ∈ (0;∞) и α–энтропиям Ре́ньи

для α ∈ (0; 1] (случай α = 1 приводит к энтропии Шеннона).

Предложение 36 Пусть распутывание A(ex)
ρ определено для заданных

матрицы плотности ρ и супероператора Φ согласно формуле (6.14).

Для каждого распутывания A супероператора Φ, справедливы неравен-

ства

Hα(A(ex)
ρ |ρ) ≤ Hα(A|ρ) ∀ α ∈ (0;∞) , (6.15)

Rα(A(ex)
ρ |ρ) ≤ Rα(A|ρ) ∀ α ∈ (0; 1] . (6.16)

Доказательство. Прежде всего отметим, что имеем Π(A(ex)
ρ |ρ) =

D с вероятностями эффектов λj. С учетом Π(A|ρ) = VDV†, вероятности

pi = Tr(A
†
iAiρ) различных эффектов распутывания A связаны с числами

λj равенством

pi =
∑

j
vij λj v

∗
ij =

∑
j
sij λj , (6.17)

где sij = vij v∗ij. Матрица [[sij]] = S = VV† является унистохастической, так

что

∑
i
sij = 1 ∀ j , (6.18)

∑
j
sij = 1 ∀ i . (6.19)

Теперь мы используем данные соотношения и тот очевидный факт, что для

α > 0 функция ξ 7→ ηα(ξ) = (ξα− ξ
)/

(1−α) вогнута в диапазоне ξ ∈ [0; 1].

Согласно неравенству Иенсена, запишем

Hα(A|ρ) =
∑

i
ηα

(∑
j
sij λj

)
≥
∑

i

∑
j
sij ηα(λj)

=
∑

j
ηα(λj) = Hα(A(ex)

ρ |ρ) . (6.20)
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Тем самым неравенство (6.15) доказано. Замечаем далее, что для 0 < α < 1

функция y 7→ (1− α)−1 ln
(
1 + (1− α)y

)
возрастает в интервале y ∈ [0;∞).

Объединение равенства (6.4) с (6.15) даёт (6.16). �

Для энтропии Шеннона проблема “минимального” распутывания бы-

ла рассмотрена в [122] и позже в [117]. В известном смысле диагонализа-

ция матрицы Π(A|ρ) фактически эквивалентно экстремальным условиям,

которые были получены в [117] методом множителей Лагранжа. Основан-

ный на локальном рассмотрении подход дополняется приведенным выше

доказательством, основанным на вогнутости. Предложенный нами метод

позволяет доказать экстремальность прямо из (6.14). Таким образом, для

заданного состояния ρ все энтропии Цаллиса степени α ∈ (0;∞) и энтро-

пии Ре́ньи порядка α ∈ (0; 1) минимизируются одним и тем же распутыва-

нием данного супероператора. Вместе с тем, распутывание с операторами

(6.14) не обеспечивает, вообще говоря, минимизации остальных энтропий

Ре́ньи. Экстремальность распутывания по отношению к энтропии Ре́ньи

порядка α > 1 может зависеть также от самого параметра α. Решение

задачи экстремальности в такой формулировке представляется достаточно

сложным, так как энтропии Ре́ньи указанных порядков не являются ни

чисто выпуклыми, ни чисто вогнутыми.

Соотношения (6.15) и (6.16) имеют аналог в терминах ансамблей

чистых состояний, приводящих к заданному оператору плотности. В со-

ответствии с (6.1) и (6.3), для матрицы плотности ρ и α 6= 1 мы введём

квантовые энтропии Цаллиса и Ре́ньи

Hα(ρ) =
Tr
(
ρα − ρ

)

1 − α
, (6.21)

Rα(ρ) =
ln
(
Tr(ρα)

)

1 − α
. (6.22)

В случае α = 1 оба выражения сводятся к энтропии фон Неймана, запи-

сываемой как

H1(ρ) = − Tr
(
ρ lnρ

)
. (6.23)

В работах [123, 124, 125] проанализированы дифференциальные энтропии

Ре́ньи и их связь с асимптотическим поведением некоторых ортогональных

полиномов, использующихся в задачах квантовой механики. Рассмотрение
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дифференциальной энтропии Шеннона в аналогичном ключе дано в ста-

тьях [126, 127]. Следует отметить, что дифференциальные энтропии не

являются, вообще говоря, знакоопределёнными.

Пусть {pi,ψi} — ансамбль нормированных чистых состояний, такой

что 〈ψi ,ψi〉 = 1 и
∑

i pi = 1, который приводит к оператору плотности ρ,

а именно ∑
i
piψiψ

†
i = ρ =

∑
j
λj ϕj ϕ

†
j . (6.24)

В общем случае состояния ψi не являются взаимно ортогональными. Пра-

вая часть (6.24) даёт спектральное разложение оператора плотности ρ, так

что векторы ϕj образуют ортонормированный базис в пространстве H. Со-

гласно теореме о классификации ансамблей [44], для некоторой унитарной

матрицы [[uij]] имеем

√
piψi =

∑
j
uij

√
λj ϕj . (6.25)

Из (6.25) и 〈ϕj ,ϕk〉 = δjk следует, что pi =
∑

j sij λj, где sij = u∗
ijuij являются

элементами унистохастической матрицы. Изменяя обозначения в формуле

(6.20), мы в результате получаем

Hα(ρ) = Hα(λ) ≤ Hα(p) ∀ α ∈ (0;∞) , (6.26)

Rα(ρ) = Rα(λ) ≤ Rα(p) ∀ α ∈ (0; 1] . (6.27)

В пределе α → 1 оба неравенства сводятся к − Tr
(
ρ lnρ

)
≤ H1(p). Дан-

ное соотношение между энтропией фон Неймана матрицы плотности ρ и

энтропией Шеннона соответствующего ансамбля хорошо известно [45]. В

случае энтропии Цаллиса этот результат можно переформулировать при-

менительно к ансамблям смешанных состояний. Пусть заданный ансамбль

{pi,ωi} такой, что Tr(ωi) = 1 и
∑

i pi = 1, даёт оператор плотности

ρ =
∑

i
pi ωi =

∑
ij
pi νij ϕij ϕ

†
ij , (6.28)

где ωi =
∑

j νij ϕij ϕ
†
ij. Применяя неравенство (6.26) к правой части (6.28),

имеем

Hα(ρ) ≤ −
∑

ij
pαi ν

α
ij lnα(piνij) = −

∑
ij
pαi ν

α
ij

(
lnα(νij) + ν1−α

ij lnα(pi)
)

= −
∑

i
pαi
∑

j
ναij lnα(νij) −

∑
i
pαi lnα(pi) . (6.29)
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Здесь было использовано тождество lnα(xy) = lnα(y) + y1−α lnα(x). Добав-

ляя следствия вогнутости функции ξ 7→ ηα(ξ), мы окончательно записыва-

ем ∑
i
pi Hα(ωi) ≤ Hα(ρ) ≤

∑
i
pαi Hα(ωi) + Hα(p) . (6.30)

Неравенство слева можно доказать следующим образом. Для любого во-

гнутой функции ξ 7→ f (ξ) функционал Tr
(
f (X)

)
также является вогнутым

на множестве эрмитовых операторов X (см., например, раздел III в ста-

тье [46]). Мы также замечаем, что Hα(ρ) = Tr
(
ηα(X)

)
. В пределе α → 1

неравенства (6.30) сводятся к известным оценкам для энтропии фон Ней-

мана [45]. Представляется, что такая трактовка не подходит для энтропии

Ре́ньи. Действительно, α-энтропия Цаллиса обладает свойством сильной

аддитивностью, что не имеет место для энтропии Ре́ньи [130].

Выяснив основные свойства экстремальных распутываний суперопе-

раторов, перейдём к формулировке соотношений неопределённостей в рам-

ках энтропийного подхода. Чтобы получить такие соотношения, мы будем

использовать версию теоремы Марселя Рисса (см., например, теорему 297

в книге [78]). Пусть x ∈ C
n — n-мерный набор комплексных чисел xj, а

T = [[tij]] — m × n матрица. Определим число ϑ как максимальное среди

модулей |tij|, т.е.

ϑ := max {|tij| : 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} . (6.31)

Каждая матрица T описывает линейное преобразование C
n → C

m, которое

каждому x ставит в соответствие m-мерный вектор y ∈ C
m с элементами

yi(x) =
∑n

j=1
tij xj (i = 1, . . . ,m) . (6.32)

Для b ≥ 1 норма ℓb вектора x определяется выражением

‖x‖b :=

(∑
j
|xj|b

)1/b

. (6.33)

Для β > 0, мы будем использовать подобную функцию вероятностных

векторов, а именно

‖q‖β =

(∑
j
qβj

)1/β

. (6.34)
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Заметим, что правая часть (6.34) не является легитимной нормой для 0 <

β < 1. Теорема Рисса формулируется следующим образом.

Пусть m × n матрица T такова, что соотношение ‖y‖2 ≤ ‖x‖2 выпол-

нено для всех x ∈ C
n. Тогда для сопряжённых в смысле 1/a + 1/b = 1

индексов a и b ∈ (1; 2) справедливо неравенство

‖y‖a ≤ ϑ(2−b)/b ‖x‖b . (6.35)

С помощью этого утверждения мы сейчас получим улучшенную версию

одного результата, доказанного в [129]. Каждому обобщённому разло-

жению единицы M = {Mi} и заданному смешанному состоянию ρ мы

ставим в соответствие вероятностный вектор p = {pi} с элементами

pi = Tr(Miρ) ≡ ‖M1/2
i

√
ρ ‖2

2. Другому разложению единицы N = {Nj} при-

сваивается вектор q = {qj} с элементами qj = Tr(Njρ) ≡ ‖N1/2
j

√
ρ ‖2

2.

Предложение 37 Для данного оператора плотности ρ и двух разложе-

ний единицы M = {Mi} и N = {Nj} справедливо неравенство

‖p‖α ≤ g(M,N|ρ)2(1−β)/β ‖q‖β , (6.36)

где 1/α + 1/β = 2 и 1/2 < β < 1, а функция g(M,N|ρ) определена

выражением

g(M,N|ρ) := max
{
(piqj)

−1/2 |Tr(MiNjρ)| : pi 6= 0, qj 6= 0
}

. (6.37)

Доказательство. Сначала рассмотрим случай, когда оба разложения

M = {Mi} и N = {Nj} ортогональны. Для всех значений i и j, удовлетво-

ряющих Tr(Miρ) 6= 0 и Tr(Njρ) 6= 0, мы введём операторы

ωi =
Mi

√
ρ

‖Mi
√
ρ ‖2

, πj =
Nj
√
ρ

‖Nj
√
ρ ‖2

. (6.38)

В силу определения имеем ‖ωi‖2 = 1 и ‖πj‖2 = 1. Поскольку оба разложе-

ния M = {Mi} и N = {Nj} являются ортогональными, мы также видим,

что

〈ωi ,ωk〉HS = δik , 〈πj ,πℓ〉HS = δjℓ . (6.39)

Матричные элементы преобразования T определяем равенством

tij = 〈ωi ,πj〉HS =
〈Mi

√
ρ ,Nj

√
ρ 〉HS

‖Mi
√
ρ ‖2 ‖Nj

√
ρ ‖2

. (6.40)
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Теперь мы перепишем (6.32) в виде

yi(x) = 〈ωi ,σ〉HS , (6.41)

где для некоторого x принято σ =
∑

j xj πj по определению. В силу (6.39)

получаем ‖σ‖2
2 =

∑
j |xj|2 и

σ =
∑

i
yi ωi +̟ , (6.42)

причём оператор ̟ таков, что 〈ωi ,̟〉HS = 0 для всех i. С учётом ортого-

нальности состояний ωi и неравенства треугольника для нормы запишем

соотношение

∑

i

|yi|2 =
∥∥∥
∑

i
yi ωi

∥∥∥
2

2
≤ ‖σ‖2

2 =
∑

j

|xj|2 . (6.43)

Таким образом, предусловие теоремы Рисса выполнено, т.е. преобразова-

ние T таково, что ‖y‖2 ≤ ‖x‖2 для всех x ∈ C
n.

Теперь мы применим (6.35) к значениям x′
j = ‖Nj

√
ρ ‖2. Положим

также y′
i = ‖Mi

√
ρ ‖2. Применяя соотношение полноты, запишем

111111
√
ρ =

∑
k
y′
kωk =

∑
j
x′

j πj ,

откуда немедленно

y′
i =

∑
j
〈ωi ,πj〉HS x′

j . (6.44)

Иными словами, вектор с элементами y′
i выражается через x′

j в соответ-

ствии с (6.32) и (6.40). Так как операторы Mi и Nj являются проективными,

мы имеем

pi = |y′
i|2 , qj = |x′

j|2 , (6.45)

откуда ‖p‖α = ‖y′‖2
a и ‖q‖β = ‖x′‖2

b с индексами α = a/2 и β = b/2. Из

неравенства (6.35) тогда следует, что соотношение

‖p‖1/2
α ≤ max

∣∣〈ωi ,πj〉HS

∣∣(1−β)/β ‖q‖1/2
β (6.46)

имеет место при условиях 1/α + 1/β = 2 и 1/2 < β < 1. Замечая, что мак-

симум модуля (6.40) действительно равен g(M,N|ρ), мы доказали (6.36)

в случае, когда оба раложения единицы M и N ортогональны.
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Чтобы обобщить (6.36) на случай двух произвольных разложений,

мы используем метод, предложенный в [128] и развитый далее в [129]. В

расширенном пространстве H ⊕ K разложения M и N реализуются как

новые разрешения M̃ и Ñ соответственно, причём разложение M̃ теперь

ортогонально в силу свойств расширения Наймарка (см., например, раздел

5.1 в книге [25]). Расширение можно построить таким образом, что для

любой матрицы плотности ρ на H выполнены равенства

Tr(Miρ) = Tr
(
M̃iρ̃

)
, Tr(Njρ) = Tr

(
Ñjρ̃
)

,

и Tr(MiNjρ) = Tr
(
M̃iÑjρ̃

)
. Это обусловлено тем, что ρ̃ построен из ρ путем

добавления подходящего количества нулевых строк и столбцов. Следова-

тельно, значения энтропий при расширении остаются неизменными [129]

g(M,N|ρ) = g(M̃, Ñ |ρ̃) . (6.47)

Применяя затем конструкцию с расширением к полученному после пер-

вого расширения Ñ , вопрос окончательно приводится к уже доказанному

случаю двух ортогональных разложений единицы. �

Используя простые преобразования, детально описанные в доказа-

тельстве предложения 3 статьи [129], неравенство (6.36) переформулиру-

ется в виде

Rα(M|ρ) + Rβ(N|ρ) ≥ −2 ln g(M,N|ρ) . (6.48)

Для чистого состояния это соотношение в терминах энтропий Ре́ньи сов-

падает с результатом, который был выведен в предыдущей работе [129].

Для спектрального разложения

ρ =
∑

λ
λψλψ

†
λ

мы введём определение

f (M,N|ρ) := max
{(

p(λ)
i q(λ)

j

)−1/2 |〈Miψλ ,Njψλ〉| : p(λ)
i 6= 0, q(λ)

j 6= 0
}

,

где вероятности равны p(λ)
i = ‖M1/2

i ψλ‖2

2 и q(λ)
j = ‖N1/2

j ψλ‖2

2. Ранее неравен-

ство (6.48), но с f (M,N|ρ) вместо g(M,N|ρ), было получено в [129]. Ес-

ли состояние ρ не является чистым, то мы имеем g(M,N|ρ) < f (M,N|ρ)
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и более сильную границу в (6.48). Для канонически сопряженных пере-

менных соотношения неопределённости в терминах энтропии Ре́ньи были

выведены в [131].

Перейдем к соотношениям неопределённостей с энтропиями Цалли-

са. Сумма Hα(p) + Hβ(q) не может быть сколь угодно малой из-за ограни-

чения (6.36). Мы перепишем эту сумму в виде

Hα(p) + Hβ(q) = φ(ξ, ζ) =
ξ− 1

1 − α
+
ζ − 1

1 − β
, (6.49)

где были введены переменные ξ =
∑

i p
α
i = ‖p‖αα и ζ =

∑
j q

β
j = ‖q‖ββ.

Предполагая α > 1 > β, мы очевидным образом имеем ограничения ξ ≤ 1 и

ζ ≥ 1. Заметим, однако, что последние неравенства могут и не выполняться

в случае наблюдаемых с непрерывным спектром.

 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 6.1: Область D, в которой ищется минимум функции φ(ξ, ζ), определённой в

(6.49).

Добавляя (6.36) в форме ζ ≥ γ ξβ/α, где γ = g(M,N|ρ)−2(1−β),
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мы рассмотрим задачу минимизации φ(ξ, ζ) при перечисленных условиях.

Здесь существенно, что g(M,N|ρ) ≤ 1 и, следовательно, γ ≥ 1. Дей-

ствительно, из неравенства Коши–Шварца для произведения Гильберта–

Шмидта следует, что модуль (6.40) не превышает 1. Задача формулируется

следующим образом. Мы ищем минимальное значение функции (6.49) в

области

D := {(ξ, ζ) : 0 ≤ ξ ≤ 1, 1 ≤ ζ < ∞, γ ξβ/α ≤ ζ} . (6.50)

Когда γ > 1, кривая ζ = γ ξβ/α отсекает нижний правый угол прямоуголь-

ника {(ξ, ζ) : 0 ≤ ξ ≤ 1, 1 ≤ ζ < ∞}, включая точку (1, 1), в которой φ = 0

(см. рис. 6.1). Внутри области D имеем

∂φ

∂ξ
=

1

1 − α
< 0 ,

∂φ

∂ζ
=

1

1 − β
> 0 , (6.51)

поскольку α > 1 > β. Таким образом, минимум достигается на границе

области D. Используя (6.51), задача наконец сводится к минимизации

φ(ξ, ζ) на сегменте кривой C : ζ = γ ξβ/α между точкой (ξ0, 1), где ξ0 =

γ−α/β, и точкой (1, γ). Подставляя ζ = (ξ/ξ0)
β/α в (6.49) и дифференцируя

по ξ, получаем

1

1 − α
+

β

α(1 − β)ξ

(
ξ

ξ0

)β/α
=

1

α− 1

(
1

ξ

(
ξ

ξ0

)β/α
− 1

)
, (6.52)

где мы использовали β/(1 − β) = α/(α− 1) в силу условия 1/α + 1/β = 2.

Когда ξ0 < 1, величина (6.52) cтрого положительна для ξ0 ≤ ξ ≤ 1, поэтому

минимальное значение достигается в точке (ξ0, 1) и равно

min
D

φ(ξ, ζ) = φ(ξ0, ζ) =
ξ0 − 1

1 − α
. (6.53)

В результате указанных вычислений мы видим, что сумма Hα(p) + Hβ(q)

ограничена снизу величиной

γ−α/β − 1

1 − α
=

g(M,N|ρ)2α(1−β)/β − 1

1 − α
=

g(M,N|ρ)2(α−1) − 1

1 − α
, (6.54)

которая записывается в виде φ(ξ0, 1) = lnα
(
g(M,N|ρ)−2

)
. Здесь мы при-

менили условие (1−β)/β = (α−1)/α, вытекающее из связи 1/α+1/β = 2.

Ввиду симметрии g(M,N|ρ) = g(N ,M|ρ), мы приходим к следующему

утверждению.

142



Предложение 38 Для данного оператора плотности ρ и двух разложе-

ний единицы M = {Mi} и N = {Nj} справедливо неравенство

Hα(M|ρ) + Hβ(N|ρ) ≥ lnµ
(
g(M,N|ρ)−2

)
, (6.55)

где 1/α + 1/β = 2 и µ = max{α, β}.

Неравенство (6.55) является соотношением неопределённостей в тер-

минах энтропий Цаллиса для двух обобщённых квантовых измерений. От-

метим, что формулировка соотношений неопределённостей с помощью эн-

тропий Цаллиса были в частных случаях пары координата-импульс [132] и

компонент спина 1/2 [133, 134]. Легко видеть, что соотношения неопреде-

лённостей (6.48) и (6.55) становятся тривиальными в детерминированном

классическом случае. Всякое квантовое состояние может быть представ-

лено нетривиальной смесью чистых состояний. Таким образом, уровень

неопределённостей при таком смешивании характеризуется некоторой ве-

личиной, добавочной по отношению к чисто квантовым неопределённости

в каждом из чистых состояний указанного ансамбля. Поэтому полностью

детерминированная ситуация имеет место, когда все задействованные опе-

раторы являются диагональными в одном и том же ортонормированном

базисе. Очевидно, что в этом случае мы имеем g = 1 с занулением правых

частей в неравенствах (6.48) и (6.55).

Интересно получить независящую от состояния версию соотношений

неопределённостей (6.48) и (6.55). Так как функция lnµ(x) возрастает для

µ > 0 и справедливы неравенства g(M,N|ρ) ≤ f (M,N|ρ) [129] и

f (M,N|ψ) ≤ max
{
‖M1/2

i N
1/2
j ‖∞ : Mi ∈ M, Nj ∈ N

}
=: f̄ (M,N ) , (6.56)

мы получаем

Rα(M|ρ) + Rβ(N|ρ) ≥ ln
(
f̄ (M,N )−2

)
, (6.57)

Hα(M|ρ) + Hβ(N|ρ) ≥ lnµ
(
f̄ (M,N )−2

)
. (6.58)

Заметим, что f̄ (M,N ) ≤ 1 обеспечивается неравенством ‖M1/2
i N

1/2
j ‖2

∞ ≤
‖Mi‖∞ ‖Nj‖∞ ≤ 1. Здесь первое неравенство является неравенством Коши–

Шварца

‖M1/2
i N

1/2
j ‖2

∞ ≤ ‖Mi‖∞ ‖Nj‖∞ ≤ 1 . (6.59)
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для обычных матричного произведения и спектральной нормы (см., напри-

мер, результат (4.50) в книге [135]), тогда как второе неравенство следует

из соотношения полноты. Неравенство f̄ (M,N ) ≤ 1 насыщается тогда и

только тогда, когда для некоторых элементов M0, N0 и ненулевого вектора

ϕ0 ∈ H одновременно имеют место два равенства M0ϕ0 = ϕ0 и N0ϕ0 = ϕ0.

Другими словами, равенство f̄ (M,N ) = 1 означает, что существуют опе-

раторы M0 ∈ M и N0 ∈ N , которые действуют как коммутирующие про-

екторы d непустом подпространстве K0 ⊂ H. В противном случае энтро-

пийная граница в правой части (6.58) заведомо нетривиальна. Итак, мы

распространили соотношение неопределённостей, высказанное в качестве

гипотезы в статье [136] и позже доказанное в [14], на энтропии Цаллиса

и обобщеённые квантовые измерения. Рассмотрим два конкретных физи-

ческих примера.

В качестве первого примера рассмотрим пару взаимно дополнитель-

ных наблюдаемых в d-уровневой системе. Пусть комплексные амплитуды

c̃k и cℓ связаны дискретным преобразованием Фурье

c̃k =
1√
d

d∑

ℓ=1

e2πikℓ/d cℓ , (6.60)

причём соответствующие вероятности равны pk = |c̃k|2 и qℓ = |cℓ|2. Преоб-

разование (6.60) является примером “канонического” преобразования, ко-

торое приводит к взаимно дополнительным наблюдаемым в конечномерном

пространстве [136]. Из ‖c̃‖2 = ‖c‖2 и (6.35) следует, что

‖c‖a ≤
(

1√
d

)(2−b)/b

‖c̃‖b , ‖c̃‖a ≤
(

1√
d

)(2−b)/b

‖c‖b , (6.61)

где 1/a + 1/b = 1 и 1 < b < 2. Возведением в квадрат мы получаем

‖q‖α ≤ (1/d)(1−β)/β‖p‖β и ‖p‖α ≤ (1/d)(1−β)/β‖q‖β при ограничениях на α

и β из Предложения 37. Записанное в симметричной по индексам форме,

соотношение неопределённостей в терминах энтропий Цаллиса имеет вид

Hα(p) + Hβ(q) ≥ lnµ(d) , (6.62)

в котором 1/α + 1/β = 2 и µ = max{α, β}. Для a = b = 2 неравенства

(6.61) обращаются в равенства. Таким образом, неравенство

H1(p) + H1(q) ≥ ln d
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является плотным том смысле, что оно может быть насыщено. Например,

это происходит тогда, когда одно из распределений {pk} и {qℓ} равномер-

ное и другое детерминированное). Скажем, пусть |c̃k| = 1/
√

d для всех k и,

далее, все cℓ, кроме одного, равны нулю. Для такого выбора неравенства

(6.61) также насыщаются с индексами a = ∞ и b = 1. Но этот случай

скорее формальный, так как Hα → 0 в пределе α → ∞. Чтобы получить

наиболее сильное соотношение неопределённостей, мы должны вычислить

совершенно точно (b, a)-нормe преобразования (6.60) для любой пары со-

пряженных индексов a и b.

Второй пример относится к паре наблюдаемых из азимутального угла

ϕ и компоненты углового момента Jz. Эти наблюдаемые допускают анало-

гичное рассмотрение до определённого момента. Далее проявляется важ-

ное отличие, связанное с непрерывным характером изменения азимуталь-

ного угла. Сначала рассмотрим случай, когда интервал изменения ϕ раз-

делён на некоторое количество экспериментальных интервалов — “бинов”.

Принимая один и тот же размер δϕ для всех бинов, причём отношение

2π/δϕ является строго положительным целым числом, мы вводим вероят-

ности

pk =

∫ (k+1)δϕ

kδϕ
|Ψ(ϕ)|2 dϕ , qℓ = |cℓ|2 . (6.63)

Здесь коэффициенты cℓ соответствуют разложению волновой функции по

собственным состояниям оператора Jz:

Ψ(ϕ) =
1√
2π

+∞∑

ℓ=−∞
cℓ e

iℓϕ . (6.64)

Используя теорему 192 книги [78] для интегральных средних и предпола-

гая β < 1 < α, мы имеем

1

δϕ

∫ (k+1)δϕ

kδϕ
|Ψ(ϕ)|2β dϕ ≤

(
1

δϕ

∫ (k+1)δϕ

kδϕ
|Ψ(ϕ)|2 dϕ

)β
(6.65)

и противоположное неравенство с α вместо β. Суммируя эти неравенства

по k с последующим возведением результатов в степени 1/β и 1/α соот-

ветственно, где b = 2β и a = 2α, мы окончательно записываем

‖Ψ‖2
b ≤ δϕ(1−β)/β ‖p‖β , δϕ(1−α)/α ‖p‖α ≤ ‖Ψ‖2

a . (6.66)
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Здесь нормы волновой функции выражаются стандартной формулой

‖Ψ‖b =

(∫ 2π

0

|Ψ(ϕ)|b dϕ

)1/b

. (6.67)

В наших обозначениях неравенства Юнга–Хаусдорфа записываются в виде

(см., например, раздел 8.17 в книге [78])

‖c‖a ≤
(

1√
2π

)(2−b)/b

‖Ψ‖b , ‖Ψ‖a ≤
(

1√
2π

)(2−b)/b

‖c‖b . (6.68)

Комбинируя подходящим образом неравенства (6.66) и (6.68), мы получаем

‖q‖α ≤
(
δϕ

2π

)(1−β)/β
‖p‖β , ‖p‖α ≤

(
δϕ

2π

)(1−β)/β
‖q‖β . (6.69)

Отсюда следует соотношение неопределённостей в терминах энтропий

Цаллиса, а именно

Hα(p) + Hβ(q) ≥ lnµ

(
2π

δϕ

)
, (6.70)

в котором 1/α+ 1/β = 2 и µ = max{α, β}. Когда µ→ 1, новое неравенство

(6.70) совпадает с соотношением в терминах энтропий Ре́ньи, получен-

ным в статье [131]. Другой способ представить энтропийные соотношения

неопределённостей для наблюдаемых ϕ и Jz связан с энтропиями плотно-

сти вероятности

w(ϕ) = |Ψ(ϕ)|2 .

Для 0 < α 6= 1, энтропийные α-функции определяются выражениями

Rα(w) :=
α

1 − α
ln ‖w‖α , (6.71)

Hα(w) :=
‖w‖αα − 1

1 − α
, (6.72)

где вспомогательный функционал ‖w‖α равен

‖w‖α =

(∫ 2π

0

w(ϕ)α dϕ

)1/α

. (6.73)

Последняя величина похожа на норму в функциональном пространстве,

но является таковой только для α ≥ 1. В пределе α → 1 оба выражения

приводят к дифференциальной энтропии Шеннона

H1(w) := −
∫ 2π

0

w(ϕ) lnw(ϕ) dϕ . (6.74)
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В отличии от энтропий дискретных случайных величин, дифференци-

альные энтропии в общем случае не являются положительно определён-

ными. Этот факт становится ясным из следующего рассмотрения. Если

0 < β < 1 < α, то в случае дискретных вероятностных распределений мы

заведомо имеем

‖p‖α ≤ 1 ≤ ‖p‖β , (6.75)

причём равенство достигается только для детерминированных распреде-

лений. Данный факт обеспечивает неотрицательность энтропийных функ-

ций. Более того, при выводе соотношений неопределённостей вида мы ис-

кали минимум функции φ(ξ, ζ) в области (6.50), но такая область подра-

зумевает справедливость (6.75).

Для непрерывно изменяющихся случайных величины от подобных

соотношений придётся отказаться. Пусть w(ϕ) есть некоторая плотность

вероятности. Из 0 < β < 1 < α и нормировки

∫ 2π

0

w(ϕ) dϕ = 1 (6.76)

отнюдь не следует, что

‖w‖α ≤ 1 ≤ ‖w‖β . (6.77)

Легко построить контрпримеры, считая, что w(ϕ) отлична от нуля только

в некотором узком интервале значений ϕ. Предположим, что

w∆(ϕ) =





1
∆ϕ

, для ϕ0 < ϕ < ϕ + ∆ϕ ,

0 , в противном случае .
(6.78)

Для этой плотности вычисления дают

‖w∆‖α = ∆ϕ(1−α)/α . (6.79)

Так как величина ∆ϕ выбирается произвольно в интервале (0; 2π), для за-

данного α правая часть (6.79) может быть сделана как больше, так и мень-

ше 1. Несмотря на отмеченные особенности дифференциальных энтропий,

соотношения неопределённостей в терминах энтропий Ре́ньи могут быть

получены без принятия дополнительных гипотез. Начиная со следствий

147



(6.68) из неравенств Юнга–Хаусдорфа и применяя чисто алгебраические

операции, мы имеем

Rα(w) + Rβ(q) ≥ ln 2π , (6.80)

где 1/α + 1/β = 2. Нужно помнить, однако, что первая энтропия в (6.80)

вычисляется для плотности распределения веротности и может быть отри-

цательной. Как известно, неравенства Юнга–Хаусдорфа насыщаются тогда

и только тогда, когда Ψ(ϕ) = (2π)−1/2 exp(imϕ) и cℓ = 0 для всех ℓ 6= m

(см., например, пункт (2.25) главы XII в [137]). То же самое относится к

неравенствам (6.68). Таким образом, энтропийное соотношение (6.80) яв-

ляется плотным в том смысле, что он насыщается любой из собственных

функций оператора Jz. На практике можно было бы использовать соотно-

шение (6.80) для измерений с бинами δϕ≪ 1.

Отличие наших соотношений неопределённостей в терминах энтро-

пий Цаллиса в том, что их вывод подразумевает оптимизацию некоторой

функции в области (6.50). Чтобы приспособить эти доводы к дифференци-

альным энтропиями, мы должны ограничиться достаточно плавными плот-

ностями w(ϕ). Фактически необходимо, чтобы неравенства (6.77) действи-

тельно выполнялись при 0 < β < 1 < α. Если это так, то мы получаем

Hα(w) + Hβ(q) ≥ lnµ(2π) , (6.81)

где 1/α + 1/β = 2, µ = max{α, β} и α-энтропия является дифференциаль-

ной. Как уже было указано, неравенства Юнга–Хаусдорфа насыщаются,

когда Ψ(ϕ) = (2π)−1/2 exp(imϕ) и cℓ = 0 для всех ℓ 6= m. Предполагая

выполнение (6.77) и α > 1, мы получаем пример насыщения неравенства

(6.81). Действительно, вероятностный вектор q здесь детерминированный

и Hβ(q). Далее, плотность вероятности w(ϕ) = |Ψ(ϕ)|2 = 1/(2π), откуда

‖w‖αα = (2π)1−α , Hα(w) =
(2π)1−α − 1

1 − α
= lnα(2π) . (6.82)

Для плотности w(ϕ) такой, что (6.77) не выполняется, мы можем

использовать либо результат (6.80) с дифференциальной энтропией Ре́ньи,

либо соотношение (6.70) для энтропий Цаллиса с бинами. Попутно за-

метим, что из (6.68) следует соотношение в терминах энтропий Ре́ньи с
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бинами, а именно

Rα(p) + Rβ(q) ≥ ln

(
2π

δϕ

)
, (6.83)

в котором 1/α + 1/β = 2. Поскольку все физические измерения непрерыв-

ных переменных имеют конечное разрешение и так или иначе реализуют-

ся на “шкалах” с бинами, соотношения неопределённостей (6.70) и (6.83)

представляются более релевантными.

В рамках (6.55) мы готовы рассмотреть случай экстремальных распу-

тываний супероператоров. Для экстремальных распутываний A(ex)
ρ и B(ex)

ρ

супероператоров ΦA и ΦB получаем соотношение неопределённости

Hα(A(ex)
ρ |ρ) + Hβ(B(ex)

ρ |ρ) ≥ lnµ

(
g
(
A(ex)
ρ ,B(ex)

ρ |ρ
)−2
)

, (6.84)

где величина g
(
A(ex)
ρ ,B(ex)

ρ |ρ
)

определена в (6.37) для разложений единицы

с элементами

Mi = A
†
iAi , Nj = B

†
jBj , (6.85)

при этом операторы Ai ∈ A(ex)
ρ и Bj ∈ B(ex)

ρ . Следы Tr(A
†
iAiρ) и Tr(B

†
jBjρ)

дают вероятности соответствующих каналов. Мы можем также записать

соотношение неопределённостей для экстремальных распутываний по от-

ношению к энтропиям Ре́ньи. Используя (6.48) и полагая α > 1, получаем

соотношение

Rα
(
Ã(ex)
α,ρ |ρ

)
+ Rβ

(
B(ex)
ρ |ρ

)
≥ − 2 ln

(
g
(
Ã(ex)
α,ρ ,B(ex)

ρ |ρ
))

, (6.86)

где Ã(ex)
α,ρ обозначает распутывание ΦA, экстремальное по отношению к α-

энтропии Ре́ньи порядка α > 1. Это распутывание отличается от заданного

в (6.14) и зависит, вообще говоря, не только от ρ, но и от параметра α.

Поиск явного аналитического выражения для операторов распутывания

Ã(ex)
α,ρ прредставляется достаточно сложным, потому что выпуклость или

вогнутость не могут быть здесь использованы. Тем не менее энтропийное

соотношение (6.86) в терминах энтропий Ре́ньи выполняется, по крайней

мере, как математическое неравенство.

Каждый супероператор можно реализовать с помощью различных

наборов операторов Крауса. Каждый конкретный набор операторов Кра-

уса называется распутыванием данного супероператора. Мы проанализи-

ровали распутывания супероператора, экстремальные по отношению к все
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энтропиям Цаллиса положительной степени и энтропиям Ре́ньи поряд-

ка 0 < α < 1. Этот общий результат сформулирован в Предложении 36.

Если одно из распутываний дано явно, то соответствующее минимизирую-

щее распутывание легко получить с помощью диагонализации некоторой

эрмитовой матрицы. Довольно широко известное соотношение между эн-

тропией Шеннона ансамбля чистых состояний и энтропией фон Неймана

индуциированной ансамблем матрицы плотности распространяется как на

энтропии Цаллиса, так и на энтропии Ре́ньи для вышеуказанных значений

параметра α. Структура энтропии Цаллиса допускает обобщение на сме-

си операторов плотности, что резюмируется формулой (6.30)). Из теоремы

Рисса следует, что существует неравенство между функциями вероятност-

ных векторов, порождённых на данном квантовом состоянии двумя разло-

жениями единицы. Данное следствие сформулировано в Предложении 37.

Отсюда вытекают соотношения неопределённостей, данные неравенством

(6.48) в терминах энтропий Ре́ньи и неравенством (6.55) в терминах энтро-

пий Цаллиса. Общая формулировка (6.55) является новым результатом в

рамках данного направления исследований. Её применение проиллюстри-

ровано на двух интересных с физической точки зрения примерах.

Описанный подход не всегда ведёт к самым сильным отношениям,

хотя иногда представленные энтропийные границы действительно дости-

жимы для произвольных значений параметров. На основе теоремы Рисса

мы не в состоянии получить оптимальные неравенства во всех без ис-

ключения случаях. Строго говоря, результат (6.35) обеспечивает только

верхнюю оценку для (b, a)-нормы преобразования (6.32). Ситуацию можно

прояснить на примере преобразования Фурье, для которого точные значе-

ния норм были вычислены в работах [138, 139]. Используя теорему Рисса

вслед за авторами работы [14], можно прийти лишь к более слабому со-

отношению Хиршмана [140]. Поиск точных значений для указанных норм

заданного преобразования является отдельной достаточно сложной пробле-

мой. Формулировки (6.48) и (6.55) энтропийных соотношений неопреде-

лённостей являются независимыми неравенствами, основанными на пред-

ложении 37. Какая из них может быть более подходящей на практике?
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Чтобы характеристика квантового состояния была эксперименталь-

но надежной, она должна обладать свойством устойчивости. Этот вопрос

был инициирован в статье [30], где было показано, что энтропия Ре́ньи в

термодинамическом пределе неустойчива по отношению к малым деформа-

циям состояния. Напротив, в случае Цаллиса как сама энтропия [40], так

и её частичные суммы [28] обладают свойством устойчивости. С этой точ-

ки зрения формулировка (6.55) представляется более подходящей. В фор-

мулах (6.84) и (6.86) энтропийные сооношения неопределённостей есте-

ственным образом записываются для экстремальных распутываний двух

заданных сохраняющих след супероператоров. Было бы интересно разра-

ботать представленные соотношения в направлении основной идеи работы

[141], где учтено влияние памяти на уровень неопределённостей. Это от-

крывает перспективу непосредственного применения энтропийных соотно-

шений неопределённостей в задачах обработки информации на квантовых

носителях.
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Глава 7

Энтропийные соотношения

неопределённостей для

равнонаклонённых базисов и

симметричных информационно

полных измерений

В этой главе рассмотрены энтропийные соотношения неопределён-

ностей, полученные в работе [142]. Как правило, в задачах передачи и

обработки информации на квантовых носителях особое значение имеют из-

мерения, обладающие той или иной специальной структурой. В частности,

таковыми являются измерения на основе набора равнонаклонённых бази-

сов. Отметим, что первая по времени появления и одновременно наиболее

распространённая практически схема квантовой криптографии — протокол

BB84 [143] — основана на использовании двух равнонаклонённых базисов.

Фактически базисы такого типа рассматривались ещё Швингером в свя-

зи с исследованием понятия дополнительности в квантовой теории [144].

Если два базиса равнонаклонены, то состояние одного из базисов имеет

одно и то же перекрытие с любым из состояний другого базиса. Поэтому

измерение состояния из первого базиса во втором не даёт какой либо ин-

формации о том, какое именно состояние было приготовлено. Именно этот

факт используется в протоколе BB84 квантового распределения ключа.

Равнонаклонённые базисы широко используются в квантовой томографии
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[145], квантовой коррекции ошибок [146, 147], детектировании энтенгл-

мента [148] и других задачах (см. обзор [149] и указанные там ссылки).

Максимальное число в наборе равнонаклонённых базисов d-мерного про-

странства известно для случая, когда d — степень простого числа, и равно

d + 1. Для других значений d максимально возможное в d-мерном про-

странстве количество равнонаклонённых базисов является открытой про-

блемой [149]. Ответ неизвестен даже для числа d = 6, первого среди

отличных от степени простого натуральных чисел.

Энтропийные соотношения неопределённостей для d + 1 равнона-

клонённых базисов в d-мерном пространстве состояний были получены

в работах [150, 151]. При этом в качестве квантификатора неопределён-

ностей использовалась энтропия Шеннона. Для четного d такие соотно-

шения были улучшены в статье [152]. Автор работы [151] привёл также

точные границы для кубитового случая d = 2. Соотношения неопреде-

лённости специального вида с некоторыми приложениями были представ-

лены в работе [153]. Эти результаты сформулированы в терминах энтро-

пий Шеннона и энтропии Ре́ньи порядка 2. Они основаны на том факте,

что d + 1 равнонаклонённых базиса, если таковые вообще существуют,

образуют сферическую комбинаторную 2-схему в d-мерном пространстве.

Эти понятия также связаны с построением симметричных информацион-

но полных измерений [154]. В настоящей главе мы получим соотношения

неопределённостей в терминах энтропий Ре́ньи и Цаллиса для равнона-

клонённых базисов и симметричных информационно полных измерений.

Изучение статистических свойств таких измерений мотивировано прило-

жениями к задачам квантовой обработка информации [155]. Использова-

ние обобщённых энтропий позволяет расширить область применимости ре-

зультатов. В качестве примера можно привести формулировку неравенств

типа Белла в терминах условных энтропий Цаллиса [156]. Это расширяет

класс вероятностных моделей, чья нелокальность или контекстуальность

контролируются в рамках энтропийного подхода.

Рассмотрим два ортонормированных базиса B1 = {|b(1)
j 〉} и B2 =

{|b(2)
k 〉} в d-мерном комплексном пространстве H. Данные базисы называ-
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ются равнонаклонёнными, если для всех значений индексов j и k выпол-

няется условие

|〈b(1)
j |b(2)

k 〉| =
1√
d

. (7.1)

Семейство B = {B1, . . . ,BM} является набором равнонаклонённых базисов,

когда любые два из этих базисов взаимно равнонаклонены. Как уже было

отмечено, для равнонаклонённых базисов состояние одного из них имеет

одно и то же перекрытие с каждым из состояний другого. Это свойство ис-

пользуется в протоколе BB84 [143] и в протоколе шести состояний [157]. В

двух измерениях три собственных базиса спиновых матриц Паули являют-

ся равнонаклонёнными. Основные конструктивные методы построения рав-

нонаклонённых базисов были предложены в работах [158, 159, 160, 161]

и суммированы в обзоре [149]. Поиск таких базисов для тех значений d,

которые не являются степенью простого числа, связан с изучением ком-

плексных матриц Адамара [162].

Квантовые измерения отражают многие специфические черты кван-

товой теории в целом. Каждое измерение предполагает определённое взаи-

модействие исследуемой системы с измерительным прибором или, в более

широком смысле, просто с ещё одной системой. При этом появляется воз-

можность “косвенного” измерения, когда измерение в смысле фон Неймана

проводится фактически над добавленной системой, которая может иметь

бо́льшую размерность. Это один из способов ввести так называемые обоб-

щённые квантовые измерения. Каждое такое измерение описывается неор-

тогональным разложением единицы, или ПОЗМ, которое представляет из

себя набор положительно полуопределенных операторов, удовлетворяющих

соотношению полноты. Принципиально важным здесь является тот факт,

что число различных исходов ПОЗМ-измерения превосходит размерность

системы, над которой оно проводится.

В случае ПОЗМ-измерения N = {Nj} над системой с матрицей плот-

ности ρ вероятность j-ого исхода равна [4]

pj(N|ρ) = Tr(Njρ) . (7.2)

Измерение является информационным полным, если его статистика полно-

стью определяет квантовое состояние до измерения [163, 164, 165, 166]. В
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d-мерном пространстве рассмотрим набор, содержащий d2 положительно

полуопределённых матриц ранга один и вида

Nj =
1

d
|φj〉〈φj| . (7.3)

Если нормированные на единицу векторы |φj〉 подчиняются условию

|〈φj|φk〉|2 =
1

d + 1
, j 6= k , (7.4)

то набор {Nj} описывает симметричное информационно полное измерение

[154]. Авторы работы [167] рассмотрели вопрос о приближённом постро-

ении симметричных информационно полных измерений, когда допускает-

ся небольшое отклонение от требования (7.4) по симметричной величине

внутренних произведений. Из уравнения (7.4) следует, что попарные внут-

ренние произведения двух элементов измерения N равны величине

〈Nj ,Nk〉hs =
1

d2(d + 1)
, j 6= k . (7.5)

Из уравнений (7.4) и (7.5) следуют основные свойства симметричных ин-

формационно полных измерений [154]. В частности, векторы |φj〉 образуют

сферическую комбинаторную 2-схему [154].

Напомним необходимые свойста энтропий Ре́ньи и Цаллиса. Для за-

данного вероятностного вектора p его α-энтропии Цаллиса и Ре́ньи опре-

деляются формулами (6.1) и (6.3) соответственно. Обзор физических при-

ложений энтропии Ре́ньи дан в статье [47]. Наряду со стандартным случа-

ем α = 1, следующие два выбора энтропийного параметра α встречаются

особенно часто. Для α = 2 формула (6.3) даёт так называемую столкнови-

тельную энтропию

R2(p) = − ln

(∑
j
p2
j

)
. (7.6)

В работах [153, 168] энтропия использовалась в качестве меры неопреде-

лённостей при измерениях заданного состояния в нескольких равнонакло-

нённых базисах. В пределе α→ ∞ получается min-энтропия

R∞(p) = − ln
(
max pj

)
. (7.7)

Min-энтропия представляет особый интерес при изучении стойкости

квантово-криптографических протоколов [169]. Для размерности d = 2n,
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авторы статьи [170] получили нижние оценки на сумму min-энтропий по

отношению к набору равнонаклонённых базисов.

В случае энтропийных функций Цаллиса будет систематически ис-

пользоваться понятие α-логарифма (2.6). Тогда правую часть (6.1) можно

переписать в виде

Hα(p) = −
∑

j
pαj lnα(pj) =

∑
j
pj lnα

(
1

pj

)
. (7.8)

Энтропия Цаллиса (6.1) является выпуклой функцией вероятностного рас-

пределения; для каждого λ ∈ [0; 1] и двух распределений p = {pj} и

q = {qj} мы имеем

Hα

(
λp + (1 − λ)q

)
≥ λHα(p) + (1 − λ)Hα(q) . (7.9)

Действительно, функция x 7→
(
xα − x

)
/(1 − α) очевидно вогнута. Следу-

ет подчеркнуть, что, если мы не фиксируем размерность вероятностных

векторов, вогнутость α-энтропии Ре́ньи можно использовать только для

α < 1. Когда α > 1, α-энтропия Ре́ньи не является ни чисто выпуклой,

ни чисто вогнутой [47]. Известно также [171], что в случае двумерных

вероятностных векторов α-энтропия Ре́ньи вогнута для всех α ∈ [0; 2].

Неэффективности детектирования будут анализироваться в рамках

следующей модели. Заданному значению эффективности η ∈ [0; 1] и произ-

вольному вероятностному распределению p = {pj} ставится в соответствие

“искажённое” распределение p(η) с вероятностями

p(η)
j = η pj , p(η)

∅ = 1 − η . (7.10)

Вероятность p(η)
∅ соответствует событию “детектор не сработал”. Как пока-

зано в статье [156], для всех α > 0 справедливо

Hα

(
p(η)
)

= ηαHα(p) + hα(η) , (7.11)

где hα(η) — бинарная α-энтропия Цаллиса. Для энтропии Шеннона имеем

H1

(
p(η)
)

= ηH1(p)+h1(η). Соотношения вида (7.11) для энтропии Шеннона

были использованы при изучении энтропийного подхода к неравенствам

Белла в сценариях с неэффективными детекторами [172]. В статье [156]

эта трактовка была расширена на энтропийные функции типа Цаллиса.
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В простейшем случае одного кубита три базиса из собственных век-

торов матриц Паули являются равнонаклонёнными по отношению друг к

другу. Пусть mmm и nnn – два единичных вещественных вектора. В работе

[173] было показано, что

H1/2(σm|ρ) + H1/2(σn|ρ) ≥ ln1/2

(
1 +

√
1 − (mmm · nnn)2

)
, (7.12)

где σm = mxσx + myσy + mzσz и σn = nxσx + nyσy + nzσz. Правая часть

(7.12) максимальна при mmm·nnn = 0, когда единичные векторы ортогональны, а

собственные векторы операторов σm и σn равнонаклонены друг к другу. В

таком случае энтропийная граница равна ln1/2(2) = 2(
√

2 − 1). Энтропий-

ноое соотношение неопределённостей в терминах энтропий Ре́ньи имеет

вид [173]

R1/2(σm|ρ) + R1/2(σn|ρ) ≥ ln
(
1 +

√
1 − (mmm · nnn)2

)
. (7.13)

Правая часть (7.13) получается из правой части (7.12) заменой 1/2-

логарифма на обычный натуральный логарифм. Соотношение неопреде-

лённостей (7.13) не может быть получено на основе соотношений типа

Маассена и Уффинка.

После этих вступительных замечаний перейдём к выводу энтро-

пийных соотношений неопределённостей для произвольного набора рав-

нонаклонённых базисов. Мы начнём с формулировок, использующих α-

энтропию Цаллиса для значений параметра α ∈ (0; 2]. При этом можно

совместно рассматривать как формулировки, содержащие зависимость от

измеряемого состояния, так и формулировки, справедливые для всех со-

стояний. Наш первый результат выражается следующим образом.

Предложение 39 Пусть B = {B1, . . . ,BM} — набор M равнонаклонённых

базисов в d-мерном комплексном пространстве H. Для α ∈ (0; 2] и про-

извольной матрицы плотности ρ на H усреднённая по B α-энтропия

Цаллиса удовлетворяет неравенству

1

M

∑

B∈B
Hα(B|ρ) ≥ lnα

(
Md

Tr(ρ2) d + M − 1

)
. (7.14)
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Не зависящая от ρ нижняя граница устанавливается неравенством

1

M

∑

B∈B
Hα(B|ρ) ≥ lnα

(
Md

d + M − 1

)
. (7.15)

Доказательство. Мы будем предполагать, что α 6= 1. Каждому ор-

тонормированному базису B = {|bj〉} поставим в соответсвие индекс сов-

падения

C(B|ρ) :=
∑d

j=1
pj(B|ρ)2 , (7.16)

где pj(B|ρ) = 〈bj|ρ|bj〉. Вторая производная функции lnα(1/x) равна

(2 − α) xα−3 и положительна для α ≤ 2. Таким образом, сама упомянутая

функция выпукла для таких α. Комбинируя неравенство Иенсена с правой

частью (7.8), для 0 < α ≤ 2 и произвольного вероятностного вектора p

запишем

Hα(p) ≥ lnα

(
1

C(p)

)
. (7.17)

Используя это неравенство и повторно неравенство Иенсена, мы получаем

1

M

M∑

m=1

Hα(Bm|ρ) ≥
M∑

m=1

1

M
lnα

(
1

Cm

)

≥ lnα

{(
1

M

∑
m

Cm

)−1
}

, (7.18)

где Cm = C(Bm|ρ). Авторы статьи [168] доказали следующий важный ре-

зультат. Для M равнонаклонённых базисов сумма индексов совпадения

удовлетворяет неравенству

∑M

m=1
Cm ≤ Tr(ρ2) +

M − 1

d
. (7.19)

Так как функция x 7→ lnα(1/x) убывающая, неравенство x ≤ y влечёт

lnα(1/x) ≥ lnα(1/y). Объединив это с уравнениями (7.18) и (7.19), мы

получаем результат (7.14). Подставляя Tr(ρ2) ≤ 1 в неравенство (7.19), те

же соображения дают (7.15). Наконец, стандартный случай получается в

пределе α→ 1. �

Для чистых состояний, когда ρ = |ψ〉〈ψ|, имеем Tr(ρ2) = 1. Тогда

зависящая от состояния граница (7.14) сводится к виду (7.15). Для со-

стояний, не являющихся чистыми, нижняя граница (7.14) сильнее ввиду
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строгого неравенства Tr(ρ2) < 1. Итак, полученые нижние границы увели-

чиваются с ростом смешанности измеряемого состояния. В пределе α→ 1

границы (7.14) и (7.15) воспроизводят соотношения, полученные ранее в

статье [168]. В отличие от предыдущих результатов энтропийные границы

работы [168] выполняются для любой размерности d и произвольного чис-

ла M равнонаклонённых базисов. Единственное предположение состоит в

том, что M таких базисов существуют. Значит, мы распространили общие

энтропийные соотношнения неопределённостей для равнонаклонённых ба-

зисов с использованием однопараметрического семейства α-энтропий, при-

чём α ∈ (0; 2]. Заметим, что наши доводы во многом отличаются от метода

работы [168]. Последний в основном основан на результатах статьи [174].

Её авторы получили семейство неравенств между энтропией Шеннона и

индексами совпадения [174]. Такие неравенства также использовались для

получения более подробных оценок в не зависящей от измеряемого со-

стояния формулировке [168]. Как было обнаружено, такие энтропийные

границы не сильнее границы из неравенства (7.14) для α = 1. Тем не ме-

нее, было бы интересно исследовать оценки такого рода для α-энтропий

Цаллиса.

Подставляя M = d + 1 в неравенства (7.14) и (7.15), мы получаем

1

d + 1

d+1∑

m=1

Hα(Bm|ρ) ≥ lnα

(
d + 1

Tr(ρ2) + 1

)
(7.20)

≥ lnα

(
d + 1

2

)
. (7.21)

В случае α = 1 правая часть неравенства (7.21) приводит к известной

энтропийной оценке. Она была дана в статье [151] и впоследствии по-

лучена другими методами во многих работах. В частности, здесь можно

использовать следующий факт [153]. Любая совокупность d + 1 равнона-

клонённых базисов в d-мерном комплексном пространство, если таковая

существует, образует сферическую комбинаторную 2-схему [154]. Пред-

ставленная выше граница (7.21) может быть выведена на основе этого

факта и неравенства (7.17). Однако существование наборов, содержащих

d +1 равнонаклонённых базисов, установлено только в случае значений d,

являющихся степенью простого числа. Поэтому важно иметь энтропийные
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границы, справедливые для произвольного количества равнонаклонённых

базисов.

Оценки уровня неопределённостей в терминах энтропий с парамет-

рической зависимостью не являются просто ещё одним способом сформу-

лировать сам принцип [14]. Энтропийные соотношения неопределённостей

налагают некоторые условия на вероятности исходов при квантовом изме-

рении. Таким образом, соотношения (7.14) и (7.15) представляют также и

практический интерес. В этой связи полезно рассмотреть более реалистич-

ный случай измерений с неэффективностями детектирования. Пусть пара-

метр η ∈ [0; 1] характеризует эффективность используемых в эксперименте

детекторов. Событие “детектор не сработал” обозначается дополнительным

результатом ∅. Предполагая, что для любого базиса B ∈ B вероятностное

распределение искажается согласно уравнению (7.10), запишем

p(η)
j (B|ρ) = η pj(B|ρ) , p(η)

∅ (B|ρ) = 1 − η . (7.22)

Другими словами, эффективность детекторов считается одинаковой по от-

ношению ко всем из выбранных равнонаклонённых базисов. С физической

точки зрения такое предположение представляется наиболее естественным.

Используя формулы (7.11) и (7.14), для α ∈ (0; 2] мы получаем

1

M

∑

B∈B
H (η)
α (B|ρ) ≥ ηα lnα

(
Md

Tr(ρ2) d + M − 1

)
+ hα(η) . (7.23)

Здесь H (η)
α (B|ρ) обозначает α-энтропию распределения (7.22). Результат

(7.23) является энтропийным соотношением неопределённостей в модели с

неэффективностями детектирования. В случае α = 1 мы просто добавляем

бинарную энтропию Шеннона h1(η) к нижней границе, отвечающей случаю

идеальных детекторов. Энтропии фактических вероятностных распределе-

ний учитывают не только квантовые неопределённости по отношению к

базисам, но неизбежно вводимую реальными детекторами дополнительную

неопределённость. Правая часть формулы (7.23) также позволяет оценить

требуемый уровень эффективности применяемых детекторов. В этом слу-

чае первый член правой части (7.23) должен быть достаточно большим по

сравнению с бинарной энтропией hα(η).
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Формулировку соотношений неопределённостей для равнонаклонён-

ных базисов с использованием α-энтропий Ре́ньи начнём с вывода нижней

оценки на усреднённую min-энтропию. Он основан на одном элементарном,

но очень полезном неравенстве. Это неравенство формулируется следую-

щим образом.

Предложение 40 Пусть n положительных чисел xj удовлетворяют

двум условиям ∑n

j=1
xj = 1 ,

∑n

j=1
x2

j = b2 . (7.24)

Тогда справедливо неравенство

max{xj : 1 ≤ j ≤ n} ≤ 1

n

(
1 +

√
n − 1

√
nb2 − 1

)
. (7.25)

Доказательство. Для определённости мы предположим, что xj ≤ xn

для всех j = 1, . . . , n − 1. Применяя неравенство Иенсена к выпуклой

функции x 7→ x2, запишем

(
1

n − 1

∑n−1

j=1
xj

)2

≤ 1

n − 1

∑n−1

j=1
x2

j . (7.26)

Согласно одному из предварительных условий (7.24) мы имеем
∑n−1

j=1 xj =

1 − xn. Объединение этого с уравнением (7.26) приводит в конце концов к

неравенству
(1 − xn)

2

n − 1
≤
∑n−1

j=1
x2

j . (7.27)

Из другого предусловия мы записываем требование

(1 − xn)
2 + (n − 1)x2

n = n

(
xn −

1

n

)2

+
n − 1

n
≤ (n − 1)b2 , (7.28)

которое приводится к виду

(
xn −

1

n

)2

≤ (n − 1)

n2

(
nb2 − 1

)
.

Поскольку по смыслу xn не меньше 1/n, число xn должно быть ограничено

сверху правой частью (7.25). �

Неравенство (7.25) даёт верхнюю границу на ∞-норму комплексного

вектора. Напомним, что q-норма вектора u ∈ C
n для q ∈ [1;∞] определена

161



формулой

‖u‖q :=

(∑n

j=1
|uj|q

)1/q

. (7.29)

Как хорошо известно, случай q = 2 даёт обычную евклидову норму ‖u‖2. В

предельном случае q = ∞ определение (7.29) приводит к ∞-норме, равной

‖u‖∞ := max{|uj| : 1 ≤ j ≤ n} . (7.30)

Подставляя xj = ‖u‖−1
1 |uj| в формулу (7.25), мы сразу получаем неравен-

ство

‖u‖∞ ≤ 1

n

(
‖u‖1 +

√
n − 1

√
n‖u‖2

2 − ‖u‖2
1

)
. (7.31)

Неравенство (7.31) явно насыщается в следующих двух случаях. В первом

случае только одна из компонент вектора отлична от нуля, откуда все q-

нормы имеют одну и ту же величину. Во втором случае все компоненты

равны по модулю величине ‖u‖1/n, откуда

‖u‖q = n(1−q)/q ‖u‖1 .

Аналогичные соотношения можно записать для соответствующих q-норм

Шаттена конечномерного линейного оператора. Здесь мы воздерживаемся

от обсуждения подробностей. Отметим, что использованное выше неравен-

ство (5.33) также следует из (7.31).

Используя неравенство (7.31), можно вывести нижние границы на

усреднённую min-энтропию по отношению к произвольному набору рав-

нонаклонённых базисов. Для размерности d = 2n авторы работы [170]

вывели нижние оценки на усреднённую min-энтропию в формулировке,

не зависящей от состояния, для произвольного числа равнонаклонённых

базисов. Наш метод позволяет достичь этого без использования предполо-

жения d = 2n. Более того, нетрудно получить зависящую от измеряемого

состояния формулировку.

Предложение 41 Пусть B = {B1, . . . ,BM} — набор M равнонаклонённых

базисов в d-мерном комплексном пространстве H. Для произвольной

матрицы плотности ρ, заданной на пространстве H, усреднённая min-

энтропия удовлетворяет неравенству
1

M

∑

B∈B
R∞(B|ρ) ≥ ln d − ln

(
1 + M−1/2

√
d − 1

√
Tr(ρ2) d − 1

)
. (7.32)
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Не зависящая от ρ нижняя граница устанавливается неравенством

1

M

∑

B∈B
R∞(B|ρ) ≥ ln

( √
M d

d +
√

M − 1

)
. (7.33)

Доказательство. Функция x 7→ − ln x является выпуклой. Объеди-

няя соответствующее неравенство Иенсена с формулой (7.7), мы запишем

1

M

∑M

m=1
R∞(Bm|ρ) ≥ − ln

(
1

M

∑
m

max pj(Bm|ρ)
)

. (7.34)

Для сокращения выражений введём вспомогательную функцию gd(x) =

d−1
(
1 +

√
d − 1

√
xd − 1

)
. Из результатов (7.19) и (7.25) следует, что

1

M

∑
m

max pj(Bm|ρ) ≤
1

M

∑
m

gd(Cm)

≤ gd

(
1

M

∑
m

Cm

)
≤ gd

(
Tr(ρ2) d + M − 1

Md

)
. (7.35)

Здесь были использованы два свойства функции gd(x), а именно её выпук-

лость и возрастание с ростом x. Правую часть (7.35) можно переписать в

виде

1

d

(
1 +

√
d − 1

√
Tr(ρ2) d − 1

M

)
≤ d +

√
M − 1√

M d
, (7.36)

так как Tr(ρ2) ≤ 1. Поскольку функция x 7→ − ln x является убывающей,

неравенства (7.32) и (7.33) прямо следуют из (7.34) и (7.36). �

С точностью до обозначений независимое от измеряемого состояния

соотношение (7.33) совпадает с формулами (10) и (41) статьи [170]. Таким

образом, граница (7.33) на усреднённую min-энтропию является расши-

рением одного из основных результатов [170] до зависящей от квантового

состояния формулировки. К тому же наш вывод не предполагает специаль-

ного выбора размерности d. Единственное предположение состоит в том,

в пространстве такой размерности существуют M равнонаклонённых ба-

зисов. По этим причинам неравенство (7.32) интересно как само по себе,

так и с точки зрения потенциальных приложений. Теперь перейдём к фор-

мулировке соотношений неопределённостей в терминах α-энтропий Ре́ньи

с произвольным α ≥ 2. Для этого понадобится ещё одно вспомогательное

утверждение, доказанное в [175]. Для α ≥ 2 имеем
∑

j
pαj ≤

(
max pj

)α−2
C(p) . (7.37)
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Тогда для α-энтропии Ре́ньи порядка α ≥ 2 справедливо неравенство

Rα(p) ≥
1

α− 1
R2(p) +

α− 2

α− 1
R∞(p) . (7.38)

Заметим также, что из выпуклости функции x 7→ (1− α)−1 ln x и формулы

(7.19) следует, что

1

M

∑

B∈B
R2(B|ρ) ≥ ln

(
Md

Tr(ρ2) d + M − 1

)
(7.39)

≥ ln

(
Md

d + M − 1

)
. (7.40)

Комбинируя (7.38), (7.39) и (7.32), получаем следующее утверждение [175].

Предложение 42 Пусть B = {B1, . . . ,BM} — набор M равнонаклонённых

базисов в d-мерном комплексном пространстве H. Для α ∈ (0; 2] и про-

извольной матрицы плотности ρ на H усреднённая по B α-энтропия

Ре́ньи удовлетворяет неравенству

1

M

∑

B∈B
Rα(B|ρ) ≥

1

α− 1
ln

(
Md

Tr(ρ2) d + M − 1

)
(7.41)

+
α− 2

α− 1

{
ln d − ln

(
1 + M−1/2

√
d − 1

√
Tr(ρ2) d − 1

)}
.

Не зависящая от ρ нижняя граница устанавливается неравенством

1

M

∑

B∈B
Rα(B|ρ) ≥

1

α− 1
ln

(
Md

d + M − 1

)
+
α− 2

α− 1
ln

( √
M d

d +
√

M − 1

)
. (7.42)

В смысле зависимости от матрицы плотности ρ, нижняя граница

(7.41) напоминает соотношение (7.14). Для всех чистых состояний форму-

ла (7.41) сводится к независящей от состояния форме (7.42). В общем же

случае неравенство (7.41) обеспечивает более сильную оценку снизу. Для

α ∈ [2;∞) мы получили нижние оценки (7.41) и (7.42), которые зависят от

α. Результат (7.39) был приведен в статье [168]. Таким образом, мы полу-

чили однопараметрическое расширение известного результата. Поскольку

α-энтропия Ре́ньи не увеличивается с ростом α, ограничение (7.39) спра-

ведливо для всех энтропий Ре́ньи порядка α ≥ 2. Для таких значений

энтропийного параметра выведенная граница не зависит от α.
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Большинство энтропийных формулировок соотношений неопределён-

ностей относятся к паре наблюдаемых и основаны на подходе известной

работы [14]. Используя такие результаты, нижние оценки на сумму энтро-

пий Шеннона легко формулируются для произвольного числа равнонакло-

нённых базисов. Однако эти оценки оказываются существенно слабее тех,

что были получены в статьях [150, 151, 168]. Расширение соотношений

неопределённостей в присутствии сторонней квантовой информации было

получено в работах [141, 176]. Базовая идея по использованию теоремы

Рисса была разработана с использованием энтропий Ре́ньи [131] и Цал-

лиса [129]. Здесь мы имеем дело с двумя обобщёнными энтропиями, чьи

энтропийные параметры связаны определённым условием в силу примене-

ния теоремы Рисса. Поэтому в случае нескольких измерений обобщённые

энтропии следует симметризовать. Для пары наблюдаемых соотношения

неопределённостей в терминах симметризованных энтропий были получе-

ны в формулировках Ре́ньи [131] и Цаллиса [177]. Мы рассмотрим данный

подход применительно к набору равнонаклонённых базисов. Это интересно

в том смысле, что соотношения (7.15) и (7.42) формулируются в терминах

энтропий Цаллиса и Ре́ньи одного и того же порядка. Напомним, что один

из вариантов теоремы Рисса был представлен как утверждение (6.35) о

векторных нормах до и после линейного преобразования. Для b ≥ 1, на-

помним, ℓb-норма вектора определяется выражением (6.33). Для β > 0 мы

будем использовать похожую функцию вероятностных векторов, а именно

(6.34).

Теорема Рисса является соотношением между двумя векторны-

ми нормами с сопряженными индексами, которые подчиняются условию

1/a + 1/b = 1. Как явствует из Главы 6, для заданных индексов a и

b энтропийные параметры α и β определяются по формулам α = a/2 и

β = b/2. Эти параметры связаны тогда равенством 1/α + 1/β = 2. Пред-

полагая s ∈ [0; 1), мы параметризуем связанные энтропийные параметры

как

max{α, β} =
1

1 − s
, min{α, β} =

1

1 + s
. (7.43)

Чтобы получить из теоремы Рисса соотношения неопределённостей для
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набора равнонаклонённых базисов, мы используем симметризованные эн-

тропии

R̃s(p) :=
Rα(p) + Rβ(p)

2
, (7.44)

H̃s(p) :=
Hα(p) + Hβ(p)

2
. (7.45)

Искомые соотношения неопределённостей формулируются следующим об-

разом.

Предложение 43 Пусть B = {B1, . . . ,BM} — набор M равнонаклонённых

базисов в d-мерном комплексном пространстве H. Для всех s ∈ [0; 1)

и произвольной матрицы плотности ρ, заданной на пространстве

H, усреднённая симметризованная энтропия Цаллиса удовлетворяет

неравенству
1

M

∑

B∈B
H̃s(B|ρ) ≥

1

2
lnµ(d) , (7.46)

где µ = (1 − s)−1. Для всех s ∈ [0; 1) усреднённая симметризованная

энтропия Ре́ньи удовлетворяет неравенству

1

M

∑

B∈B
R̃s(B|ρ) ≥

1

2
ln d . (7.47)

Доказательство. Для базисов Bm = {|b(m)
i 〉} и Bn = {|b(n)

j 〉} запишем

вероятности

qi = 〈b(m)
i |ρ|b(m)

i 〉 , pj = 〈b(n)
j |ρ|b(n)

j 〉 .

Применяя теорему Рисса к линейному преобразованию с матричными эле-

ментами

tij = 〈b(m)
i |b(n)

j 〉 , |tij| = d−1/2 , (7.48)

мы получаем неравенство ‖q‖α ≤ d(β−1)/β‖p‖β, подразумевающее условия

1/α + 1/β = 2 и 1/2 < β < 1. В силу этой связи между функционалами

распределений соответствующие энтропии удовлетворяют соотношению

Hα(Bm|ρ) + Hβ(Bn|ρ) ≥ lnµ(d) . (7.49)
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Это утверждение является частным случаем Предложения 38. Сложив

формулу (7.49) с такой же, но с переставленными энтропийными парамет-

рами в левой части, и разделив результат пополам, получаем соотношение

H̃s(Bm|ρ) + H̃s(Bn|ρ) ≥ lnµ(d) (m 6= n) . (7.50)

Из заданных M равнонаклонённых базисов мы можем выбрать максимум

M(M − 1)/2 различных пар, при этом каждый базис появляется в M − 1

парах. Суммирование формулы (7.50) по всем парам даёт

(M − 1)
∑M

m=1
H̃s(Bm|ρ) ≥

M(M − 1)

2
lnµ(d) . (7.51)

Делением последнего неравенства на M(M − 1) сразу получаем (7.46). Те-

перь докажем формулировку Ре́ньи. Начнём с соотношения

Rα(Bm|ρ) + Rβ(Bn|ρ) ≥ ln d , (7.52)

которое следует из ‖q‖α ≤ d(β−1)/β‖p‖β путём простых алгебраических

преобразований (см. также результат (6.48) выше). Действуя с формулой

(7.52) аналогично тому, что мы делали с (7.49), мы легко приходим к цели

(7.47). �

Неравенства (7.46) и (7.47) дают нижние границы на симметризо-

ванные энтропии Цаллиса и Ре́ньи, усреднённые по отношению к набо-

ру равнонаклонённых базисов. В частном случае s = 1 оба неравенства

сводятся к нижней оценке на усреднённую энтропию Шеннона. Это со-

отношение было представлено ранее в статье [153]. Таким образом, мы

получили обобщение известного ранее результата с использованием обоб-

щённых энтропийных функций.

Перейдём к рассмотрению энтропийных соотношений неопределён-

ностей для симметричных информационно полных измерений. В качестве

характеристик уровня квантовых неопределённостей будут использованы

энтропии Цаллиса и Ре́ньи. Как следует из вышеизложенного, одним из

возможных подходов является получение некоторого аналога соотношения

(7.19). Оказывается, что для одиночного симметричного информационно

полного измерения можно точно вычислить индекс совпадения. Отсюда
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немедленно вытекают нижние оценки на соответствующие энтропии. Дру-

гим методом является адаптация основанных на теореме Рисса энтропий-

ных соотношений неопределённостей для пары симметричных информаци-

онно полных измерений.

Займёмся вычислением индекса совпадения для одиночного симмет-

ричного информационно полного измерения. Решение этой задачи интерес-

но как само по себе, так и с точки зрения получения зависящих от измеря-

емого состояния соотношений неопределённостей. Зафиксируем некоторый

ортонормированный базис в H. Каждому вектору |ψ〉 ∈ H мы ставим в

соответствие вектор |ψ∗〉 ∈ H такой, что его компоненты являются ком-

плексно сопряженными к соответствующим компонентам |ψ〉. Итак, для

любых двух векторов |ϕ〉 и |ψ〉 мы имеем

〈ϕ∗|ψ∗〉 = 〈ϕ|ψ〉∗ = 〈ψ|ϕ〉 . (7.53)

Наши вычисления существенно опираются на соотношение полноты для

симметричного информационно полного измерения, а именно

1

d

d2∑

j=1

|φj〉〈φj| = 111111 . (7.54)

Начнём с доказательства одного вспомогательного результата, который

формулируется следующим образом.

Предложение 44 Пусть ω — примитивный корень единицы порядка d2.

Для заданных d2 единичных векторов |φj〉 определим d2 векторов в про-

странстве H⊗H, удовлетворяющих соотношениям

|Φ〉 =
1

d3/2

d2∑

j=1

|φj〉 ⊗ |φ∗j 〉 , (7.55)

|Ψk〉 =

√
d + 1

d3/2

d2∑

j=1

ωk(j−1)|φj〉 ⊗ |φ∗j 〉 , (7.56)

где k = 1, . . . , d2 − 1. Если единичные кет-векторы |φj〉 удовлетворяют

соотношению полноты (7.54), то d2 векторов (7.55)–(7.56) образуют

ортонормированный базис в пространстве H⊗H.
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Доказательство. Сначала покажем, что векторы (7.55)–(7.56) яв-

ляются взаимно ортогональными. С точностью до множителя скалярное

произведение 〈Φ|Ψk〉 выражается в виде суммы

d2∑

i=1

d2∑

j=1

ωk(j−1) |〈φi|φj〉|2 =

d2∑

j=1

ωk(j−1) +

d2∑

i,j=1
i 6=j

ωk(j−1)

d + 1
. (7.57)

Здесь мы использовали формулы (7.4) и (7.53). Так как ω является прими-

тивным корнем из единицы, то для всех k = 1, . . . , d2 − 1 имеем

d2∑

j=1

ωk(j−1) = 0 .

В правой части (7.57) мы умножаем эту нулевую сумму на фактор (d+1)−1

и получаем

1

d + 1

d2∑

i=1

d2∑

j=1

ωk(j−1) =
d2

d + 1

d2∑

j=1

ωk(j−1) . (7.58)

Последнее выражение равно нулю для всех k = 1, . . . , d2 − 1.

Далее, мы записываем скалярное произведение 〈Ψq|Ψk〉 в виде

d + 1

d3

d2∑

i=1

d2∑

j=1

ω−q(i−1)ωk(j−1)|〈φi|φj〉|2 =

d + 1

d3

d2∑

j=1

ω(k−q)(j−1) +
1

d3

d2∑

i,j=1
i 6=j

ω−q(i−1)+k(j−1) . (7.59)

Для q 6= k первая сумма в правой части уравнения (7.59) равна нулю.

Умножая эту сумму на (d + 1)−1, добавляем его ко второй сумме в правой

части формулы (7.59) и получаем

1

d3

d2∑

i=1

ω−q(i−1)
d2∑

j=1

ωk(j−1) = 0 . (7.60)

Тем самым установлена взаимная попарная ортогональность векторов, вве-

дённых формулами (7.55)–(7.56).
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Осталось доказать нормированность введённых d2 векторов. Возве-

дённая в квадрат норма вектора (7.55) равна

1

d3

d2∑

i=1

d2∑

j=1

|〈φi|φj〉|2 =
1

d3

(
d2 +

d4 − d2

d + 1

)
= 1 . (7.61)

Полагая q = k в формуле (7.59), мы находим, что возведённая в квадрат

норма вектора (7.56) имеет вид

d + 1

d3

{
d2

(
1 − 1

d + 1

)
+

1

d + 1

d2∑

i=1

ω−k(i−1)
d2∑

j=1

ωk(j−1)

}
= 1 . (7.62)

Здесь учтено, что суммы в последнем уравнении зануляются. Тем самым

требуемая нормированность установлена. �

Таким образом, из всякого симметричного информационно полного

измерения в d-мерном пространстве H можно получить ортонормирован-

ный базис в тензорном произведении H ⊗ H. В некоторых отношениях

наша методика построения векторов (7.55)–(7.56) аналогична схеме, ис-

пользованной авторами работы [168] для построения базисов в расширен-

ном пространстве с использованием набора равнонаклонённых базисов в

исходном. В рамках такого подхода были выведены зависящие от измеряе-

мого состояния соотношения неопределённостей для произвольного набора

равнонаклонённых базисов в терминах энтропии Шеннона и 2-энтропии

Ре́ньи [168]. Мы уже распространили эти соотношения на α-энтропии

Цаллиса для α ∈ (0; 2] и Ре́ньи α-энтропии для α ∈ [2;∞). В статье [168]

базовым пунктом является верхняя граница на соответствующую сумму

индексов совпадения. Сейчас мы точно вычислим индекс совпадения для

любого симметричного информационно полного измерения с произвольной

матрицей плотности.

Предложение 45 Пусть N =
{
d−1|φj〉〈φj|

}
— симметричное информаци-

онно полное измерение в d-мерном пространстве H. Для произвольной

матрицы плотности ρ на H генерируемые вероятности удовлетворя-

ют равенству
d2∑

j=1

pj(N|ρ)2 =
Tr(ρ2) + 1

d(d + 1)
. (7.63)
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Доказательство. Сначала отметим два непосредственных следствия

соотношение полноты (7.54) для симметричного информационно полного

измерения. Для произвольных линейного оператора A и вектора |ψ〉 ∈ H
мы имеем

1

d2

d2∑

i=1

d2∑

j=1

〈φi|A|φj〉〈φj|φi〉 = Tr(A) , (7.64)

1

d

d2∑

j=1

|φj〉〈φj|ψ〉 = |ψ〉 , (7.65)

Эти формулы получается после подстановки разложения (7.54) в тождества

Tr(111111A111111) = Tr(A) и 111111 |ψ〉 = |ψ〉, соответственно. При выводе формулы (7.64)

использовано также свойство Tr
(
|ψ〉〈ϕ|

)
= 〈ϕ|ψ〉.

Рассмотрим кет ρ ⊗ 111111|Φ〉 ∈ H ⊗ H. Он может быть представлен как

линейная комбинация базисных векторов |Φ〉 и |Ψk〉, введённых формулами

(7.55) и (7.56). Используя уравнение (7.64) и нормировку Tr(ρ) = 1, мы

сначала записываем

〈Φ|ρ⊗ 111111|Φ〉 =
1

d3

d2∑

i=1

d2∑

j=1

〈φi|ρ|φj〉〈φj|φi〉 =
1

d
. (7.66)

Тем самым определён один из коэффициентов разложения. Теперь пред-

ставим ρ⊗ 111111|Φ〉 в виде

ρ⊗ 111111|Φ〉 =
1

d
|Φ〉 +

d2−1∑

k=1

ak|Ψk〉 . (7.67)

Коэффициенты aq = 〈Ψq|ρ⊗ 111111|Φ〉 вычисляются следующим образом:

aq =

√
d + 1

d3

d2∑

i=1

d2∑

j=1

ω−q(i−1)〈φi|ρ|φj〉〈φj|φi〉

=

√
d + 1

d2

d2∑

i=1

ω−q(i−1)〈φi|ρ|φi〉

=

√
d + 1

d

d2∑

i=1

ω−q(i−1)pi , (7.68)
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где мы использовали формулы (7.65) и pi = d−1〈φi|ρ|φi〉. Возведённую в

квадрат норму вектора ρ⊗ 111111|Φ〉 можно выразить двумя способами. В силу

формулы (7.64) мы записываем первое выражение

〈Φ|(ρ⊗ 111111)2|Φ〉 =
1

d3

d2∑

i=1

d2∑

j=1

〈φi|ρ2|φj〉〈φj|φi〉 =
1

d
Tr(ρ2) . (7.69)

Второе выражение получается из разложения (7.67) как сумма возведён-

ных в квадрат модулей коэффициентов. Явные вычисления дают

1

d2
+

d2−1∑

k=1

a∗
kak =

1

d2
+

d + 1

d2

d2∑

i=1

d2∑

j=1

pipj

d2−1∑

k=1

ωk(i−j)

=
1

d2
+ (d + 1)

d2∑

j=1

p2
j −

d + 1

d2
. (7.70)

Для получения (7.70) мы использовали формулы
∑d2−1

k=1 ωk(i−j) = d2δij − 1 и
∑d2

j=1 pj = 1. Приравнивая выражения (7.69) и (7.70), мы получаем

1

d
Tr(ρ2) = (d + 1)

d2∑

j=1

p2
j −

1

d
, (7.71)

что эквивалентно окончательной формуле (7.63). �

Таким образом, для любого симметричного информационно полного

измерения индекс совпадения порождённого распределения вероятностей

точно выражается через матрицу плотности. В общем, значения вероятно-

стей варьируются в области, определяемый условиями
∑

j pj = 1 и pj ≥ 0

для всех j. В случае симметричного информационно полного измерения

они должны также удовлетворять дополнительному ограничению (7.63),

которое зависит от измеряемого состояния. С другой стороны, статисти-

ка измерений может быть использована для характеризации неизвестного

квантового состояния. С помощью полной статистики симметричного ин-

формационно полного измерения и результата (7.63) мы можем точно найти

след квадрата неизвестной матрицы плотности. Этот след является одним

из способов описать степень отклонения от чистых квантовых состояний.
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Для чистого состояния ρ = |ψ〉〈ψ| формула (7.63) принимает вид

d2∑

j=1

pj(N|ψ)2 =
2

d(d + 1)
. (7.72)

Итак, индекс совпадения является постоянным для всех чистых состоя-

ний. Это утверждение можно вывести из того, что единичные векторы |φj〉
образуют сферическую комбинаторную 2-схему. Когда |ψ〉 совпадает с од-

ним из d2 векторов |φj〉, результат (7.72) напрямую следует из уравнения

(7.4). Другим очевидным примером является случай полностью смешаннго

состояния ρ∗ = 111111/d. Для симметричного информационно полного измере-

ния мы получаем однородное распределение с вероятностями pj = 1/d2 для

всех j = 1, . . . , d2. В этом случае индекс совпадения равен

d2∑

j=1

pj(N|ρ∗)2 =
1

d2
. (7.73)

Подставляя Tr
(
ρ2
∗
)

= 1/d в правую часть (7.63), мы действительно полу-

чаем правую часть равенства (7.73). Таким образом, формула (7.63) яв-

ляется обобщением важного результата (7.72) на произвольные матрицы

плотности. Мы будем использовать уравнения (7.63) и (7.72) при выводе

соотношений неопределённостей для симметричного информационно пол-

ного измерения в терминах энтропий Ре́ньи и Цаллиса. В некоторых от-

ношениях наш подход аналогичен выводам, сделанным на основе теоремы

1 работы [168]. Для набора равнонаклонённых базисов эта теорема дает

верхнюю границу на сумму соответствующих индексов совпадения. Для

симметричного информационно полного измерения, однако, мы получили

точное значение индекса совпадения вместо неравенства. Этот интересный

результат является проявлением симметричной структуры симметрично-

го информационно полного набора чистых состояний. Вместе с условием

нормировки порождённые вероятности pj(N|ρ) также должны подчинять-

ся формуле (7.63) для всех матриц плотности. Такой вывод согласуется c

тем фактом, что в общем построить симметричное информационно полное

измерение достаточно сложно. Авторы статьи [167] рассмотрели случай, в

котором допускается небольшое отклонение от точного условия (7.4). Было
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бы интересно продолжить изучение следствий, вызванных таким отклоне-

нием, в том числе и в смысле значения индекса совпадения.

В случае кубита, когда d = 2, формулу (7.63) можно переписать в

терминах вектора Блоха. Описание такого рода часто используется при

реконструкции состояний [178]. В этом случае мы будем обозначать еди-

ничную 2 × 2-матрицу через 111111 и обычные матрицы Паули через σx, σy и

σz соответственно. Удобно записать матрицу плотности кубитов в виде

ρ =
1

2

(
111111 +~s · ~σ

)
, (7.74)

где ~s = (sx, sy, sz) — вектора Блоха кубитовой матрицы плотности ρ. Оче-

видно, что матрица (7.74) имеет единичный след. Положительная полу-

определённость этой матрицы обеспечивается условием s = |~s| ≤ 1. По-

скольку Tr(ρ2) = (1 + s2)/2, обсуждаемый индекс совпадения равен

4∑

j=1

pj(N|ρ)2 =
3 + s2

12
. (7.75)

Для чистых состояний имеем s = 1 и число 1/3 в правой части уравне-

ния (7.75). Для полностью смешанного состояния индекс совпадения равен

1/4 в силу s = 0. Чем выше степень смешанности состояния, тем меньше

величина индекса (7.75). Аналогичный вывод имеет место в случае более

высоких размерностей. Более того, для достаточно больших d значение

(7.72), соответствующее чистым состояниям, практически двукратно пре-

восходит (7.73).

Новый результат (7.63) в какой-то степени напоминает формулу

(7.19), полученную в статье [168] для набора равнонаклонённых базисов.

В работе [148] результат (7.19) был использован для построения практи-

ческой схемы детектирования энтенглмента. В принципе, точное соотно-

шение (7.63) также может применяться в этом контексте. Мы рассмотрим

квантовую систему из двух d-мерных подсистем. Пространство состояний

всей системы является произведением HAB = HA ⊗ HB двух изоморф-

ных пространств HA и HB. Фиксируя некоторый ортонормированный базис
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{|n〉}, запишем максимально сцепленное чистое состояние в виде

|Φ+〉 =
1√
d

d∑

n=1

|n〉 ⊗ |n〉 . (7.76)

Симметричному информационно полному измерению NA = {d−1|φi〉〈φi|}
на HA мы поставим в соответствие измерение NB = {d−1|φ∗j 〉〈φ∗j |} на HB.

Последнее, как легко видеть, также является симметричным информаци-

онно полным. Из этих двух измерений мы строим ПОЗМ-измерение NAB

на HAB с элементами

Ñij =
1

d2
|φiφ

∗
j 〉〈φiφ

∗
j | , |φiφ

∗
j 〉 ≡ |φi〉 ⊗ |φ∗j 〉 . (7.77)

Заметим, что это измерение уже не является, вообще говоря, информа-

ционно полным на HAB. Пусть ρ̃ — матрица плотности системы из двух

d-мерных подсистем. Используя вероятности P(i, j) = Tr
(
Ñij ρ̃

)
, мы введём

корреляционную меру

G(NAB|ρ̃) =

d2∑

j=1

P(j, j) . (7.78)

Эта мера аналогична величине, предложенной в статье [148]. Для каждого

состояния вида ρ̃ = ρA ⊗ ρB вероятность P(i, j) равна произведению двух

локальных вероятностей. Используя уравнение (7.63) и неравенство Коши–

Шварца, мы тогда получаем

G(NAB|ρA ⊗ ρB) ≤

√
Tr
(
ρ2

A

)
+ 1

√
Tr
(
ρ2

B

)
+ 1

d(d + 1)
(7.79)

≤ 2

d(d + 1)
. (7.80)

Рассмотрим теперь выпуклую комбинацию состояний вида ρ̃ = ρA ⊗ ρB, а

именно

ρ̃ =
∑

λ
λρAλ ⊗ ρBλ , (7.81)

где λ ≥ 0 и
∑

λ λ = 1. Вычисление вероятности P̃(i, j) = Tr
(
Ñij ρ̃

)
приводит

к формуле

P̃(i, j) =
∑

λ
λPλ(i, j) . (7.82)
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Комбинируя (7.78) с (7.82), мы получаем

G(NAB|ρ̃) =
∑

λ
λG(NAB|ρAλ ⊗ ρBλ) . (7.83)

Выпуклые комбинации типа (7.81) называются сепарабельными [179].

Поскольку каждая величина G(NAB|ρAλ ⊗ ρBλ) удовлетворяет (7.80) и
∑

λ λ = 1, мы приходим к следующему заключению. Если состояние ρ̃

сепарабельно, то есть представимо в виде (7.81), то

G(NAB|ρ̃) ≤
2

d(d + 1)
. (7.84)

Отсюда можно сформулировать достаточный критерий энтенглмента. До-

пустим, что мы располагаем некоторым количеством экземпляров одного и

того же состояния, причём это количество достаточно для набора статисти-

ки при проведении ПОЗМ-измерения NAB. Если вычисление корреляцион-

ной меры (7.78) приводит к нарушению неравенства (7.80), то исследуемое

состояние не может быть сепарабельным. Иными словами, состояние заве-

домо является сцепленным.

В целях сопоставления с верхней границей (7.80) мы вычислим кор-

реляционную меру (7.78) для сцепленного состояния (7.76). Так как каж-

дый кет |φj〉 нормирован, мы имеем

〈φjφ
∗
j |Φ+〉 =

1√
d

d∑

n=1

|〈φj|n〉|2 =
1√
d

(7.85)

Следовательно, мы имеем диагональные вероятности P(j, j) = d−3, откуда

значение корреляционной меры равно G(NAB|Φ+) = d−1. При достаточно

высоких значениях размерности d указанная величина значительно больше

верхней границы (7.80). Конечно, неравенство (7.80) даёт только необходи-

мый критерий сепарабельности состояний, или, что эквивалентно, доста-

точный критерий энтенглмента. Здесь мы не стремимся проанализировать

сложную проблему детектирования энтенглмента в деталях. Нашей целью

было продемонтрировать, что результаты (7.63) и (7.72) имеют прикладное

значение в вопросах обработки информации на квантовых носителях.

Перейдём к выводу энтропийных соотношений неопределённостей

для симметричных информационно полных измерений. В качестве коли-

чественных мер уровня неопределённостей будут использоваться энтропии
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Цаллиса и Ре́ньи. Простой способ получить нижние оценки для энтро-

пии Шеннона для заданного ПОЗМ-измерения был указан автором рабо-

ты [180]. Разрабатывая эту идею с правой частью уравнения (7.8), мы для

всех α > 0 записываем

Hα(N|ρ) ≥ lnα

(
1

max pj

)
≥ lnα(d) . (7.86)

Действительно, в случае симметричного информационно полного измере-

ния мы находим pj = d−1〈φj|ρ|φj〉 ≤ d−1 для всех j. Далее, функция

x 7→ lnα(1/x) убывает с ростом x для всех α > 0. В случае энтропии

Ре́ньи мы записываем

Rα(N|ρ) ≥ − ln(max pj) ≥ ln d . (7.87)

Чтобы это доказать, мы замечаем, что функция x 7→ (1−α)−1 ln x является

убывающей для 0 < α < 1 и возрастающей для 1 < α < ∞. Учитывая

также неравенства

∑
j
pα
{

≥, 0 < α < 1

≤, 1 < α < ∞

}
(max pj)

α−1
∑

j
pj (7.88)

в комбинации с определением α-энтропии Ре́ньи, мы приходим к результа-

ту (7.87). Правая часть формулы (7.87) на самом деле является очевидной

нижней границей на min-энтропию, когда α = ∞. Её справедливость для

других значений α следует из того факта, что при заданном вероятност-

ном распределении α-энтропия Ре́ньи не может возрастать с увеличением

α. Уравнения (7.63) и (7.72) дают возможность усилить нижние границы в

формулировках на языке энтропий как типа Цаллиса, так и Ре́ньи. Имеет

место следующее утверждение.

Предложение 46 Пусть N — симметричное информационно полное из-

мерение на d-мерном комплексном пространстве H. Для α ∈ (0; 2] и

произвольной матрицы плотности ρ на H, α-энтропия Цаллиса огра-

ничена снизу согласно неравенству

Hα(N|ρ) ≥ lnα

(
d(d + 1)

Tr(ρ2) + 1

)
. (7.89)
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Доказательство. Для α ∈ (0; 2] и любого вероятностного распреде-

ления справедливо неравенство (7.17). Комбинируя его с равенством (7.63),

мы сразу получаем (7.89). �

Для чистых состояний имеем Tr(ρ2) = 1. В этом случае правая часть

неравенства (7.89) сводится к независящей от состояния форме

Hα(N|ρ) ≥ lnα

(
d(d + 1)

2

)
, (7.90)

которая в действительности справедлива для всех состояний. В стандарт-

ном случае α = 1 соотношение неопределёностей (7.89) даёт ограничение

снизу на энтропию Шеннона, а именно

H1(N|ρ) ≥ ln

(
d(d + 1)

Tr(ρ2) + 1

)
≥ ln

(
d(d + 1)

2

)
. (7.91)

Это ограничение сильнее неравенства H1(N|ρ) ≥ ln d, которое следует из

формулы (7.86). Более того, при больших d правая часть (7.91) почти равна

2 ln d. Поэтому для порядка α около 1 и достаточно большого d соотноше-

ние неопределённостей (7.89) обеспечивает значительное улучшение про-

стой границы (7.86). С другой стороны, соотношение (7.86) выполняется

для всех α > 0.

Рассмотрим случай неэффективностей детектирования. Мы снова бу-

дем используем модель, которая описывается уравнениями (7.10) и (7.11).

Аналогично формуле (7.22), фактические вероятности событий искажают-

ся таким образом, что

p(η)
j (N|ρ) = η pj(N|ρ) , p(η)

∅ (N|ρ) = 1 − η . (7.92)

В этих выражениях параметр η ∈ [0; 1] описывает эффективность детек-

торов. При этом величина p(η)
∅ (N|ρ) соответствует событию “детектор не

сработал”. В силу формул (7.11) и (7.89) энтропия H (η)
α (N|ρ), вычисленная

для распределения (7.92), подчиняется неравенству

H (η)
α (N|ρ) ≥ ηα lnα

(
d(d + 1)

Tr(ρ2) + 1

)
+ hα(η) , (7.93)

где α ∈ (0; 2]. Результат (7.93) является энтропийным соотношением

неопределённостей для одного симметричного информационно полного из-
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мерения в модели неэффективностей детектирования. В стандартном слу-

чае α = 1 мы умножаем нижнюю границу (7.91) на η и добавляем бинар-

ную энтропию Шеннона h1(η). Таким образом, дополнительные неопреде-

лённости вводятся детекторами. Для оценки требуемого уровня эффектив-

ности детекторов мы можем поступить следующим образом. Первый член

в правой части формулы (7.93) должен значительно превоходить второй по

величине. Для заданных d и, возможно, Tr(ρ2) мы находим подходящий

диапазон значений η.

Рассмотрим теперь формулировку соотношений неопределённостей в

терминах энтропии Ре́ньи. Опираясь на результат (7.25), начнём с нижней

оценки на min-энтропию симметричного информационно полного измере-

ния.

Предложение 47 Пусть N — симметричное информационно полное из-

мерение на d-мерном комплексном пространстве H. Для произвольной

матрицы плотности ρ на H, min-энтропия ограничена снизу согласно

неравенству

R∞(N|ρ) ≥ 2 ln d − ln
(
1 +

√
d − 1

√
Tr(ρ2) d − 1

)
. (7.94)

Доказательство. Заменяя b2 на (7.63) и n на d2, неравенство (7.25)

даёт

max
{
pj(N|ρ) : 1 ≤ j ≤ d2

}
≤ 1

d2

(
1 +

√
d − 1

√
Tr(ρ2) d − 1

)
. (7.95)

Результат (7.94) непосредственно следует из формул (7.7) и (7.95). �

Следующий результат справедлив для всех α ≥ 2; он выводится ана-

логично (7.41) на основании формул (7.38), (7.63) и (7.94).

Предложение 48 Пусть N — симметричное информационно полное из-

мерение на d-мерном комплексном пространстве H. Для α ∈ [2;∞) и

произвольной матрицы плотности ρ на H, α-энтропия Ре́ньи ограни-

чена снизу согласно неравенству

Rα(N|ρ) ≥ 1

α− 1
ln

(
d(d + 1)

Tr(ρ2) + 1

)
(7.96)

+
α− 2

α− 1

{
2 ln d − ln

(
1 +

√
d − 1

√
Tr(ρ2) d − 1

)}
.
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Поскольку Tr(ρ2) ≤ 1, не зависящая от измеряемого состояния фор-

мулировка имеет вид

Rα(N|ρ) ≥ ln d +
1

α− 1
ln

(
d + 1

2

)
. (7.97)

В диапазоне α ∈ [2;∞) мы имеем нижнюю границу (7.96), которая зависит

от α. Для α = 2 неравенство (7.96) дает нижнюю границу на столкнови-

тельную энтропию, а именно

R2(N|ρ) ≥ ln

(
d(d + 1)

Tr(ρ2) + 1

)
. (7.98)

Поскольку α-энтропия Ре́ньи не увеличивается с ростом α, оценка (7.98)

справедлива для всех энтропий Ре́ньи порядка α ∈ (0; 2]. В этом диапазоне

мы пока имеем только постоянную энтропийную границу.

Предложение 47 обеспечивает соотношение неопределённостей для

симметричного информационно полного измерения на языке min-энтропии.

Для чистого состояния ρ = |ψ〉〈ψ| правая часть (7.94) сводится к правой

части (7.87). Очевидно, что зависящее от состояния неравенство (7.94) на-

сыщается всякий раз, когда состояние |ψ〉 является одним из кетов |φj〉,
формирующих симметричное информационно полное измерение. Действи-

тельно, в этом случае одна из вероятностей равна 1/d, а другие осталь-

ные равны
(
d(d + 1)

)−1
. Далее, неравенство (7.94) насыщается для полно-

стью смешанного состояния ρ∗ = 111111/d, когда pj = 1/d2 для всех j. Правая

часть формулы (7.94) возрастает с уменьшением Tr(ρ2). Другими словами,

чем выше степень смешанности состояния, тем больше нижняя граница

(7.94). Таким образом, соотношение неопределённостей (7.94) демонстри-

рует естественное поведение в смысле зависимости от смешанных состо-

яний. Как мы видели, это соотношение также насыщается в нескольких

известных случаях. Новая энтропийная оценка по существу основана на

точном результате (7.63). Поскольку симметричные информационно пол-

ныи измерения трудно построить, представляют интерес их приближённые

версии с отклонением от условия (7.4) [167]. Распространение полученных

выше соотношений для таких приближённых версий могло бы быть пред-

метом отдельного исследования. В принципе, утверждение Предложения
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40 можно использовать для получения нижних границ на min-энтропии в

других случаях. Это подразумевает нахождение оценок сверху на индекс

совпадения.

В общем, энтропийные соотношения неопределённостей для пары

симметричных информационно полных измерений прямо следуют из ре-

зультатов, приведённых в литературе. Для двух произвольных ПОЗМ-

измерений независимая от состояния оценка суммы энтропий Шеннона

была получена в статье [128]. Будучи сначала полученной для проектив-

ных измерений, эта оценка с использованием расширения Наймарка рас-

пространяется на неортогональные разложения единицы [128]. Обобщение

этого подхода на формулировки с зависимостью от измеряемого состояния

и обобщенные энтропийные функции имеют интерес описаны в работе

[129]. Мы имеем следующее утверждение.

Предложение 49 Пусть M = {|mi〉〈mi|} и N = {|nj〉〈nj|} — два сим-

метричных информационно полных измерения на d-мерном комплекс-

ном пространстве H. Данной матрице плотности ρ поставим в соот-

ветствие величину

g
(
M,N|ρ

)
:=max

{ |〈mi|nj〉 〈nj|ρ|mi〉|
〈mi|ρ|mi〉1/2 〈nj|ρ|nj〉1/2

:

〈mi|ρ|mi〉 6= 0, 〈nj|ρ|nj〉 6= 0

}
. (7.99)

При условиях 1/α+ 1/β = 2 и µ = max{α, β} энтропии Цаллиса и Ре́ньи

соответствующих порядков удовлетворяют соотношениям

Hα(M|ρ) + Hβ(N|ρ) ≥ lnµ

(
g
(
M,N|ρ

)−2
)

, (7.100)

Rα(M|ρ) + Rβ(N|ρ) ≥ −2 ln g
(
M,N|ρ

)
. (7.101)

Доказательство. Используя соотношение полноты

d2∑

i=1

|mi〉〈mi| = 111111 ,

мы перепишем j-ую вероятность генерируюмого при измерении M распре-

деления в виде

qi(M|ρ) = 〈mi|111111ρ|mi〉 =
∑

j
〈mi|nj〉 〈nj|ρ|mi〉 . (7.102)
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Далее введём числа v′i = 〈mi|ρ|mi〉1/2 и u′
j = pj(N|ρ)1/2 = 〈ni|ρ|nj〉1/2. Деле-

нием уравнения (7.102) на v′i мы получаем

v′i =
∑

j
tij u

′
j , (7.103)

tij =
〈mi|nj〉 〈nj|ρ|mi〉

〈mi|ρ|mi〉1/2 〈nj|ρ|nj〉1/2
. (7.104)

Если одна из вероятностей 〈mi|ρ|mi〉 или 〈nj|ρ|nj〉, то равен нулю и числи-

тель в (7.104). В этом случае принимаем tij = 0. Таким образом, выходной

набор v
′ получается из вводимого u

′ линейным преобразованием. Чтобы

применить теорему Рисса, мы должны предварительно проверить условие

на преобразование T = [[tij]], которое записывается в виде

‖v‖2 ≤ ‖u‖2 . (7.105)

Требуется, чтобы последнее имело место для произвольного входного u.

Доказательство этого пункта является несложным, но несколько громозд-

ким, так что мы вынесли его в Предложение 50 ниже. Теорема Рисса тогда

гласит, что

‖v‖a ≤ η(2−b)/b ‖u‖b , (7.106)

где положительные индексы a и b удовлетворяют связям 1/a + 1/b = 1 и

1 < b < 2. Из уравнения (7.106) мы получаем соотношение

‖q‖α ≤ g
(
M,N|ρ

)2(1−β)/β ‖p‖β , (7.107)

в котором 1/α + 1/β = 2 и 1/2 < β < 1. Как показано в главе 4, это

соотношение приводит к неравенствам (7.100) и (7.101). �

Предложение 50 Пусть линейное преобразование задано d2 × d2 мат-

рицей T = [[tij]] с элементами (7.104). Тогда условие (7.105) выполнено

для произвольного вводимого вектора u.

Доказательство. Как видно из (7.104), матричные элементы зависят

от состояния ρ. Начнём с проверки для чистого состояния ρ = |ψ〉〈ψ|.
Для заданного вектора состояния |ψ〉 мы можем выбрать фазы векторов

|mi〉 и |nj〉 таким образом, что скалярные произведения 〈ψ|mi〉 и 〈ψ|nj〉
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будут неотрицательными вещественными числами. Далее, матричные эле-

менты преобразования записываются в виде tij = 〈mi|nj〉. Как известно,

всякое ПОЗМ-измерение с элементами ранга 1 можно реализовать че-

рез ортогональный базис в расширенном пространстве соответствующей

размерности (см., к примеру, раздел 3.1 в работе [120]). Через nij мы

обозначим компоненты j-ого вектора |nj〉 по отношению к вычислительно-

му базису. В силу соотношения полноты d строк d × N матрицы [[nij]]

являются взаимно ортогональными. Добавляя строки, мы можем превра-

тить её в унитарную N × N матрицу. Столбцы этой матрицы, которые мы

запишем как |nj〉 ⊕ |n⊥
j 〉, образуют ортнормированный базис в N -мерном

пространстве H ⊕ HN . Аналогичным образом мы получаем ортонормиро-

ванный базис из векторов |mi〉 ⊕ |m⊥
i 〉 в M-мерном пространстве H⊕HM,

где M = |M|. Теперь мы введём два множества векторов, лежащих в про-

странстве H⊕HM ⊕HN , а именно

|m̃i〉 :=




|mi〉
|m⊥

i 〉
000


 , |ñj〉 :=




|nj〉
000

|n⊥
j 〉


 . (7.108)

Здесь символы 000 обозначают столбцы из нулей соответствующего раз-

мера. Оба множества {|m̃i〉} и {|ñj〉} являются ортонормированными, но

неполными наборами векторов в пространстве H ⊕HM ⊕ HN . Используя

ортонормированность, для набора чисел u мы записываем
∑

j
|uj|2 = 〈w̃|w̃〉 , |w̃〉 =

∑
j
uj |ñj〉 . (7.109)

Очевидно, что единичные векторы (7.108) подчиняются соотношению tij =

〈mi|nj〉 = 〈m̃i|ñj〉. Следовательно, числа vi =
∑

j tij uj = 〈mi|w̃〉 являются

компонентами ортогональной проекции |w̃〉 на подпространство H ⊕ HM.

Возведённая в квадрат норма этой проекции равна
∑

i |vi|2 и не превосхо-

дит 〈w̃|w̃〉. Тем самым утверждение доказано для случая чистого измеряе-

мого состояния.

Аналогичный подход можно применить для смешанных состояний.

Рассмотрим заданную матрицe плотности
∑

λ

λ |ψλ〉〈ψλ| = ρ ∈ L+(H) .
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Мы поставим ей в соответствие матрицу плотности на расширенном про-

странстве H⊕HM ⊕HN в виде

ρ̃ :=
∑

λ
λ |ψ̃λ〉〈ψ̃λ| , |ψ̃λ〉 := |ψλ〉 ⊕ 000 ⊕ 000 . (7.110)

Очевидно, мы имеем равенство 〈mi|ρ|nj〉 = 〈m̃i|ρ̃|ñj〉 и аналогичные форму-

лы для диагональных по базисам матричных элементов ρ. Далее, введём

линейные операторы

ω̃i := 〈m̃i|ρ̃|m̃i〉−1/2 |m̃i〉〈m̃i| ρ̃1/2 , (7.111)

η̃j := 〈ñj|ρ̃|ñj〉−1/2 |ñj〉〈ñj| ρ̃1/2 , (7.112)

предполагая 〈m̃i|ρ̃|m̃i〉 6= 0 и 〈ñj|ρ̃|ñj〉 6= 0. Поскольку множества {|m̃i〉}
и {|ñj〉} заведомо не являются полными, мы можем исключить из них

векторы, принадлежащие ядру матрицы плотности ρ̃. Операторы (7.111) и

(7.112) явно удовлетворяют равенствам

〈ω̃i , ω̃i〉HS = 〈η̃j , η̃j〉hs = 1 , (7.113)

〈ω̃i , ω̃k〉HS = δik , 〈η̃j , η̃l〉HS = δjl . (7.114)

Здесь мы использовали ортонормированность наборов {|m̃i〉} и {|ñj〉}. Мат-

ричные элементы преобразования можно переписать в виде

tij =
〈m̃i|ñj〉 〈ñj|ρ̃|m̃i〉

〈m̃i|ρ̃|m̃i〉1/2 〈ñj|ρ̃|ñj〉1/2
= 〈ω̃i , η̃j〉HS . (7.115)

Для заданного набора чисел u элементы выводимого набора имеют вид

vi =
∑

ij

tij uj = 〈ω̃i , σ̃〉HS ,

где σ̃ =
∑

j uj η̃j. В силу (7.114), оператор σ̃ можно представить в виде

σ̃ =
∑

i
vi ω̃i +̟ , (7.116)

причём 〈ω̃i ,̟〉HS = 0 для всех i. Вычисляя возведённые в квадрат нормы

Гильберта–Шмидта, мы записываем

∑
i
|vi|2 =

〈∑
i
vi ω̃i ,

∑
i
vi ω̃i

〉
HS

≤ 〈σ̃ , σ̃〉HS =
∑

j
|uj|2 . (7.117)
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Здесь существенно использовалось свойство ортонормированности (7.114).

Таким образом, предусловие (7.105) выполняется для всех вводимых набо-

ров. �

Представленные рассуждения отличаются от предыдущих форму-

лировок в следующих отношениях. В приведенном выше доказательстве

подчёркивается, что конструкции с расширением Наймарка фактически

необходимы только при проверке условия (7.105). Выражение (7.104) для

матричным элементов преобразования является практически очевидным.

В случае двух симметричных информационно полных измерений M =

{d−1|ϕi〉〈ϕi|} и N = {d−1|φj〉〈φj|} функция (7.99) принимает вид

g
(
M,N|ρ

)
=

1

d
max

{ |〈ϕi|φj〉 〈φj|ρ|ϕi〉|
〈ϕi|ρ|ϕi〉1/2 〈φj|ρ|φj〉1/2

:

〈ϕi|ρ|ϕi〉 6= 0, 〈φj|ρ|φj〉 6= 0

}
. (7.118)

Подстановка этого выражение в формулы (7.100) и (7.101) напрямую даёт

соотношения неопределённостей для пары симметричных информационно

полных измерений M и N в терминах энтропий Цаллиса и Ре́ньи. Из

неравенства Коши–Шварца следует, что

|〈φj|ρ|ϕi〉| ≤ 〈ϕi|ρ|ϕi〉1/2 〈φj|ρ|φj〉1/2 . (7.119)

Заметим, что величина (7.118) удовлетворяет неравенству

g
(
M,N|ρ

)
≤ 1

d
max

ij
|〈ϕi|φj〉| =: f̄ (M,N ) . (7.120)

Далее, функции x 7→ lnµ
(
x−2
)

и x 7→ −2 ln x являются убывающими. Из

уравнений (7.100) и (7.101) следуют не зависящие от измеряемого состоя-

ния соотношения неопределённостей для пары симметричных информаци-

онно полных измерений. Полагая далее 1/α + 1/β = 2 и µ = max{α, β},
мы получаем

Hα(M|ρ) + Hβ(N|ρ) ≥ lnµ

(
f̄ (M,N )−2

)
, (7.121)

Rα(M|ρ) + Rβ(N|ρ) ≥ −2 ln f̄ (M,N ) . (7.122)

Эти формулы являются энтропийными соотношениями неопределённостей,

основанными на теореме Рисса. Кроме того, правые части неравенств
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(7.121) и (7.122) дают нижние границы на симметризованные энтропии.

Как и ранее, соответствующие энтропийные параметры вводятся на осно-

ве формулы (7.43).
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Глава 8

Энтропийный подход к соотношениям

неопределённостей для энергии и

времени

Материал этой главы основывается на работе [181]. Рассматривая

мысленный эксперимент с микроскопом, Гейзенберг пришёл к выводу о

том, что определённый импульс не может быть локализован в простран-

стве. Сходное мнение высказывалось в отношении энергии и времени. То

есть совершенно определённое значение энергии не может быть локализо-

вано на временной шкале. С другой стороны, случай энергии и времени не

представляется возможным трактовать по аналогии с обычными наблюда-

емыми. Роль времени в квантовой теории имеет довольно много аспектов

[182, 183, 184]. Одно из основных возражений против существования уни-

версальной формы самосопряжённого оператора времени, который был бы

сопряжён с гамильтонианом, было указано ещё Паули. Очень важными

с физической точки зрения свойствами многих систем является то, что

спектр гамильтониана дискретен или что его собственные значения огра-

ничены снизу. Паули отметил, что, при обычном понимании канонически

сопряжённых переменных, существование сопряжённой с гамильтонианом

наблюдаемой времени означало бы, что спектр гамильтониан покрывает

всю вещественную ось (см., например, сноску 1 на с. 102 и далее русского

перевода [185]). Различные подходы к построению соотношения неопре-

делённостей типа “энергия-время” рассматриваются в [186]. Первые коли-
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чественные формулировки были предложены Мандельштамом и Таммом

[187] и Крыловым и Фоком [188]. Дальнейшее развитие этого направле-

ния было дано в [189, 190]. Подход к соотношению неопределённостей

для энергии и времени на основе информационной энтропии рассмотрен в

статье [191]. В этой работе используются некоторые идеи по построению

почти периодических во времени наблюдаемых [192].

Несмотря на многие предыдущие попытки, авторы обзора [193]

утверждали, что полностью удовлетворительная формулировка соотноше-

ний неопределённостей для энергии и времен ещё не получена. Автор

работы [15] ввёл понятие “дополнения” гамильтониана, то есть величины,

измерение которой в определённом смысле является дополнительным к

измерению энергии. Оказалось, что такую величину можно построить для

системы с дискретными уровнями энергии, для которых отношения энерге-

тических уровней являются, хотя бы приближённо, рациональными числа-

ми [15]. Фактически с этой наблюдаемой ассоциируется неортогональное

разложение единицы, тогда как собственно эрмитов оператор действует в

расширенном пространстве состояний. Такой подход приводит к комму-

тационному соотношению, которое формально совпадает с коммутатором

операторов числа и фазы в рамках подхода Пегга–Барнетта [194, 195, 196].

Используя понятие “дополнения” гамильтониана, автор [15] вывел соотно-

шение неопределённостей типа Робертсона. Несмотря на некоторую огра-

ниченность сферы применимости развитого подхода, он позволяет простым

и физически мотивированным путём разрешить вопрос для многих инте-

ресных моделей. Более того, акцент делается на соответствующем ком-

мутационном соотношении, так что проблема исследуется именно в том

направлении, которое традиционно используется для обсуждения соотно-

шений неопределённостей для энергии и времени. Как хорошо известно,

прямолинейная трактовка оператора времени как канонически сопряжён-

ной к гамильтониану наблюдаемой не представляется возможной. Те са-

мым понятие “дополнения” гамильтониана обеспечивает альтернативный

способ ввести сопряжённую величину. Эта величина связана с эволюцией

рассматриваемой системы во времени, но самим “временем”, конечно, не
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является. По видимому, развитому в статье [15] подходу уделяется меньше

внимания, чем он того заслуживает.

Данная глава посвящена формулировке энтропийных соотношений

неопределённостей для энергии системы и “дополнения” в рамках под-

хода, предложенного в работе [15]. Это позволяет с иной точки зрения

взглянуть на нижние энтропийные границы, выведенные в недавней ста-

тье [191]. Следует отметить, что понятие “дополнения” гамильтониана сра-

зу приводит к соотношениям неопределённостей, которые непосредственно

связаны со статистикой измерений. Кроме того, разработанный подход поз-

воляет естественным образом учесть возможные неэффективности детек-

тирования, что также существенно с точки зрения приложений. С другой

стороны, конечно, область применимости концепции “дополнения” гамиль-

тониана ограничена системами с дискретными уровнями энергии опреде-

лённого типа. В общем случае следует использовать концептуально более

сложный и абстрактный подход, разработанный авторами работы [191].

Представленные ниже соотношения неопределённостей для энергии систе-

мы и её “дополнения” можно рассматривать как непосредственно ассоции-

рованную со статистикой измерений интерпретацию энтропийных границ

из [191]. Будучи применимой лишь к частному случаю, такая интерпрета-

ция, тем не менее, справедлива для исключительно важных с физической

точки зрения примеров.

Следуя Эйнштейну, авторы известной книги [197] подчёркивают, что

“природа предоставляет свой собственный способ локализовать точку в

пространстве-времени”. Координаты в пространстве-времени существуют

лишь постольку, поскольку они связаны с определёнными событиями. Без

дальнейших разъяснений наше повседневное понимание термина “время”

не может быть перенесено на квантовый уровень. Разумеется, чаще все-

го этот вопрос ставится при обсуждении проблем квантовой гравитации

[198, 199]. С другой стороны, известно, что ограничения на точность

квантовых часов тесно связаны принципом неопределённостей Гейзенбер-

га [198]. Для упрощения дальнейших формул далее используется система

единиц, в которой ~ = 1. Тогда шкала энергии обратно пропорциональна
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шкале времени. Проблеме существования надлежащего оператора време-

ни был посвящен ряд исследования, некоторые из которых обсуждаются в

разделе III.8 книги [115]. Для бесструктурной нерелятивистской частицы,

гамильтониан которой включает лишь слагаемое с кинетической энергией,

временной оператор легко строится с помощью обычного преобразования

Фурье. В этом случае энтропийные соотношения неопределённостей для

координаты и импульса, полученные в работах [201, 202], легко перене-

сти на величины энергии и времени [203]. Следует отметить, что фор-

мулировка соотношений неопределённостей для координаты и импульса

на языке дифференциальных энтропий была впервые предложена в ста-

тье [140]. Для гамильтонианов с дискретным полуограниченным спектром

задача была чисто формально проанализировано автором работы [200].

Впрочем, математические построения из [200] не являются вполне удо-

влетворительными с физической точки зрения [192]. Вместо того, чтобы

строить оператор времени, развитый в статье [15] формализм имеет де-

ло с оператором, который надлежацим образом действует на собственные

состояния гамильтониана.

Пусть квантовая система имеет d+1 энергетических уровней εn. Без

потери общности примем, что энергия отсчитывается от уровня ε0 = 0

[15]. Предположим также, что собственные значения гамильтониана невы-

рожденны и упорядочены по возрастанию. Гамильтониан записывается в

виде

E =
∑d

n=0
εn |εn〉〈εn| , (8.1)

где |εn〉 обозначает нормированное собственное состояние с энергией εn.

В случае унитарной эволюции состояние замкнутой системы изменяется с

течением времени согласно уравнению

exp(−iE t) |ψ〉 =
∑d

n=0
exp(−iεnt) cn |εn〉 , (8.2)

cn = 〈εn|ψ〉 .

Автор статьи [15] сформулировал вопрос о том, на каких состояниях га-

мильтониан E действует как генератор сдвигов. Иначе говоря, попробуем
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найти параметризованные состояния |τ〉, удовлетворяющие соотношению

exp(−iE∆τ) |τ〉 = |τ +∆τ〉 . (8.3)

Как показано в работе [15], такие состояния записываются в виде

|τ〉 =
1√

d + 1

d∑

n=0

exp(−iεnτ) |εn〉 . (8.4)

Такого рода выражения являются довольно типичными при рассмотрении

собственных состояний канонически сопряжённых наблюдаемых [136].

Правда, обычно мы предполагаем, что спектры этих конечномерных пе-

ременных эквидистантны. Поэтому следует выяснить, можно ли использо-

вать формулы типа (8.4) в случае неравных разностей между энергетиче-

скими уровнями [15].

Параметр τ в формуле (8.4) может принимать любые вещественные

значения. Все векторы этого типа, вместе взятые, образуют переполненную

систему векторов в (d+1)-мерном пространстве состояний Hd+1. В общем,

не представляется возможным получить из этого множества d + 1 вектор

ортогонального базиса [15]. Тем не менее, при выполнении определённых

свойств можно получить неортогональное разложение единицы в Hd+1.

Предположим, что все дроби εn/ε1 являются рациональнами числами или

с высокой точностью представляются ими. Для первого варианта запишем

εn

ε1
=

Bn

An
, (8.5)

где целые числа Bn и An взаимно просты [15]. Пусть r1 обозначает наи-

меньшее общее кратное чисел An при n > 1. Полагая r0 = 0 и rn = r1Bn/An,

получаем набор целых чисел rn. Для элементов этого набора положим

εn =
2πrn
Tc

, (8.6)

где Tc = 2πr1/ε1. Следуя работе [15], рассмотрим s+1 состояний вида (8.4)

со значениями

τm = τ0 + m
Tc

s + 1
(m = 0, 1, . . . , s) . (8.7)

Отметим, что промежуточные значения τ1, . . . , τs равномерно распределены

между крайними точками τ0 и τ0 + Tc. Иными словами, значения (8.7)
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формируют эквидистантный ряд. Автор статьи [15] показал, что в рамках

принятых предположений выполняется равенство

d + 1

s + 1

s∑

m=0

|τm〉〈τm| = 111111d+1 , (8.8)

где 111111d+1 есть единичный оператор на пространстве Hd+1. Таким образом,

мы получаем неортогональное разложение единицы, ассоциированное с

“дополнением” гамильтониана. Последний генерирует на состояниях |τm〉
сдвиг параметра согласно (8.3). Формула (8.8) является точным равен-

ством, когда дроби εn/ε1 рациональны и разности rℓ − rn не делятся на

s + 1. Последнее условие легко удовлетворяется с выбором s + 1 > max rn.

В остальном есть свобода в выборе целого числа s ≥ d. Если дроби εn/ε1

не являются рациональными, но аппроксимируются ими с высокой точ-

ностью, то равенство (8.8) выполняется вплоть до соответственно малого

аддитивного слагаемого [15]. Каждому энергетическому уровню εn ста-

вится в соответствие соответствующий ему “натуральный” период 2π/εn.

Если дробь εn/ε1 в точности рациональна, то характеристическое время

Tc имеет простую физическую интерпретацию. Это наименьший ненулевой

интервал времени, по истечении которого система при эволюции согласно

(8.2) возвращается в свое первоначальное состояние [15]. Иными словами,

состояние |τ + Tc〉 точно воспроизводит |τ〉. Поэтому в наборе состояний

вида |τm〉 все состояния различны.

Используя неортогональное разложение единицы, мы по-прежнему

не получили наблюдаемой, представленной эрмитовым оператором. С дру-

гой стороны, сами неопределённости скорее связаны с разбросами в рас-

пределениях вероятностей. Тем самым векторов |τm〉 вполне достаточно

для того, чтобы определить соответствующие вероятности и охарактеризо-

вать уровень неопределённостей с дополнительной к гамильтониану точки

зрения. Отсюда естественным путём выводятся энтропийные соотношения

неопределённостей. С другой стороны, из теоремы Наймарка следует, что

всякое ПОЗМ-измерение можно реализовать как проективное измерение в

расширенном пространстве состояний. Связанная с неортогональным раз-

ложением состояниями эрмитова наблюдаемая действует в расширенном
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пространстве, имеющем s + 1 измерений. Явный вид и свойства операто-

ра “дополнения”, а также соотношения неопределённостей в традиционной

формулировке с произведением стандартных отклонений обсуждаются в

статье [15]. Однако для получения энтропийных соотношений неопреде-

лённостей достаточно просто иметь разложение единицы (8.8).

Пусть E = {|εn〉〈εn|} обозначает набор проекторов на собственные

состояния гамильтониана. Если состояние системы непосредственно пе-

ред измерением описывается матрицей плотности ρ с единичным следом,

то вероятность получения результата εn равна 〈εn|ρ|εn〉. Через Rα(E ;ρ) и

Hα(E ;ρ) обозначаются α-энтропии Ре́ньи и Цаллиса, вычисленные с упо-

мянутыми вероятностями. Измерение дополнительной к гамильтониану на-

блюдаемой описывается ПОЗМ T = {|θm〉〈θm|} с элементами ранга 1, где

|θm〉 =

√
d + 1

s + 1
|τm〉 . (8.9)

Для состояния ρ получаем α-энтропии Ре́ньи и Цаллиса Rα(T ;ρ) и

Hα(T ;ρ), вычисленные с вероятностями 〈θm|ρ|θm〉. Приведённые выше по-

строения во многих отношениях напоминают формализм, развитый в ста-

тьях [194, 195, 196]. Целью этих работ было построение эрмитового опе-

ратора для представления квантовой фазы. Квантовая фаза в роли на-

блюдаемой обсуждалась в одной из самых известных статей Дирака [204],

которую обычно считают моментом рождения квантовой электродинамики.

С тех пор вопрос о корректном представлении квантовой фазы изучался с

различных точек зрения [193, 205]. Интуитивное предположение состоит в

том, что операторы оптической фазы и числа фотонов являются канониче-

ски сопряжёнными переменными. Как известно, попытка непосредственно

трактовать операторы фазы и числа фотонов подобно паре координата-

импульс математически несостоятельна. Один из физически мотивирован-

ных путей разрешения этой трудности и был предложен авторами работ

[194, 195, 196]. Вместо того, чтобы с самого начала иметь дело с беско-

номерным гильбертовым пространством, они рассматривают пространство

с формально конечной, но в остальном произвольной размерностью. После

построения всех представляющих физический интерес величин выполня-

ется предельный переход к счётно бесконечномерному пространству.
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Чтобы сформулировать энтропийные соотношения неопределённо-

стей, введём скалярную величину

g(E , T ;ρ) := max
|〈εn|θm〉 〈θm|ρ|εn〉|

〈εn|ρ|εn〉1/2 〈θm|ρ|θm〉1/2
, (8.10)

где максимум берётся над всеми индексами, для которых 〈εn|ρ|εn〉 6= 0 и

〈θm|ρ|θm〉 6= 0. В общем, величина (8.10) явно зависит от выбора состояний

|θm〉. Если состояние системы непосредственно перед измерением есть ρ,

то

Rα(E ;ρ) + Rβ(T ;ρ) ≥ −2 ln g(E , T ;ρ) , (8.11)

Hα(E ;ρ) + Hβ(T ;ρ) ≥ lnµ
{
g(E , T ;ρ)−2

}
, (8.12)

где положительные энтропийные параметры связаны формулой 1/α+1/β =

2 и µ = max{α, β}. Связь 1/α + 1/β = 2 обусловлена использованием

теоремы Рисса [206]. Неравенства (8.11) и (8.12) выражают соотноше-

ния неопределённостей для сценария с приготовлением одного и того же

состояния. Как видно из (8.10), имеется зависимость от выбора фактиче-

ских моментов отсчёта при построении ПОЗМ T = {|θm〉〈θm|}. Возмож-

ность такого выбора отражает некоторую свободу, имеющуюся в путях

экспериментальной реализации измерений “дополнения” гамильтониана.

Таким образом, получены энтропийные соотношения неопределённостей

типа “энергия-время”. Следует отметить, что они напрямую связаны с экс-

периментальной статистикой. В этом смысле неравенства (8.11) и (8.12)

отличаются от энтропийных соотношения неопределённостей, полученных

в [191]. Другое отличие — явная зависмость правых частей (8.11) и (8.12)

от измеряемого состояния ρ.

Следуя методам работы [129], можно преобразовать правые части

соотношений (8.11) и (8.12) в форму, не зависящую от измеряемого состо-

яния. В рассматриваемом случае энтропийные границы становятся завися-

щими от единственного параметра s. Действительно, в силу неравенства

Коши–Шварца

g(E , T ;ρ) ≤ f (E , T ) := max |〈εn|θm〉| , (8.13)
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или окончательно f (E , T ) = (s+1)−1/2. Таким образом, искомые соотноше-

ния неопределённостей записываются в виде

Rα(E ;ρ) + Rβ(T ;ρ) ≥ ln(s + 1) , (8.14)

Hα(E ;ρ) + Hβ(T ;ρ) ≥ lnµ(s + 1) , (8.15)

где 1/α + 1/β = 2 и µ = max{α, β}. Неравенства (8.14) и (8.15) справед-

ливы для любого состояния ρ. Видно, что нижние границы на уровень

неопределённостей типа энергия-время логарифмически растут с увеличе-

нием количества “временных” отсчётов s + 1. Такое поведение представля-

ется физически разумным. Следует отметить также следующий факт. При

s > d норма состояний |θm〉 и, тем самым, вероятности 〈θm|ρ|θm〉 строго

меньше 1. Следовательно, энтропии Rβ(T ;ρ) и Hβ(T ;ρ) в приведённых

выше соотношениях строго больше нуля. Принимая во внимание неравен-

ство 〈θm|ρ|θm〉 ≤ (d + 1)/(s + 1), легко получить

Rβ(T ;ρ) ≥ ln

(
s + 1

d + 1

)
=: Γ . (8.16)

Конечно, эта оценка снизу только приблизительная, но, тем не менее, она

характеризует неизбежный ввиду s > d уровень неопределённостей, при-

сутствующий в измерении T . Вычитая Γ из обеих частей (8.14), мы окон-

чательно имеем

Rα(E ;ρ) + Rβ(T ;ρ) − Γ ≥ ln(d + 1) . (8.17)

После вычитания нижняя энтропийная граница определяется логарифмом

размерности d + 1 независимо от количества “временных” отсчётов s + 1.

Тем самым правая часть соотношения (8.17) становится полностью схожей

с тем, что получается в случае конечномерных канонически сопряжённых

наблюдаемых [136]. Следует отметить, что соотношения неопределённо-

стей, выписанные в работе [136], появились в качестве основанной на

численных проверках гипотезы. Доказательство на основе теоремы Рисса

было опубликовано годом позднее в статье [14].

Как уже обсуждалось в Главе 7, неэффективности детектирования

естественным образом учитываются в рамках энтропийного подхода к
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формулировке соотношений неопределённостей. Заданному уровню эф-

фективности η ∈ [0; 1] и произвольному вероятностному распределнию

ставится в соответствие “искажённое” распределение (7.10). Не вдава-

ясь в детали, ограничимся формулировкой с энтропиями Шеннона. Пусть

η = min{ηE , ηT } ≥ 1/2, где ηE и ηT соответственно характеризуют неэф-

фективность детектирования в измерениях энергии и её “дополнения”. Ис-

пользуя (7.11) для α = 1, получаем соотношение неопределённостей

H1(E (ηE);ρ) + H1(T (ηT );ρ) ≥ −2η ln g(E , T ;ρ) + h1(ηE) + h1(ηT )

≥ η ln(s + 1) + 2h1

(
max{ηE , ηT }

)
. (8.18)

Бинарная энтропия 2h1(η) описывает роль событий “детектор не срабо-

тал” в общей картине неопределённостей. В случае недостаточно высокой

эффективности детекторов статистика измерений будет отражать, по боль-

шей части, генерируемую ими неопределённость. На таком фоне экспери-

ментальное изучение собственно квантовых неопределённостей окажется

проблематичным.

Так как состояния |θm〉 приводят к неортогональному разложению

единицы в Hd+1, их нельзя рассматривать как собственные векторы эр-

митовой наблюдаемой, действующей в том же пространстве. Но ПОЗМ

T = {|θm〉〈θm|} можно реализовать как проективное измерение в расши-

ренном пространстве. Такая возможность следует из теоремы Наймарка,

применения которой в квантовой теории проверки гипотез и оценивания

обсуждаются в известных книгах [114, 115]. В нашем случае достаточ-

но использовать более простой подход, описанный, например, в разделе

3.1 книги [120]). Компоненты столбцов |θm〉, нумеруемые индексом m c

s + 1 значениями, можно рассматривать как элементы некоторой матри-

цы размером (d + 1) × (s + 1). В силу соотношения полноты эту матри-

цу можно добавлением строк дополнить до унитарной матрицы размером

s + 1. Всякая наблюдаемая в расширенном пространстве Hs+1 = Hd+1 ⊕K
имеет s + 1 собственных состояний. Включая дополнительные состояния

в энергетический базис, мы легко получаем ортогональное разложение
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Ẽs+1 = {|̃ℓ 〉〈̃ℓ |}s
ℓ=0. Следуя статье [15], рассмотрим также векторы

|θ̃m〉 =
1√

s + 1

s∑

ℓ=0

exp(−iℓ θm) |̃ℓ 〉 . (8.19)

Тем самым получается второе ортогональное разложение T̃s+1 =

{|θ̃m〉〈θ̃m|}s
m=0. При этом исходные энергетические состояния |εn〉 с индек-

сом n = 0, 1, . . . , d должны быть перенумерованы таким образом, что

|̃ℓ 〉 = |εn〉 ⊕ 000 (8.20)

всякий раз, когда ℓ = rn. Это осуществимо ввиду того, что s + 1 > max rn.

Если ℓ 6= rn для всех n = 0, 1, . . . , d, то кет |̃ℓ 〉 имеет ненулевые компоненты

только в пространстве K. В формуле (8.19) числа θm определены как [15]

θm =
2πτm

Tc
. (8.21)

Эти значения равномерно заполняют интервал длиной 2π между θ0 и θ0 +

2π, где θ0 = 2πτ0/Tc. Каждой матрице плотности ρ на Hd+1 ставится в

соответствие матрица плотности ρ̃ размером s + 1 с добавлением нулевых

строк и столбцов по отношению к K. Очевидным образом имеем

〈θ̃m|ρ̃|θ̃m〉 = 〈θm|ρ|θm〉 (8.22)

для всех m, 〈̃ℓ |ρ̃|̃ℓ 〉 = 〈εn|ρ|εn〉 для ℓ = rn и 〈̃ℓ |ρ̃|̃ℓ 〉 = 0 для ℓ 6= rn. Итак, в

расширенном пространстве рассматриваются две наблюдаемые

s∑

ℓ=0

ℓ |̃ℓ 〉〈̃ℓ | ,
s∑

m=0

θm |θ̃m〉〈θ̃m| . (8.23)

Первая из этих наблюдаемых даёт, с точностью до размерного множи-

теля, гамильтониан, действующий в расширенном пространстве. Второй

формально эквивалентен оператору оптической фазы в рамках подхода,

развитого в статьях [194, 195, 196]. Для наблюдаемых (8.23) легко запи-

сать коммутатор и, далее, соотношение неопределённостей в терминах про-

изведения стандартных отклонений; их обсуждение вместе с предельным

случаем s → ∞ можно найти в работе [15]. С другой стороны, энтропий-

ные соотношения неопределённости аппеллируют скорее к разложениям
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единицы, так как для вычисления энтропий используются соответствую-

щие вероятности. В предельном случае s → ∞ мы имеем дело уже с

плотностью распределения вероятностей.

Предельный случай интересен в том отношении, что позволяет от-

влечься от рассмотрения конкретных энергетических уровней [15]. По-

скольку разность между соседними τm стремится к нулю, вероятность по-

пасть в малый интервал между τ и τ +∆τ равна, в первом приближении,

wρ(τ)∆τ. Здесь мы записываем

wρ(τ) =
〈τ ′|ρ|τ ′〉

Tc
, (8.24)

где отмасштабированные векторы |τ ′〉 =
√

d + 1 |τ〉. Полагая далее ∆τ =

Tc /(s + 1), видим, что величина (8.24) удовлетворяет

wρ(τm)∆τ = 〈θm|ρ|θm〉 . (8.25)

Подобно (8.21), записываем также Uρ̃(θm)∆θ = wρ(τm)∆τ с малым ин-

тервалом ∆θ = 2π/(s + 1). Как было сказано выше, матрица плотности

ρ̃ получена из ρ добавлением нулевых строк и столбцов. Далее вводят-

ся дифференциальные энтропии Ре́ньи Rα(wρ) и Rα
(
Uρ̃
)

согласно формуле

(6.71). В отличие от энтропий дискретных вероятностных распределений,

дифференциальные энтропии могут принимать отрицательные значения.

Поэтому использованный в статье [129] метод неприменим, вообще говоря,

к выводу соотношений неопределённостей в терминах дифференциальных

энтропий Цаллиса. Тем не менее, можно получить соотношения неопреде-

лённостей с разделением интервала континуально изменяющихся величин

на экспериментальные “бины”.

Пусть положительные энтропийные параметры α и β удовлетворяют

условию 1/α + 1/β = 2. Переходя к пределу s → ∞, мы имеем дело с

расширенным пространством состояний Hs+1. Как уже было упомянуто

выше, наблюдаемые (8.23) являются канонически сопряжёнными в смысле

формализма, предложенного в работах [194, 195, 196]. Для вероятностных

векторов p = {pn} с элементами pn = 〈εn|ρ|εn〉 и q = {qm} с элементами
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qm = 〈θm|ρ|θm〉 мы получаем

‖p‖α ≤
(

1

s + 1

)(1−β)/β
‖q‖β , (8.26)

‖q‖α ≤
(

1

s + 1

)(1−β)/β
‖p‖β , (8.27)

где 1/2 < β < 1 < α. Формулы (8.26) и (8.27) следуют из теоремы Рисса.

В результате предельного перехода вместо вероятностей qm мы имеем дело

с величинами Uρ̃(θm) dθ. В этом случае справедливы неравенства

‖p‖α ≤
(

1

2π

)(1−β)/β
‖Uρ̃‖β , (8.28)

‖Uρ̃‖α ≤
(

1

2π

)(1−β)/β
‖p‖β , (8.29)

где 1/α + 1/β = 2 и 1/2 < β < 1 < α. Следует помнить, что дифференци-

альные энтропии зависят также от масштабирования случайной величины.

Поэтому вычисления удобнее проводить с величинами типа ‖p‖α и ‖Uρ̃‖β.
Комбинируя Uρ̃(θ) dθ = wρ(τ) dτ с θ = 2πτ/Tc, находим также

‖Uρ̃‖β =

(
2π

Tc

)(1−β)/β
‖wρ‖β . (8.30)

Тем самым соотношения (8.28) и (8.29) переписываются в виде

‖p‖α ≤
(

1

Tc

)(1−β)/β
‖wρ‖β , (8.31)

‖wρ‖α ≤
(

1

Tc

)(1−β)/β
‖p‖β , (8.32)

при наложении тех же условий на α и β. Путём простых алгебраических

операций (8.31) и (8.32) трансформируются соотношения неопределённо-

стей с континуальным временным параметром, а именно

Rα(E ;ρ) + Rβ(wρ) ≥ lnTc , (8.33)

где энтропийные индексы связаны сформулой 1/α+ 1/β = 2. Правая часть

соотношения (8.33) фактически воспроизводит энтропийную оценку, вы-

веденную в статье [191]. Однако авторы этой работы использовали бо-

лее общие и абстрактные построения. По-видимому, энтропийные границы
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указанного типа являются проявлениями одного и того же фундаменталь-

ного ограничения. Ещё раз следует подчеркнуть, что соотношение (8.33)

включает энтропийные функции, непосредственно связанные со статисти-

кой измерений. Таким образом, мы охарактеризовали неопределённости

типа энергия-время в форме, традиционной для соотношений неопределён-

ностей. В этом смысле получена более привычная трактовка тех энтро-

пийных соотношений неопределённостей для энергии и времени, что были

предложены в работе [191].

Так как правая часть (8.33) включает в себя размерный параметр Tc,

она зависит от выбранной единицы измерения времени. С другой сторо-

ны, дифференциальная энтропия Rβ(wρ) также зависит от шкалы времени.

Указанная зависимость такова, что изменение масштаба времени вносит

одно и то же аддитивное слагаемое в обе части неравенства (8.33). В этом

смысле она не является существенной с физической точки зрения. Чтобы

получить формулировку с использованием безразмерных параметров, нуж-

но явным образом включить в рассмотрение экспериментальные “бины” на

шкале времени. Предположим, что интервал [τ0; τ0+Tc] разделяется на ма-

лые отрезки точками τj. В отличие от значений (8.7) точки τj могут быть

выбраны произвольным образом. Под δτ мы подразумеваем наибольшую

из разностей τj+1 − τj. Вместо wρ(τ) теперь используются вероятности

q(δ)
j :=

∫ τj+1

τj

wρ(τ) dτ , (8.34)

составляющие вероятностное распределение q
(δ)
T . Из неравенств (8.31) и

(8.31) следует, что

‖p‖α ≤
(
δτ

Tc

)(1−β)/β
‖q(δ)

T ‖
β
, (8.35)

‖q(δ)
T ‖

α
≤
(
δτ

Tc

)(1−β)/β
‖p‖β , (8.36)

где снова 1/α + 1/β = 2 и 1/2 < β < 1 < α. Детали перехода к соотно-

шениям (8.35) и (8.36) полностью аналогичны выкладкам, проделаннымв

разделе 3.3 статьи [207]. Используя (8.35) и (8.36), окончательно получаем

200



неравенства

Rα(E ;ρ) + Rβ
(
q

(δ)
T ;ρ

)
≥ ln

(
Tc

δτ

)
, (8.37)

Hα(E ;ρ) + Hβ

(
q

(δ)
T ;ρ

)
≥ lnµ

(
Tc

δτ

)
, (8.38)

в которых 1/α + 1/β = 2 и µ = max{α, β}. Неравенства (8.37) и (8.38)

выражают энтропийные соотношения неопределённостей с “бинами” на

шкале времени. Как уже было сказано выше, фактические “бины” вы-

бираются совершенно независимо от значений типа (8.7). В этом смысле

формулировки (8.37) и (8.38) записаны в унифицированном виде, вклю-

чающем единственную характеристику Tc. Конечно, приведённый вывод

этих формулировок подразумевает все предпосылки, которые необходимы

для построения ПОЗМ-измерения T = {|θm〉〈θm|}.
Рассмотрим конкретный пример соотношений неопределённостей для

энергии и её “дополнения” в сценарии с приготовлением одного и того

же состояния. В нём рассматривается повторяющиеся измерения с оди-

ночным кубитом, приготовленном в одном и том же состоянии. Физиче-

ски они могут быть реализованы как манипуляции с частицей со спином

1/2 во внешнем магнитном поле. Гамильтониан пропорционален z-матрице

Паули, однако следует учесть, что шкала энергии должна быть сдвину-

та в соответсвии с условием ε0 = 0. Это нужно при построении ПОЗМ

T = {|θm〉〈θm|}. В данном случае число моментов отсчета s + 1 может

изменяться от 2 до бесконечности. В данном примере мы можем просто

принять τ0 = 0. Кубитовые состояния обычно представляются вектором

Блоха. Мы рассмотрим состояния, в которых вектор Блоха r направлен

вдоль оси x, а его модуль принимает значения |r| = 1 и |r| = 0.75. На рис.

8.1 для нескольких значений β показаны левая часть неравенства (8.14)

и нижняя граница ln(s + 1). Для экваториальных состояний кубита эн-

тропия Rα(E ;ρ) постоянна. Таким образом, показанные кривые в основном

демонстрируют изменения в Rβ(T ;ρ). Абсцисса включает значения целого

числа s + 1 между 2 и 1000. Поведение для больших значений числа s + 1

напоминают картину, получающуюся для континуального параметра τ со

многими “бинами”. Как видно из рис. 8.1, все кривые проходят вблизи ли-
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нии ln(s + 1), поэтому нижняя энтропийная граница в соотношении (8.14)

является достаточно точной. Когда |r| уменьшается, кривые энтропии ста-

новятся всё более близкими друг к другу, но при этом слегка смещаются

вверх. Для учёта этого небольшого увеличения следовало бы использовать

правую часть (8.11), которая зависит от измеряемого состояния.

0.0

2.0

4.0

6.0

8.0

T
h
e
su
m

of
R
én
y
i
en
tr
op

ie
s
fo
r
|r|

=
1

0 250 500 750 1000

s+ 1

β = 0.5
β = 1.0
β = 2.0
β = 5.0
β = 14.0
ln(s+ 1)

0.0

2.0

4.0

6.0

8.0

T
h
e
su
m

of
R
én
y
i
en
tr
op

ie
s
fo
r
|r|

=
0.
75

0 250 500 750 1000

s+ 1

β = 0.5
β = 1.0
β = 2.0
β = 5.0
β = 14.0
ln(s+ 1)

Рис. 8.1: Левая часть (8.14) для нескольких значений β, слева при |r| = 1 и справа при

|r| = 0.75.

Рассматривая операторы в пространстве Hs+1, можно получить со-

отношения неопределённостей другого типа. По построению ортонорми-

рованные базисы {|̃ℓ 〉}s
ℓ=0 и {|θ̃m〉}s

m=0 являются равнонаклонёнными. Тем

самым к этому случаю применимы соответствующие соотношения неопре-

делённостей. Если матрица плотности ρ̃ получена из ρ путём добавления

нулевых элементов, то мы имеем

Rα(E ;ρ) = Rα
(
Ẽ ; ρ̃

)
, Rα(T ;ρ) = Rα

(
T̃ ; ρ̃

)
, (8.39)

и аналогично для энтропий Цаллиса. В результате соответствующих под-

становок в формулы (7.14) и (7.15) для α ∈ (0; 2] получаем следующие
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неравенства на энтропии Цаллиса:

Hα(E ;ρ) + Hα(T ;ρ) ≥ 2 lnα

(
2s + 2

(s + 1)Tr(ρ2) + 1

)

≥ 2 lnα

(
2s + 2

s + 2

)
. (8.40)

Соотношения неопределённостей в терминах энтропии Ре́ньи для равнона-

клонённых базисов были получены в статье [142] и позднее улучшены в

статье [175]. Применяя эти результаты [142, 175] к нашему случаю, для

α ≥ 2 получаем

Rα(E ;ρ) + Rα(T ;ρ) ≥ 2

α− 1
ln

(
2s + 2

(s + 1)Tr(ρ2) + 1

)

+
2α− 4

α− 1
ln

( √
2 s +

√
2√

s(s + 1)Tr(ρ2) − s +
√

2

)
. (8.41)

В частности, min-энтропии удовлетворяют

R∞(E ;ρ) + R∞(T ;ρ) ≥ 2 ln

( √
2 s +

√
2√

s(s + 1)Tr(ρ2) − s +
√

2

)
. (8.42)

Таким образом, мы получили зависящие от измеряемого состояния соотно-

шения неопределённостей, сформулированные с использованием энтропий

Цаллиса и Ре́ньи. Правые части неравенств выражены через величину

Tr(ρ2). Такие формулировки наиболее полезны тогда, когда след квадра-

та матрицы плотности достаточно далёк от 1. В случае чистого измеря-

емого состояния результаты (8.41) и (8.42) применяются с подстановкой

Tr(ρ2) = 1. Например, min-энтропии удовлетворяют

R∞
(
E ; |ψ〉〈ψ|

)
+ R∞

(
T ; |ψ〉〈ψ|

)
≥ 2 ln

(√
2 s +

√
2

s +
√

2

)
. (8.43)

Конечно, для смешанного состояния сумма min-энтропий превосходит пра-

вую часть (8.43).

Используя результаты работы [208], можно улучшить неравенство

(8.43). Пусть положительно полуопределённые операторы L и N удовлетво-

ряет L ≤ 111111d+1 и N ≤ 111111d+1; тогда справедливо неравенство [208]

Tr(Lρ) + Tr(Nρ) ≤ 1 + ‖
√

L
√

N ‖∞ . (8.44)
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Данное неравенство обобщает неравенство, указанное в статье [209] для

измерений по отношению к двум ортонормированным базисам. Подстанов-

ка L = |θm〉〈θm| и N = |εn〉〈εn| даёт

‖
√

L
√

N ‖∞ =
1√

s + 1
. (8.45)

Теперь используем (8.44) и (8.45), а также примем во внимание qm(T ;ρ) ≤
(d + 1)/(s + 1). В результате получаем

max pn(E ;ρ) + max qm(T ;ρ) ≤ 1 + Υ , (8.46)

Υ := min

{
1√

s + 1
,
d + 1

s + 1

}
.

Когда s + 1 > (d + 1)2, имеем Υ = (d + 1)/(s + 1). Заметим также, что

функция x 7→ − ln x является выпуклой и убывающей. Комбинируя эти

свойства с определением min-энтропии и (8.46), окончательно получаем

R∞(E ;ρ) + R∞(T ;ρ) ≥ 2 ln

(
2

1 + Υ

)
. (8.47)

Для больших s правая часть (8.47) примерно равна ln 4. В том же преде-

ле правая часть (8.42) описывается формулой ln 2 − ln
(
Tr(ρ2)

)
. Применяя

последнее к максимально смешанному состоянию, получаем нижнюю гра-

ницу ln(2d + 2). Когда мы рассматриваем состояния с достаточно малыми

значениями Tr(ρ2), неравенство (8.42) сильнее, чем (8.47). В других слу-

чаях результат (8.47) представляется более предпочтительным.

Записывая соотношения в терминах энтропий Цаллиса с одним и тем

же значением α, можно ещё раз рассмотреть случай неэффективностей

детектирования. Разумно предположить, что значения обоих параметров

эффективности ηE и ηT не меньше 1/2, иначе такая экспериментальная

установка вряд ли окажется полезной. Согласно (7.11) и (8.40) получаем

Hα(E (ηE);ρ) + Hα(T (ηT );ρ) ≥ 2ηα lnα

(
2s + 2

(s + 1)Tr(ρ2) + 1

)
+ hα(ηE) + hα(ηT ) .

(8.48)

где α ∈ (0; 2] и η = min{ηE , ηT }. В правую часть (8.48) дают вклад не толь-

ко неопределённости, отражающие дополнительный характер измеряемых

квантовомеханических величин, но и генерируемая детекторами индетер-

минированность. В случае α = 1 нижняя энтропийная граница умножается
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на η, а затем к результату добавляется слагаемое h1(ηE)+h1(ηT ). Посколь-

ку эффективность реальных детекторов всегда меньше 100 %, полученные

неравенства ещё раз демонстрируют плодотворность энтропийного подхода

к соотношениям неопределённостей.

Уже в первые годы создания квантовой теории формулировке и смыс-

лу соотношений неопределённостей для энергии и времени уделялось зна-

чительное внимание. Ещё Паули отмечал, что существование канониче-

ски сопряжённой с гамильтонианом наблюдаемой означало бы, что спектр

гамильтониан покрывает всю вещественную ось. Таким образом, попыт-

ка сконструировать универсальную форму самосопряжённого оператора

“времени” вряд ли физически оправдана. Автор работы [15] предложил

концепцию “дополнения” гамильтониана. Её измерения, а в расширенном

пространстве соответствующая наблюдаемая, и становятся характеристи-

ками, сопряжёнными с гамильтонианом в указанном смысле. “Дополне-

ние” гамильтониана связано с поведением системы во времени. Кроме то-

го, количество моментов отсчёта, будучи ограничено снизу, в остальном

выбирается произвольно. Измерение “дополнения” гамильтониана, однако,

не является измерением “текущего времени” системы ни при каком пони-

мании смысла этого термина. Как было показано в данной главе, разра-

ботанный в статье [15] подход непосредственно приводит к энтропийным

соотношениям неопределённостей. Полученные энтропийные границы име-

ют физически разумные свойства. Концепция “дополнения” гамильтониана

ограничена применимостью к системам с дискретными уровнями энергии,

для которых отношения энергетических уровней являются, точно или при-

ближённо, рациональными числами [15]. Но такие системы образуют до-

статочно широкий класс, включающий примеры, играющие исключительно

важную роль в физической картине мира. Помимо прочего, выведенные со-

отношения неопределённостей могут быть использованы при рассмотрении

эволюции регистров квантовых систем вычислений и коммуникаций.
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Заключение

В данной диссертации были рассмотрены свойства обобщённых эн-

тропийных функционалов и некоторые их применения в квантовой тео-

рии информации. Применение информационно-теоретических функций в

прикладных дисциплинах стартовало одновременно с формированием тео-

рии информации как самостоятельного научного направления. С другой

стороны, возникновение и развитие представлений об энтропии сыграло

ключевую роль в становлении статистической механики и молекулярно-

кинетической теории. В этой связи можно отметить явную формальную

аналогию между дифференциальной энтропией Шеннона и взятым со зна-

ком минус H-функционалом Больцмана. Помимо традиционных областей,

включающих статистические по своей природе вопросы, функционалы эн-

тропийного типа используются при разработке самых разных алгоритмов,

причем не только вычислительного характера. Фактически методы постро-

ения и анализа обобщённых энтропийных функционалов могут составить

отдельный раздел прикладной математики, потенциально применимый к

очень широкому кругу задач. Описанные в настоящей работе результаты

касаются лишь некоторых избранных вопросов квантовой теории информа-

ции. В заключение ещё раз дадим краткую характеристику рассмотренных

в диссертации задач и полученных при этом выводов.

Как показано в Главе 1, унитарно инвариантные матричные нормы

Фань Цзы приводят к семейству мер различимости квантовых состояний.

Частичные следовые дистанции позволяют дать физическую интерпрета-

цию для сингулярных чисел оператора разности между двумя матрицами

плотности, что может быть использовано при анализе процессов обработки

информации на квантовых носителях. Во-первых, многие широко исполь-

зуемые квантовые каналы являются бистохастическими, например каналы
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деполяризации и затухания фазы. Для этих каналов справедливы мажо-

ризационные соотношения (1.46) и (1.67) и все их следствия. Применяя

ПОЗМ-измерения определённого типа к состояниям на выходе квантовых

схем и используя затем формулы типа (1.46) и (1.47), можно извлечь более

детальную информацию о состояниях на входе. В частности, такие мето-

ды окажутся полезными при изучении квантового канала, заданного как

“чёрный ящик”. Здесь исследователь выбирает тестовые состояния, кото-

рые образуют достаточно плотное подмножество в множестве операторов

плотности. Вводя эти состояния в исследуемый “чёрный ящик”, можно

оценить частичные следовые дистанции между выводимыми состояниями.

Если будет обнаружено увеличение некоторой дистанции, то тестируемый

квантовый канал безусловно нарушает условие (1.61). При тестировании

квантовых каналов на унистохастичность можно использовать частные

точности воспроизведения. Таким образом, описанные семейства следо-

вых дистанций и точностей воспроизведения являются инструментами для

тестирования и количественного описания каналов обработки информации

на квантовых носителях.

Как известно, неравенства типа Фанне характеризуют степень глад-

кости соответствующей энтропии заданных квантовых состояний. Одна-

ко такие неравенства являются существенно конечномерными, так как их

правые части включают размерность пространства состояний. В Главе 2

настоящей работы показано, что использование частичных энтропийных

сумм позволяет обойти указанную трудность. Более того, во многих слу-

чаях актуальная размерность состояний потенциально бесконечномерных

состояний действительно может и должна быть ограничена. Например,

фоковские состояния с большим числом квантов имеют сопоставимо высо-

кую энергию, вследствие чего они менее стальбильны и в большей степени

подвержены взаимодействию с окружающей средой. Для реализации кван-

товых коммуникаций и вычислений проблема снижения влияния внешнего

шума является ключевой, так как “тонкие” квантовые корреляции лежат в

основе большинства протоколов и алгоритмов. Семейство неравенств типа

Фанне для частичных энтропийных сумм были выведены единым методом
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для квантовой энтропии Цаллиса. Возможность варьировать значения эн-

тропийного параметра в неравенствах такого рода может быть полезна для

получения более строгих оценок на актуальные состояния квантового реги-

стра. Разумеется, при этом неравенства типа Фанне придется использовать

в комбинации с другими неравенствами, не зависящими явно от размер-

ности пространства состояний. В принципе, основанные на рассмотрении

частичных сумм методы могли бы быть применены к другим оценкам, в

которых размерность фигурирует явным образом.

Наиболее широкое распространение получили энтропия Шеннона в

классическом режиме и энтропия фон Неймана в квантовом режиме. Вне

всякого сомнения, эти понятия являются фундаментально важными. Тем

не менее, плодотворные применения обобщённых энтропийных функцио-

налов были продемонстрированы во многих исследованиях. Следует от-

метить, что представители того или иного параметризованного семейства

энтропий наследуют не все формальные свойства стандартных функцио-

налов. Таким образом, потенциальная сфера применений обобщённых эн-

тропий определяется в первую очередь их актуальными свойствами. Так

называемые “унифицированные” энтропии являются обобщением хорошо

известных энтропий типа Ре́ньи и Цаллиса. Свойства унифицированных

энтропий, существенные в физических приложениях, были подробно ис-

следованы в Главе 3. В частности, определены параметрические диапазоны,

в которых справедливы неравенства типа Фанне и свойство устойчивости в

конечномерном случае. Рассмотрен также важный вопрос об устойчивости

унифицированных энтропий в термодинамическом пределе. Оказывается,

что в определённом параметрическом диапазоне свойство устойчивости на-

рушается. В этом смысле унифицированные энтропии подобны энтропиям

Ре́ньи.

В Главе 4 были получены новые оценки типа Пинскера и Фанне на

относительную энтропию Цаллиса, причем как в коммутативном, так и

в некоммутативном случаях. Разумеется, последний является более труд-

ным для исследования. Неравенства такого рода характеризуют допусти-

мый диапазон значений для относительных энтропий в терминах следовой
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метрики между двумя вероятностными распределениями или оператора-

ми плотности. Для вывода неравенств типа Пинскера предложен ориги-

нальный метод, основанный на выпуклости рассматриваемых выражений

по отношению к энтропийному параметру. В комбинации с монотонно-

стью f -дивергенции указанная выпуклость приводит к ряду неожиданных

оценок снизу на относительную энтропию Цаллиса. Для относительной

α-энтропии вероятностных распределений дана характеристика её непре-

рывности в терминах минимальной вероятности второго аргумента. Обоб-

щённые неравенства типа Фанне выведены с использованием семейства

неравенств Фано для условной энтропии Цаллиса для всех положитель-

ных значений энтропийного параметра. Показано, каким образом сформу-

лированные верхние и нижние оценки применяются для соответствующих

энтропийных функций типа Ре́ньи.

Представления о когерентности играют исключительно важную роль

в понимании оптических явлений. Квантовая теория оптической когерент-

ности была разработана благодаря широко известным работам Глаубера.

Тем не менее единый универсальный подход к трактовке понятия коге-

рентности как одной из разновидностей корреляций между состояниями

всё еще отсутствует. В Главе 5 были введены и проанализированы кванти-

фикаторы квантовой когерентности на основе семейства дивергенций ти-

па Цаллиса. Вообще говоря, формальное определение может быть дано

с использованием общих f -дивергенций, но явная минимизация над соот-

ветствующим множеством инвариантных состяний представляет известные

трудности. Тем не менее для квантовых дивергенций типа Цаллиса от-

вет выражается формулой (5.21). Исследуя параметрические расширения

стандартных квантификаторов, мы видим модификацию некоторых прин-

ципиальных свойств. Даже если такие расширения не являются полно-

стью легитимными мерами когерентности, они позволяют вывести полез-

ные неравенства для стандартных квантификаторов, а также обеспечить

аргументы в пользу утверждения о том, что альтернатива использованию

стандартных квантификаиторов отсутствует. В настоящее время активно

исследуются явно некоммутативные “сэндвич”-версии квантовых относи-
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тельных энтропий. Найденные в Главе 5 результаты подготавливают почву

для изучений мер когерентности на основе таких величин. Окончательная

точка зрения по этим вопросам всё ещё отсутствует.

Как известно, имеется определённая унитарная свобода в выборе опе-

раторов Крауса для представления квантовых каналов в виде операторных

сумм. Такая свобода является прямым следствием теоремы Хьюстона–

Джозсы–Вуттерса. В Главе 6 были исследованы специфические наборы

операторов Крауса заданного сохраняющего след супероператора. Эти на-

боры обладают свойством экстремальности по отношению к обобщённым

энтропиям Ре́ньи и Цаллиса. При этом минимизирующее “распутывание”

вычисляется путем диагонализации определенной эрмитовой матрицы, свя-

занной с любым уже имеющимся представлением в виде операторной сум-

мы. Используя известную теорему Рисса о выпуклости билинейных форм,

можно вывести энтропийные соотношения неопределённостей в терминах

экстремальных “распутываний”. Наличие в этих неравенствах параметри-

ческой зависимости позволяет в ряде случаев найти более строгие оценки

на фактические вероятностные распределения. Были рассмотрены форму-

лировки двух типов, первая из которых включает явную зависимость от

измеряемой матрицы плотности, а другая справедлива для всех квантовых

состояний. Формулировка первого типа будет особенно полезна в тех си-

туациях, когда используемые матрицы плотности принадлежат некоторому

достаточно узкому классу.

В Главе 7 были представлены новые энтропийные соотношения

неопределённостей для равнонаклонённых базисов и симметричных ин-

формационно полных измерений. В качестве меры неопределённостей ис-

пользованы обобщённые энтропии Ре́ньи и Цаллиса. Рассмотрены как не

зависящая от измеряемого состояния формулировка, так её усиление с яв-

ной зависимостью от матрицы плотности. Соотношения неопределённостей

для набора равнонаклонённых базисов вытекает из неравенства, оценива-

ющего сверху сумму соответствующих индексов совпадения. Соотноше-

ния неопределённостей для симметричного информационно полного ПОЗМ

следуют из точного вычисления индекса совпадения сформированного рас-
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пределения вероятностей. Этот результат является новым и может пред-

ставлять интерес в других вопросах, не связанных с неопределённостями

в квантовых измерениях. Одним из таких вопросов является построение

достаточно эффективных схем детектирования энтенглмента. Ещё одним

новым и очень полезным результатом является оценка сверху на макси-

мальную вероятность, выраженная в терминах индекса совпадения. В фор-

мулировке с использованием энтропий Цаллиса удаётся учесть практиче-

ски важный случай с неэффективностями обнаружения. Инициализация

состояний квантового регистра и проведение измерений над ним являют-

ся неибежными этапами во всех протоколах обработки информации на

квантовых носителях. Когда эти носители являются предметом изучения

третьей, условно недружественной стороны, фактические корреляции бу-

дут каким-то образом искажены. Используя представленные неравенства,

легитимные пользователи квантовых коммуникаций имеют возможность

проверить нарушение установленных актуальным протоколом диапазонов.

Вопрос о правильной формулировке соотношений неопределённостей

для энергии и времени активно дискутировался с первых лет возникно-

вения квантовой механики. За истёкший период было предложено много

различных подходов и интерпретаций. Ясно, что неопределённость “вре-

менно́го” типа должна быть связана с эволюцией системы во времени, но

вместе с тем время как таковое выступает здесь в роли параметра. В Главе

8 были рассмотрены энтропийные соотношения неопределённостей в рам-

ках концепции “дополнения” гамильтониана. Данная концепция позволяет

трактовать соответствующие измерения как пару взаимно дополнитель-

ных, причём одно из них проводится по отношению к базису собствен-

ных энергетических состояний. Энтропийные соотношения неопределён-

ностей для энергии и её “дополнения” обеспечивают прямо связанную с

экспериментальной статистикой интерпретацию неравенств, выведенных в

статье [191]. Возможные неэффективности детектирования включаются в

рассмотрение в рамках простой и физически разумной модели. При под-

ходящем расширении пространства состояний дополнительные измерения

гамильтониана и его “дополнения” реализуются через два равнонаклонён-
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ных базиса. Тем самым получаются два эрмитовых оператора, описыва-

ющие канонически сопряжённые переменные в конечномерном простран-

стве. Хотя рассмотренный подход применим к системам с дискретным

спектром определённой структуры, он может иногда использоваться в бо-

лее общем контексте. Нередко возникает ситуация, когда фактические со-

стояния рассматриваемой системы лежат в некотором подпространстве, об-

разованном собственными состояниями гамильтониана. Возможно также,

что фактическая эволюция системы оставляет указанное подпространство

инвариантным. Если энергетические уровни, которые отвечают формиру-

ющим подпространство состояниям, подчиняются условию соизмеримости,

то полученные соотношения неопределённостей сохраняют силу.

Представленные в настоящей диссертации результаты обосновыва-

ют целесообразность применения обобщённых энтропийных функционалов

в задачах квантовой теории информации. Информационно-теоретические

концепции дают также возможность по-новому взглянуть на принципиаль-

ные вопросы нерелятивистской квантовой механики. Рассмотрение систем

передачи и обработки информации с точки зрения физики, равно как и

трактовка физических проблем с учётом понятий теории информации, обу-

словлены не только потенциалом возникающих квантовых технологий. В

конечном счёте, вычисления и связь осуществляются с использованием фи-

зических систем, поэтому любые утверждения по этому поводу являются

физическими гипотезами, чью справедливость ещё предстоит подтвердить

или опровергнуть. В этом отношении примечательны работы Дэвида Дой-

ча, в которых известный тезис Чёрча–Тьюринга впервые рассматривался

как физическая гипотеза. Фактически указанный принцип даётся сегодня

в более обоснованной с физической точки зрения формулировке, известной

как тезис Чёрча–Тьюринга–Дойча. Исследование взаимоотношений меж-

ду физикой и теорией информации, которые долгое время рассматривались

независимо друг от друга, обогащает наше понимание достижений цивили-

зации в целом. Обобщённые энтропии и связанные ними функции должны

сыграть в этом определённую роль.
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[26] Bengtsson I., Życzkowski K. Geometry of quantum states: an

introduction to quantum entanglement. — Cambridge University Press,

2017. — xv+619 p.

[27] Barnum H., Caves C.M., Fuchs C.A., Jozsa R., Schumacher B.

Noncommuting mixed states cannot be broadcast // Phys. Rev. Lett. —

1996. — Vol. 76. — P. 2818–2821.

[28] Rastegin A.E. Continuity and stability of partial entropic sums // Lett.

Math. Phys. — 2010. — Vol. 94. — P. 229–242.

[29] Fannes M. A continuity property of entropy density for spin lattice

systems // Commun. Math. Phys. — 1973. — Vol. 31. — P. 291–294.
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