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Введение

Исследование гравитационных волн (ГВ) астрофизического и космоло­
гического происхождения приобретает все большую актуальность. Впервые
предсказанные общей теорией относительности в 1915 году [1; 2], они были экс­
периментально зарегистрированы лишь сто лет спустя — в 2015 году с помощью
лазерного интерферометра LIGO [3].

ГВ — это тензорные возмущения фонового пространства-времени, которые
удовлетворяют волновому уравнению и распространяются со скоростью света.

Как известно, астрофизические ГВ излучаются двойными системами
массивных компактных объектов (черных дыр и нейтронных звезд). Космоло­
гические ГВ возникают в процессах космологического масштаба: в результате
усиления квантовых флуктуаций гравитационного поля в эпоху космологиче­
ской инфляции [4; 5].

Теория инфляции была предложена для решения проблем теории горя­
чего Большого взрыва: проблем плоскостности, однородности и изотропности
Вселенной, энтропии и первичных неоднородностей (Гл. 11 книги [6]). Данная
теория предполагает расширение Вселенной по квази-экспоненциальному закону
в течение короткого временного интервала между планковским временем и
началом эпохи разогрева Вселенной.

Одна из основных целей теории инфляции — согласовать теоретически
предсказываемый спектр первичных скалярных возмущений метрики с наблю­
даемым. Это важно, так как именно скалярные возмущения метрики становятся
в дальнейшем центрами формирования крупномасштабной структуры (гл. 7
книги [6]). Однако наиболее простые модели инфляции предсказывают также
рождение тензорных метрических возмущений — реликтовых гравитационных
волн — достаточно большой амплитуды. Такие ГВ должны были оставить от­
печаток на фоне реликтового излучения. Тем не менее, обнаружить этот след
до сих пор не удается [7].

Одно из возможных решений существующего противоречия между тео­
ретическими предсказаниями и наблюдениями — разработка более сложных
моделей инфляции (см., например, работы [8; 9]).

В диссертации предлагается рассмотреть проблему с другой стороны:
проверить гипотезу об изменении спектра реликтовых гравитационных волн
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вследствие эффекта их конверсии в электромагнитные волны под действием
космологического магнитного поля.

Эффект конверсии был впервые рассмотрен Герценштейном в 1961 году
[10; 11] для перехода электромагнитной волны в гравитационную под действием
внешнего магнитного поля. Обратный эффект Герценштейна в астрофизике
рассмотрен в работах [12—15]. Особый интерес представляет статья [16], где
обратный эффект Герценштейна изучается в контексте реликтового гравита­
ционно-волнового фона.

Все вышеперечисленные работы ограничивались задачей взаимных превра­
щений электромагнитной и гравитационной волн на фоне плоского пространства­
времени Минковского. Однако в космологическом случае необходимо учитывать
зависимость амплитуды реликтовых ГВ, а также напряженности магнитного
поля от масштабного фактора. Поэтому в диссертации была поставлена зада­
ча исследования обратного эффекта Герценштейна на фоне расширяющегося
пространства-времени Фридмана-Леметра-Робертсона-Уокера (ФЛРУ).

Важно пояснить природу внешнего магнитного поля, с которым взаимодей­
ствуют реликтовые ГВ — это крупномасштабное межгалактическое магнитное
поле (космологическое магнитное поле). Есть экспериментальные подтвержде­
ния того, что межгалактическое пространство заполнено магнитным полем
[17—21]. Таким образом, магнитное поле присутствует в областях, где теку­
щих источников нет.

Гипотезы формирования крупномасштабного магнитного поля можно
разделить на два класса: астрофизические и космологические. В основе астро­
физических моделей лежит идея «выдувания» магнитного поля из галактик (в
первую очередь, из галактик с активным звездообразованием) [22; 23].

В дисссертации рассмотрены только космологические модели, которые
базируются на идеях генерации магнитного поля в процессах космологиче­
ского масштаба, таких как инфляция или фазовые переходы первого рода, с
последующим усилением внутри галактик и кластеров эффектом магнитогид­
родинамического динамо [21; 24].

Несмотря на то, что общепринятой теории магнитогенезиса еще нет, точно
известно, что крупномасштабное межгалактическое магнитное поле существует,
а также есть верхнее и нижнее ограничения на его напряженность, полученные
из анализа наблюдательных данных об анизотропии и поляризации реликто­
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вого излучения, параметров крупномасштабной структуры, данных о форме
фотонного гало вокруг блазаров и др. [21; 25; 26].

Напряженность магнитного поля в расширяющейся Вселенной меняется по
закону 𝐵 = 𝐵0

𝑎(𝑡)2 , где 𝑎(𝑡) — масштабный фактор, 𝐵0 — константа. Это означает,
что при движении вспять во времени, напряженность космологического магнит­
ного поля растет относительно современного значения. Это может приводить к
достаточно большому значению коэффициента конверсии гравитационных волн
в электромагнитные и, следовательно, к изменению амплитуды реликтовых ГВ.
А вследствие того, что коэффициент конверсии зависит от частоты ГВ, может
значительно измениться наклон спектра 𝑛𝑇 реликтовых ГВ — один из главных
параметров, по измерению которого возможна проверка теории и выбор наиболее
правдоподобной модели инфляции. Поэтому учет обратного эффекта Герцен­
штейна для реликтовых ГВ может иметь важное значения для верной трактовки
наблюдательных данных и сопоставления их с теоретическими предсказаниями.

Целью данной работы является оценка влияния на спектр реликтовых
гравитационных волн эффекта их конверсии в электромагнитные волны под
действием космологического магнитного поля.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следую­
щие задачи:

1. Вывод уравнения распространения возмущений метрики на фоне про­
извольного искривленного непустого пространства-времени.

2. Вывод системы дифференциальных уравнений, в общем виде описы­
вающей распространение связанной системы возмущений метрики и
электромагнитных волн в присутствии внешнего магнитного поля на
фоне произвольного непустого искривленного пространства-времени.

3. Оценка влияния петлевой поправки, происходящей из эффективного
действия Гейзенберга-Эйлера.

4. Рассмотрение конверсии реликтовых гравитационных волн в электромаг­
нитные волны на фоне метрики ФЛРУ в упрощающем предположении
однородности космологического магнитного поля.

5. Решение системы дифференциальных уравнений для обеих поляриза­
ций гравитационной волны на временном интервале, соответствующем
стадии радиационного доминирования, в случаях параллельного и пер­
пендикулярного распространения гравитационной волны по отношению
к однородному внешнему магнитному полю.
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6. Оценка влияния неоднородности космологического магнитного поля.
Научная новизна:
1. Впервые получена система дифференциальных уравнений для обратного

эффекта Герценштейна на фоне произвольного пространства-времени.
2. Впервые решена система уравнений для эффекта Герценштейна на фоне

метрики ФЛРУ.
3. Впервые произведена оценка изменения спектра реликтовых гравита­

ционных волн вследствие их перехода в фотоны при взаимодействии с
космологическим магнитным полем.

4. Рассмотрен эффект смешивания гравитационных волн со скалярными
метрическими возмущениями при прохождении гравитационной волны
через асферичное облако при формировании структур во Вселенной
Фридмана.

Практическая значимость
Учет эффекта изменения амплитуды реликтовых ГВ за счет их конверсии

в фотоны под действием космологического магнитного поля может быть суще­
ственен при вычислении спектра реликтовых ГВ. Действительно, ограничения
на амплитуду реликтовых гравитационных волн в момент их зарождения будут
более точными, если сделать поправку на степень их изменения в более поздние
этапы эволюции Вселенной. Таким образом, проделанное исследование позволяет
приблизиться к решению проблемы выбора модели одного из самых ранних эта­
пов жизни Вселенной — инфляции, а также сделать более точные предсказания
детектируемости реликтовых гравитационных волн в современной Вселенной.

Задача о переходе гравитационной волны в скалярные метрические воз­
мущения в асферичных структурах во Вселенной Фридмана показывает о
возможном значительном влиянии конверсии на амплитуду гравитационных
волн. Так, гравитационные волны могут распространяться на фоне анизотроп­
ной метрики не только в формирующихся «блинах» Зельдовича, но и в других
физически реалистичных случаях, а сами гравитационные волны могут быть
не только космологического происхождения. Например, ГВ от слияния чер­
ных дыр может распростряняться вблизи центра массивной галактики. Из-за
смешивания мод будет происходить изменение амплитуды начального грави­
тационно-волнового сигнала, возникнет эффективная масса гравитона. Учет
такого эффекта имеет важное значение при анализе гравитационно-волновых
сигналов, пришедших на Землю.
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Еще один практически применимый результат — полученная система урав­
нений связанного распространения возмущений метрики и электромагнитных
волн в общем виде. Система может быть использована для случая любого фо­
нового пространства-времени и для различных значений внешнего магнитного
поля произвольной природы. Например, интересна задача о конверсии грави­
тационных волн в электромагнитные волны при распространении первых в
окрестности намагниченных объектов (магнетаров, двойных систем нейтронных
звезд, намагниченных облаков и т.п.). Уже проводились качественные оценки
[27] конверсии гравитационных волн в фотоны для подобных задач, но в прибли­
жении плоского фонового пространства-времени. Полученная в работе система
уравнений позволяет рассмотреть фоновую метрику Шварцшильда или Керра,
что дает более точное описание конверсии вблизи массивного объекта.

Методология и методы исследования
В работе использованы классические методы теории поля и теории гра­

витации. В частности, применен подход линейной теории возмущений в общей
теории относительности с разложением возмущений метрики по спиральностям.

Дифференциальные уравнения, описывающие эффект Герценштейна,
проанализированы и решены в ключевых случаях перпендикулярного и парал­
лельного направления волнового вектора k гравитационной волны относительно
внешнего магнитного поля B; а также в случаях низких и высоких частот гра­
витационной волны. В случае низких частот система решена численно неявной
схемой Рунге-Кутты пятого порядка. В случае высоких частот составлена и
аналитически решена задача Коши.

В последней главе диссертации в качестве приближенной теории нелиней­
ного коллапса пылевого облака применена теория Зельдовича.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. В модели однородного, адиабатически изменяющегося космологического

магнитного поля с современной напряженностью 1 нГс эффект Герцен­
штейна к концу эпохи доминирования релятивистского вещества для
ℎ×-поляризации при 𝑘⊥𝐵 приводит к усилению в 10 раз амплитуды
реликтовых гравитационных волн с частотами 10−10 Гц ≲ 𝑘 < 10−7 Гц
и к усилению в 300 раз для волн с частотами 𝑘 ≳ 10−7 Гц;

2. В модели стохастического магнитного поля с длиной когерентности,
соответствующей современному значению ⩾ 10 Мпк, оценки, которые
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получены в модели однородного космологического магнитного поля,
остаются верными;

3. Реликтовые гравитационные волны любой поляризации и направления
волнового вектора относительно 𝐵, вследствие наличия космологиче­
ского магнитного поля, приобретают эффективную массу, из-за чего
их амплитуда увеличивается относительно получаемой в космологии
Фридмана без учета магнитного поля. К концу эпохи доминиро­
вания излучения усиление составляет порядка 0.01% для частот
10−18 ⩽ 𝑘 ⩽ 10−14 Гц, порядка 0.1% для 10−13 ⩽ 𝑘 ⩽ 10−12 Гц и
порядка 0.5% для 𝑘 = 10−11 Гц;

4. Прохождение гравитационной волны с частотой 10−13 Гц через одно кол­
лапсирующее анизотропное облако с параметрами, характерными для
скопления галактик в эпоху доминирования нерелятивистского веще­
ства, приводит к изменению амплитуды гравитационной волны на доли
процента. Этот эффект обусловлен смешиванием тензорной и скалярной
моды метрических возмущений на фоне анизотропного пространства. В
диапазоне 10−9 − 10−6 Гц влияние одного облака масштаба скопления
галактик оказывается практически нулевым: ∼ 10−9.

Достоверность полученных результатов основана на использовании об­
щепринятых методов получения уравнений в теории гравитации и в физике
элементарных частиц. Исследуемые уравнения в предельных случаях совпада­
ют с результатами, ранее опубликованными другими авторами. В частности,
система уравнений для эффекта Герценштейна, полученная для произволь­
ной фоновой метрики, в случае плоского пространства-времени переходит в
систему, полученную в работах [10; 11; 15; 16]. Основные результаты диссер­
тации опубликованы в рецензируемых изданиях, неоднократно обсуждались
на семинарах и конференциях.

Апробация работы
Основные результаты работы опубликованы в семи статьях и были

представлены на следующих конференциях и школах: The 20st Lomonosov
conference on elementary particle physics (2021), Hot topics in Modern Cosmology
SPONTANEOUS WORKSHOP XV (2023), The XXVII International Scientific
Conference of Young Scientists and Specialists (2023), VI Международная зимняя
школа-семинар по гравитации, астрофизике и космологии «Петровские чтения –
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2023» (2023), Moscow International School on Physics (2024), МНСК-2024 (2024),
Hot topics in Modern Cosmology SPONTANEOUS WORKSHOP XVI (2024).

Личный вклад
Автор самостоятельно производила вывод систем уравнений, их анализ

и численное решение, принимала непосредственное участие в получении ана­
литического решения системы дифференциальных уравнений, описывающих
эффект Герценштейна на фоне метрики ФЛРУ, самостоятельно выполняла все
необходимые оценки влияния различных эффектов на окончательный результат.
Соискатель участвовала в обсуждениях результатов с соавторами и в подготовке
публикаций по теме диссертационной работы, презентовала устные и стендовые
доклады на конференциях.

Публикации
Основные результаты по теме диссертации изложены в семи статьях в

рецензируемых научных изданиях, четыре из которых индексируются в базах
Web of Science и относятся к первому, второму и четвертому квартилям.

Объем и структура работы
Диссертация состоит из введения, 5 глав, заключения и 0 приложений.

Полный объём диссертации составляет 161 страницу, включая 25 рисунков и
3 таблицы. Список литературы содержит 145 наименований.
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Глава 1. Гравитационные волны

1.1 Определение и источники гравитационных волн (ГВ)

Гравитационные волны (ГВ) — это возмущения пространства-времени,
которые отрываются от источника и распространяются в вакууме со скоростью
света [28]. Более формальное определение будет дано в разделе 1.6.

ГВ излучаются системами массивных объектов с переменным во времени
ускорением. Источники гравитационных волн делятся на два типа: астрофизиче­
ские и космологические. Астрофизические ГВ являются наиболее интенсивными.
Они излучаются двойными системами компактных массивных объектов, вра­
щающихся вокруг общего центра масс. Например, двойными черными дырами,
двойными нейтронными звездами и системами черная дыра-нейтронная звезда.
Схематично процесс излучения ГВ представлен на рис. 1.

Вообще говоря, гравитационные волны испускаются системами любых
астрономических объектов, например, системами солнцеподобных звезд и си­
стемами планет. Такие ГВ слишком слабы, чтобы быть зарегистрированными
или заметно влиять на эволюцию систем1, поэтому их практически не рассмат­
ривают. Однако, предполагается, что будущие космические интерферометры
будут чувствительны к ГВ от систем двойных белых карликов — прародителей
взрывов сверхновых типа Ia.

Рисунок 1 — Схематическое изображение излучения гравитационных волн двой­
ной системой черных дыр

1Излучение ГВ приводит к уменьшению энергии системы, поэтому объекты сближаются. Однако
этот эффект значителен только для очень массивных объектов (см. параграф 110 в книге [29])
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К астрофизическим источникам ГВ относятся также взрывы сверхновых
любого типа. Важно, что для излучения ГВ необходим сферически-несимметрич­
ный взрыв. Пока амплитуды таких ГВ находятся вне области чувствительности
действующих детекторов.

К космологическим гравитационным волнам относят первичные ГВ. Они
могли возникнуть вследствие усиления квантовых флуктуаций гравитационного
потенциала при ускоренном расширении Вселенной во время инфляции (см.
раздел 1.8) [30; 31]. Также заметный вклад в спектр первичных ГВ могли дать
процессы столкновения пузырей новой фазы при фазовых переходах первого
рода (см., например, [30—34]). Такие переходы возможны только за пределами
Стандартной Модели физики частиц, т.к. в Стандартной Модели электросла­
бый фазовый переход и переход квантовой хромодинамики являются гладким
кроссовером. В диссертации рассмотрены только инфляционные реликтовые ГВ.

1.2 История развития теории ГВ

Общая теория относительности (ОТО) была сформулирована в 1915 году
Альбертом Эйнштейном [35]. Одним из центральных уравнений ОТО является
уравнение гравитации, в котором тяготение, согласно общей идее ОТО, описыва­
ется как проявление кривизны пространства-времени. Это уравнение нелинейное.
Однако, если рассмотреть задачу о возмущении на фоне, например, плоского
пространства-времени, это уравнение можно линеаризовать.

Проделав эти выводы, А. Эйнштейн обнаружил, что у таких уравнений
есть вакуумное волновое решение. Вообще говоря, существует класс таких реше­
ний. У самого А. Эйнштейна были сомнения по поводу реального существования
гравитационных волн. Неясны были и ответы на вопросы о скорости их рас­
пространения и о том, переносят ли такие волны энергию.

В 1936 году А. Эйнштейн вместе со своим ассистентом Розеном подготовили
работу, в которой они искали точное решение для гравитационных волн и
получили сингулярность. На основе этого результата авторы сделали вывод,
что гравитационные волны — чисто математическая конструкция, которая не
имеет ничего общего с реальностью. Статья не была принята к печати, так как
рецензенты посчитали, что в ней содержится ошибка [36].
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В 1955 году Натан Розен пытался доказать, что гравитационные волны не
переносят энергию, а потому не являются реальными. Однако Феликсу Пирани
удалось получить волновое решение, не зависящее от выбора координат. Работа
была представлена на конференции в Чапел-Хилл в 1957 году и получила под­
держку научного сообщества. В том числе поддержал ее и Ричард Фейнман [36].

Далее возникла другая сложность — крайне слабая амплитуда гравита­
ционных волн. Трудно было себе представить объекты, которые излучали бы
потенциально регистрируемый сигнал.

Несмотря на то, что в 1916 году Шварцшильд получил точное решение
уравнений Эйнштейна, которое описывает черную дыру, А. Эйнштейн в существо­
вание черных дыр не верил, и поэтому не рассматривал двойные системы таких
объектов как потенциальные источники мощных гравитационных волн [37].

Противоречивая история теории черных дыр заслуживает отдельного обзо­
ра, что выходит за рамки тематики проводимого исследования. Отметим лишь,
что окончательно теория черных дыр была сформулирована в 1960-е годы [37].
Тогда представилось возможным предсказать форму гравитационно-волново­
го сигнала от слияния двойной системы черных дыр, после чего Кип Торн,
Рональдо Древер и Райнер Вайсс начали проектировать эксперимент LIGO.
Саму идею использования интерферометра Майкельсона для прямой регистра­
ции гравитационных волн в 1962 году впервые предложили В. И. Пустовойт
и М. Е. Герценштейн [38].

Первая регистрация гравитационных волн в 2015 году [39] (рис. 2), по сути,
является доказательством существования и черных дыр. Таким образом, ученые,
опираясь на два недоказанных факта о существовании гравитационных волн и
черных дыр, построили сложную и дорогостоящую экспериментальную установ­
ку, разработали метод реконструкции сигнала, и, в конце концов, одновременно
удостоверились в верности обоих теоретических выводов ОТО.
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Рисунок 2 — Гравитационно-волновой сигнал двух интерферометров LIGO в
2015 году

1.3 Открытие ГВ

История попыток регистрации гравитационных волн начинается с 1960-х
годов. Первые косвенные подтверждения предсказаний гравитационно-волновой
теории ОТО были получены в 1993 году, когда астрономы Халс и Тейлор открыли
двойные системы пульсаров, по которым можно изучать гравитацию [40].

Пульсар — это вращающаяся нейтронная звезда с джетом. Ось вращения
пульсара не совпадает с направлением выброса частиц и фотонов, поэтому
пульсары генерируют характерный периодический радиосигнал, регистрируемый
на Земле. Наблюдения за скоростью сближения компаньонов в таких двойных
системах хорошо согласовывались с предсказаниями ОТО для темпа сближения
из-за потерь энергии на излучение гравитационных волн.

Напрямую гравитационные волны возможно зарегистрировать гравитаци­
онно-волновым интерферометром. Его схема приведена на рис. 3. Искажения
пространства приводят к малому изменению длины плеч интерферометра, из-за
чего длина пути лазерного луча по одному и другому плечу различается, что
влияет на интерференционную картину, получаемую при пересечении лучей.
Высокая точность измерения относительного изменения расстояний (до 10−23)
достигается за счет многократного отражения света от практически идеально
гладких зеркал, установленных в начале и конце каждого плеча.
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Рисунок 3 — Схема гравитационно-волнового интерферометра

В 2002 году был запущен эксперимент LIGO (рис. 4). Он включает в себя
два удаленных детектора: один расположен в Хэнфорде, другой — в Ливингстоне
[41]. После очередной модернизации LIGO впервые зарегистрировал гравита­
ционные волны 14 сентября 2015 года обоими лазерными интерферометрами.
Через два года за экспериментальное открытие гравитационных волн была
присуждена Нобелевская премия.

Важно отметить признанный мировым сообществом существенный вклад
российских ученных в разработку физических основ гравитационноволновых
интерферометров. В частности, в коллаборацию LIGO входили две российские
группы: из МГУ им. Ломоносова под руководством В.Б. Брагинского, а также
группа из Института прикладной физики.

Еще в 1960-х годах В.Б. Брагинский заложил теоретические основы поиска
гравитационных сигналов, предсказав существование стандартного квантового
предела точности измерений и разработав концепцию квантовых неразрушаю­
щих измерений [42; 43]. Под его руководством московская группа коллаборации
LIGO выполнила исследования по подавлению фундаментальных шумов: были
предложены уникальные подвесы пробных масс на кварцевых нитях, изучены
термодинамические флуктуации в зеркалах и предсказан эффект параметри­
ческой неустойчивости [44; 45]. Эти разработки стали неотъемлемой частью
конструкции детекторов Advanced LIGO, достигших чувствительности, доста­
точной для регистрации гравитационных волн от слияния черных дыр.
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Рисунок 4 — Гравитационно-волновой интерферометр LIGO (Хэнфорд)

Продолжением методологии, заложенной В.Б. Брагинским, стал проект
оптоакустического детектора ОГРАН, развернутый в Баксанской нейтринной
обсерватории в России. Несмотря на ограниченную чувствительность 10−19,
достаточную лишь для регистрации событий в ближайших окрестностях Галак­
тики, установка представляет интерес как элемент многоканальной астрономии.
Совместно с нейтринным телескопом БПСТ2 она используется для отработки
методик поиска «нейтрино-гравитационных совпадений» от вспышек сверх­
новых [46].

1.4 Методы и задачи регистрации ГВ

В настоящее время гравитационные волны астрофизического происхожде­
ния регистрируются сетью интерферометров — помимо LIGO, анализируются
одновременно сигналы с детектора Virgo в Японии и KAGRA в Индии [41;
47]. Такие наблюдения позволяют с хорошим разрешением восстанавливать
локализацию слившейся двойной системы черных дыр или нейтронных звезд.
К тому же гравитационно-волновая астрономия позволяет изучать свойства
черных дыр и нейтронных звезд, а также проверять теоретические предсказания
и принципы ОТО. Количество зарегистрированных к настоящему дню слияний
черных дыр превышает сотню.

Многоканальные наблюдения слияний нейтронных звезд, подобные со­
бытию GW170817 2017 года, когда помимо гравитационно-волнового сигнала
удалось наблюдать электромагнитный сигнал, становятся особенно ценными [48;

2Баксанский подземный сцинтилляционный телескоп
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49]. На данный момент зарегистрировано только одно такое событие. Редкость
обусловлена двумя причинами.

Первая заключается в том, что электромагнитное излучение килоновой
сосредоточено в узком конусе вокруг джета — струи вещества, выбрасываемой
вдоль оси вращения образующейся при слиянии нейтронной звезды или черной
дыры. Так, в событии GRB1708173 угол раствора гамма-излучения составил в
диаметре величину порядка 30 градусов. Таким образом, вероятность того, что
излучение будет направлено в сторону Земли, не очень велика.

Вторая причина редкой многоканальной регистрации килоновых связана с
тем, что их энерговыделение в электромагнитном канале меньше на один-три
порядка, чем энерговыделение в гравитационно-волновом канале.

В целом, слияния нейтронных звезд порождают гравитационные волны
меньшей амплитуды по сравнению с гравитационными волнами от слияния более
массивных черных дыр, поэтому и регистрируют их при современной чувстви­
тельности детекторов гораздо реже [50]. Научное сообщество возлагает большие
надежды на наземные гравитационно-волновые детекторы нового поколения,
а также на проектируемые космические интерферометры.

К группе подземных интерферометров относятся, например, проекты
Cosmic Explorer (CE) с длиной плеча 40 км и криогенный Einstein Telescope
(ET) с длиной плеча 10 км (рис. 5).

Рисунок 5 — Иллюстрация проекта гравитационно-волнового интерферометра
Einstein Telescope, который планируется расположить на границе Германии,
Бельгии и Нидерландов

Вторую группу составляют проекты космических детекторов: LISA (Laser
Interferometer Space Antenna) Европейского космического агентства, китайский

3Gamma-Ray Burst
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TianQin и японский DECIGO [51]. Детекторы так же будут иметь треугольную
конфигурацию (см. рис. 6), а длина плеча будет достигать нескольких миллионов
километров. Для таких детекторов полностью отсутствуют сейсмические и антро­
погенные шумы, поэтому может быть достигнуто лучшее отношение сигнал-шум.

Рисунок 6 — Иллюстрация проекта гравитационно-волнового интерферометра
LISA

Сравнительный график чувствительностей некоторых экспериментов мож­
но увидеть на рис. 7.

Важно заметить, что чем больше плечи детектора, тем большие длины
волн он может улавливать. Следовательно, новые проекты позволят регистриро­
вать гравитационные волны других частотных диапазонов. Все это значительно
расширяет список научных задач. Особенно актуальной является задача ре­
гистрации стохастического фона гравитационных волн, который, в том числе,
несет в себе информацию об этапах расширения Вселенной сразу после план­
ковских времен [52].
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Рисунок 7 — Зависимость чувствительности к амплитуде гравитационных волн
от частоты для существующих и будущих наземных интерферометров

Нельзя не отметить активно развивающийся метод регистрации грави­
тационных волн с помощью точного тайминга миллисекундных пульсаров —
PTA (pulsar timing array).

Коллаборация NANOGrav уже опубликовала первые результаты с указани­
ем на возможное открытие стохастического фона наногерцовых гравитационных
волн [53] (рис. 8). Однако, пока что открытием данный результат назвать нель­
зя — статистическая значимость на 2023 год составила величину ∼ 3.5σ− 4σ.
Требуется дальнейший набор статистики.

Подчеркнем, что метод PTA не является принципиально новым, ведь
Халс и Тейлор в 1993 году использовали тот же подход для наблюдений и
анализа, хотя причина изменения времен прихода периодического сигнала в
случае с PTA существенно отличается. В первом случае наблюдалось уменьшение
периода обращения двойной системы пульсаров из-за излучения ГВ, во втором
— изменение периода вращения вокруг своей оси для единичных пульсаров из-за
проходящей внешней ГВ либо на луче зрения источник-наблюдатель [54], либо
через сам пульсар, когда возникает его деформация, приводящая к изменению
момента инерции звезды и, как следствие, скорости ее вращения [55].

Что касается указания NANOGrav на стохастический гравитационно-вол­
новой фон на частоте 1 нГц, уже высказывается множество предположений о
его природе. С большой вероятностью есть значительный вклад от слияний
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Рисунок 8 — Наблюдаемый сигнал от стохастического ГВ фона по данным кол­
лаборации NANOGrav. Фиолетовая линия соответствует теоретической модели
со слияниями двойных систем сверхмассивных черных дыр; голубым показаны
экспериментальные измерения; зеленой линией — ожидаемый график при от­
сутствии стохастического ГВ фона

двойных систем сверхмассивных черных дыр, но возможны и более экзотиче­
ские варианты вкладов: инфляционные ГВ, ГВ от фазовых переходов первого
рода и др. [30—34].

Для самых длинных ГВ (10−18 Гц — 10−16 Гц) тоже существует метод на­
блюдения. Это наблюдения реликтового излучения. Основными экспериментами
по регистрации микроволнового реликтового излучения являются космические
эксперименты WMAP [56] и Planck [57]. Существуют также наземные телескопы
микроволнового излучения, например, BICEP [58], Atacama Cosmology Telescope
[59] и South-Pole Telescope [60].

По предсказаниям теории эволюции возмущений метрики (см. раздел 1.7),
амплитуды реликтовых ГВ с частотами в диапазоне чувствительности интерфе­
рометров к настоящему времени должны быть подавлены на много порядков.
Так что ожидать их регистрации прямыми методами можно только при довольно
сложных и, пока не подтвержденных, теоретических предположениях. В связи
с этим, ключевым методом регистрации реликтовых ГВ является измерение
анизотропии и поляризации реликтового излучения.

Помимо реликтовых гравитационных волн, теория инфляции предсказы­
вает рождение первичных скалярных возмущений плотности. Теоретический
спектр скалярных возмущений хорошо согласуется с получаемым из анализа
анизотропии и поляризации реликтового излучения, а также со спектрами,
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восстановленными по данным наблюдений крупномасштабной структуры Все­
ленной наземными и космическими телескопами4. В частности, наблюдаются
предсказываемые барионные акустические осцилляции.

Многие модели инфляции предсказывают, что начальная амплитуда ре­
ликтовых ГВ должна быть сопоставима с амплитудой первичных скалярных
возмущений, а значит, можно ожидать заметный отпечаток реликтовых ГВ
на реликтовом излучении. Тем не менее, реликтовые ГВ до сих пор не об­
наружены [7]. Этот факт не позволяет продвинуться в выборе подходящей
инфляционной модели.

В заключение этого обзорного раздела приведу таблицу с основными
характеристиками гравитационно-волновых экспериментов (таблица 1).

Таблица 1 — Характеристики различных экспериментов для регистрации ГВ
Эксперимент Диапазон частот, Гц Пиковая чувствительность Начало-окончание работы, год

aLIGO 10− 104 10−23 2015
aVirgo 10− 104 10−22 2017

KAGRA 10− 104 10−23 2020
ET 1− 104 10−24 2030-е
CE 1− 104 10−24 2035

LISA 10−4 − 10−1 10−23 2035
DECIGO 0.1− 10 10−23 2040-е

NANOGrav 10−9 − 10−6 10−14 − 10−15 2021
Planck 10−18 − 10−16 10−6 2009-2013

1.5 Современный статус гравитационно-волновой теории

Сегодня продолжается активная исследовательская деятельность по мо­
делированию гравитационно-волнового сигнала от более сложных, чем черные
дыры, астрофизических объектов: от двойных нейтронных звезд, где важно
учитывать приливные эффекты [61]; от взрывов сверхновых [62].

Особенно важна экспериментальная многоканальная регистрация слия­
ния нейтронных звезд, подобная событию 2017 года, когда удалось записать и

4Чем ниже частота регистрируемого телескопом электромагнитного излучения, тем в более
удаленные области (на бОльшие красные смещения) можно заглянуть. Таким образом, разные
телескопы строят спектр для разных красных смещений
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гравитационно-волновой сигнал, и электромагнитный [48]. Такие события позво­
ляют изучать детали слияния нейтронных звезд и формирования остаточной
звезды или черной дыры.

Современная астрофизика не имеет точного описания строения нейтрон­
ной звезды, поэтому гравитационно-волновые и многоканальные наблюдения
слияний нейтронных звезд позволяют сопоставить предсказания различных
моделей с экспериментальными данными и выбрать наиболее подходящую тео­
ретическую модель.

По таким наблюдениям можно также измерить скорость распространения
ГВ и проверить альтернативы ОТО. Например, теории массивной гравита­
ции [63; 64].

Интерес представляют также теоретические предсказания распространен­
ности двойных систем черных дыр, предсказания происхождения компаньонов
(первичные черные дыры [65] или астрофизические), а также предсказания
спектра масс черных дыр [66].

Отдельно нужно отметить теорию гравитационных волн от космоло­
гических источников. В один из ранних этапов расширения Вселенной,
космологическую инфляцию [67], происходила генерация гравитационно-вол­
нового фона. Он, в свою очередь, отразился на анизотропии и поляризации
реликтового излучения [68]. Анализ регистрируемого реликтового излучения в
будущем должен привести к прояснению процессов, происходящих во времена
∼ 10−42 − 10−36 секунд5 с момента рождения Вселенной и к выбору модели
инфляции (более подробно ограничения на интенсивность реликтовых ГВ из
анализа анизотропии и поляризации реликтового излучения будут обсуждать­
ся в параграфе 1.9).

Это только краткий список направлений исследований гравитационных
волн. Со временем появляется все больше проектов будущих экспериментов, а
также активно используются косвенные методы регистрации. Каждый экспери­
ментальный метод чувствителен в соответствующем диапазоне частот (рис. 9).
Это приводит к необходимости теоретической проработки различных явлений, ко­
торые приводят к рождению гравитационных волн соответствующей частоты, и,
конечно, такие исследования открывают новые пути познания физики космоса.

5Временной интервал приведен для наглядности, точный интервал времени зависит от выбранной
модели инфляции
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Рисунок 9 — Спектр гравитационных волн, источники и методы регистрации
для различных диапазонов их частот

В следующих двух разделах будет рассмотрен формализм описания и
уравнение движения ГВ в случае плоского пространства-времени Минковского
и в случае расширяющегося пространства-времени Фридмана-Леметра-Роберт­
сона-Уокера.

Так как именно реликтовые ГВ являются объектом исследования, в ни­
же представленных параграфах первой главы литературного обзора акцент
сделан на кратком обзоре теории инфляции и наблюдательных ограничениях
интенсивности реликтовых ГВ.

1.6 Формализм описания ГВ

Метрический тензор 𝑔µν определяет кривизну пространства-времени и
связан с интервалом следующим образом

𝑑𝑠2 = 𝑔µν𝑑𝑥
µ𝑑𝑥ν. (1.1)
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В этом разделе рассмотрим ГВ на фоне плоского пространства-времени
Минковского, метрика которого выражается из уравнения

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑡2 − 𝑑𝑥2 − 𝑑𝑦2 − 𝑑𝑧2, (1.2)

и на фоне метрики Фридмана-Леметра-Робертсона-Уокера, которой соответ­
ствует

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑡2 − 𝑎(𝑡)2
(︀
𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2

)︀
, (1.3)

где 𝑎(𝑡) — масштабный фактор. Темп расширения (конкретный вид функции
𝑎(𝑡)) определяется типом материи, дающей основной вклад в плотность энергии.

Введем метрический тензор 𝑔µν, который является суммой фонового мет­
рического тензора 𝑔µν и тензора малого возмущения ℎµν:

𝑔µν = 𝑔µν + ℎµν. (1.4)

И для фонового, и для полного метрического тензора выполняется условие

𝑔αµ𝑔
αν = δνµ,

𝑔αµ𝑔
αν = δνµ, (1.5)

где δνµ — символ Кронекера, а второе уравнение верно с точнстью до величин
второго порядка по возмущению метрики. Поэтому для контравариантных
компонент получаем равенство с противоположным знаком перед ℎµν

𝑔µν = 𝑔µν − ℎµν. (1.6)

Малость метрического возмущения формально выражается неравенством

ℎ ≡ 𝑑𝑒𝑡[ℎµν] ≪ 𝑑𝑒𝑡[𝑔µν], (1.7)

где 𝑑𝑒𝑡 — определитель. При этом

ℎ = ℎαα = 𝑔αβℎ
αβ,

𝑔 = 𝑔 (1 + ℎ) , (1.8)

где 𝑔 ≡ det 𝑔µν, а 𝑔 ≡ det 𝑔µν

Теперь воспользуемся уравнением гравитации Эйнштейна

𝑅µν −
1

2
𝑅𝑔µν = 8π𝐺𝑇 µν. (1.9)
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Все величины с верхним подчеркиванием означают сумму фоновых значений
и поправок, которые возникают из-за возмущения метрики. То есть для тен­
зора Риччи 𝑅µν, скалярной кривизны 𝑅 и тензора энергии-импульса (ТЭИ)
𝑇 µν имеем:

𝑅µν = 𝑅µν +𝑅(1)
µν ,

𝑅 = 𝑅 +𝑅(1),

𝑇 µν = 𝑇µν + 𝑇 (1)
µν , (1.10)

где 𝑅µν, 𝑅, 𝑇µν — фоновые величины, 𝑅(1)
µν , 𝑅(1), 𝑇

(1)
µν — поправки первого поряд­

ка по возмущению, 𝐺 — гравитационная постоянная, скорость света положена
равной единице.

Будем следовать изложению параграфов 105 и 107 в книге [29].
Условие малости возмущения не фиксирует систему отсчета однозначно,

так как при сдвиге координат 𝑥µ на малые величины εµ

𝑥̃µ = 𝑥µ + εµ (1.11)

закон преобразования ℎµν принимает вид

ℎ̃µν = ℎµν −
𝜕εµ
𝜕𝑥ν

− 𝜕εν
𝜕𝑥µ

, (1.12)

где ковариантные компоненты вектора сдвига получены с использованием фо­
новой метрики, то есть εµ = 𝑔µαε

α.
Вообще говоря, в уравнении (1.12) должны использоваться ковариантные

производные, но сначала будет рассмотрен случай фоновой метрики Минков­
ского.

Таким образом, мы подошли к теме калибровки. Фиксировать систему
координат можно любыми условиями, но, как правило, выбираются те, что
позволяют получить максимально простую форму уравнений на эволюцию
метрических возмущений.

Общепринятой является калибровка Лоренца

𝜕ψµν
𝜕𝑥µ

= 0,

ψµν = ℎµν − 1

2
𝑔µνℎ. (1.13)
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Для произвольной метрики условие выражается через ковариантную дивер­
генцию 𝐷µ:

𝐷µψ
µν = 0. (1.14)

Такая калибровка естественным образом возникает в случае использования
так называемых гармонических координат Фока и позволяет упростить выраже­
ние для тензора Риччи и уравнение распространения метрических возмущений.

В частности, в метрике Минковского из выражения6

𝑅(1)
µν =

1

2

(︀
𝜕α𝜕νℎ

α
µ + 𝜕α𝜕µℎ

α
ν

)︀
− 1

2
(𝜕α𝜕

αℎµν + 𝜕µ𝜕νℎ) , (1.15)

где 𝜕µ ≡ 𝜕
𝜕𝑥µ , получается более простое уравнение

𝑅(1)
µν =

1

2
□ℎµν. (1.16)

Здесь □ =
(︁

𝜕2

𝜕𝑡2 −Δ
)︁

— оператор Даламбера, Δ — оператор Лапласа.
Возьмем след от обеих частей уравнения (1.9). Получим

𝑅 = −8π𝐺𝑇
α

α. (1.17)

По повторяющимся индексам подразумевается суммирование.
Из уравнений (1.9, 1.17) ясно, что в пустом пространстве, где 𝑇 µν = 0,

равны нулю 𝑅 и 𝑅µν. Так как для фоновых величин и для поправок первого
порядка уравнения гравитации независимы7, уравнения (1.9, 1.16) приводят к
общеизвестному волновому вакуумному решению

□ℎµν = 0. (1.18)

Калибровка (1.13) еще оставляет свободу преобразования координат

𝑥̃µ = 𝑥µ + ε(2)µ. (1.19)

Действительно, если компоненты четырех-вектора преобразования удовлетво­
ряют условиям

□ε(2)µ = 0, (1.20)
6Вывод выражения из определения тензора Риччи опущен, читатель может ознакомиться с ним

в книге [29]
7В этом легко убедиться, подставив уравнение (1.10) в (1.9) и используя уравнение Эйнштейна

для фона
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то уравнение (1.18) по прежнему будет справедливо, поэтому можно наложить
еще четыре произвольных условия.

В плоском пространстве-времени обычно выбирают такую систему коор­
динат, в которой обращается в нуль след тензора ℎµν, и остается только две
независимые переменные, через которые выражается тензор: ℎ+ и ℎ×. Они
отвечают двум поляризациям ГВ. Тогда тензор возмущения принимает вид

{ℎµν} =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0

0 ℎ+ ℎ× 0

0 ℎ× −ℎ+ 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . (1.21)

На рис. 10 проиллюстрировано действие ГВ на пробные массы для случая
распространения волны вдоль оси 𝑧.

Рисунок 10 — Действие двух поляризаций гравитационной волны на пробные
массы в плоскости, перпендикулярной к направлению ее распространения

Важно заметить, что изначально тензор возмущения, симметричный по
определению, имел десять компонент. Независимых (физических) из них только
шесть: помимо тензорных компонент есть еще две скалярные и две векторные.
Нефизические компоненты исключаются калибровкой.

Все шесть компонент можно получить при разборе уравнения движения
ГВ на фоне метрики ФЛРУ. В пустом пространстве скалярные и векторные
моды не возбуждаются. Иначе говоря, эти моды не имеют вакуумного решения.
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Динамическое пространство, в частности Вселенная, расширяется из-за дей­
ствия ненулевого фонового ТЭИ. Система уравнений будет содержать все шесть
независимых компонент тензора ℎµν, так как фоновый ТЭИ может получить
некоторое возмущение 𝑇

(1)
µν . Конкретный вид ТЭИ и поправки к нему зависят

от физики рассматриваемой задачи и пока уточняться не будут.
Воспользуемся материалом книг [6; 69] и рассмотрим метрику (1.3).
Запишем поправки к тензору Риччи и скалярной кривизне, учитывая, что

фоновая метрика ФЛРУ зависит от времени и, следовательно, в уравнениях
движения метрического возмущения и при калибровке нужно использовать
ковариантную производную 𝐷µ.

Итак,

𝑅(1)
µν =

1

2

(︀
𝐷α𝐷νℎ

α
µ +𝐷α𝐷µℎ

α
ν −𝐷α𝐷

αℎµν −𝐷µ𝐷νℎ
)︀
, (1.22)

𝑅(1) = 𝑔αβ𝑅
(1)
αβ − ℎαβ𝑅αβ, 𝐷µψ

µν = 0, (1.23)

где ковариантная производная берется по отношению к фоновой метрике 𝑔µν и
𝐷α = 𝑔αβ𝐷β. Здесь и ниже для поднятия и опускания индексов используется
фоновая метрика, 𝑔µν и 𝑔µν.

Подставим все эти выражения (1.23) в уравнение (1.9) и исключим слагае­
мые, удовлетворяющие фоновому уравнению 𝑅µν − 1

2𝑅𝑔µν = 8π𝐺𝑇µν. Получим
систему дифференциальных уравнений для возмущения8

𝑅(1)
µν −

1

2

[︁
𝑔µν

(︁
𝑔αβ𝑅

(1)
αβ − ℎαβ𝑅αβ

)︁
+ ℎµν𝑅

]︁
= 8π𝐺𝑇 (1)

µν , (1.24)

где 𝑅
(1)
µν определено в уравнении (1.22). Для метрики ФЛРУ имеем

𝑅00 = −3
𝑎̈

𝑎
,

𝑅𝑖𝑗 = −𝑔𝑖𝑗

(︂
2𝐻2 +

𝑎̈

𝑎

)︂
,

𝑅 = −6

(︂
𝐻2 +

𝑎̈

𝑎

)︂
, (1.25)

где точка означает производную по времени, а 𝐻 = 𝑎̇
𝑎 — параметр Хаббла.

8На самом деле, данное уравнение явно не встречается в литературе, а выведено автором
диссертации самостоятельно и помещено здесь для большей ясности изложения
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Теперь можно упростить систему (1.25), разложив компоненты тензо­
ра ℎµν по спиральностям. Общепринятый подход состоит в том, что тензор
возмущения выражается с использованием двух поперечных векторов 𝐶𝑖, 𝐺𝑖

(𝑘𝑖𝐶 𝑖 = 0, 𝑘𝑖𝐺
𝑖 = 0), бесследового тензора ℎT

𝑖𝑗 (ℎT 𝑖
𝑖 = 0) и четырех скаляров

𝐴,𝐵,𝐸, 𝐹 следующим образом:

ℎ00 = −𝐸, (1.26)

ℎ0𝑖 = 𝑎

(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
+𝐺𝑖

)︂
, (1.27)

ℎ𝑖𝑗 = 𝑎2
(︂
𝐴δ𝑖𝑗 +

𝜕2𝐵

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝜕𝐶𝑖

𝜕𝑥𝑗
+

𝜕𝐶𝑗

𝜕𝑥𝑖
+ ℎT

𝑖𝑗

)︂
. (1.28)

Все возможные комбинации величин учтены — тензор возмущений метрики
разложен по базису. Уравнения для каждой спиральности (моды) в изотропном
пространстве являются независимыми.

В таком пространстве снова применяется калибровка Лоренца (1.23), а
дополнительные четыре условия накладываются из соображений удобства в
каждой конкретной задаче. Два из них на любые две компоненты векторов
𝐶𝑖, 𝐺𝑖. Обычно зануляют второй вектор, чтобы ℎ0𝑖 = 0. Оставшимися двумя
условиями зануляют два скаляра из четырех.

Синхронная калибровка соответствует выбору 𝐸 = 0 и 𝐹 = 0. При таких
условиях все еще остается некоторая дополнительная свобода, которая может
позволить упростить алгебру.

Второй известный тип калибровки — это ньютоновская калибровка, где
𝐵 = 0, 𝐹 = 0, 𝐸 ≡ 2Φ и 𝐴 ≡ −2Ψ. Такой выбор удобен в рассматриваемой
задаче, поэтому для скалярного сектора будет использована именно ньюто­
новская калибровка.

Для демонстрации качественных результатов воспользуемся моделью иде­
альной жидкости для ТЭИ:

𝑇 µν = −𝑝 𝑔µν + (𝑝+ ρ)𝑢µ𝑢ν, (1.29)

где 𝑝, ρ, 𝑢µ — давление, плотность энергии и скорость среды соответственно.
Полные величины выражаются следующим образом

𝑢µ = 𝑢µ + δ𝑢µ, (1.30)

𝑝 = 𝑝+ δ𝑝, (1.31)

ρ = ρ+ δρ, (1.32)
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где 𝑝, ρ, 𝑢µ — фоновые величины, δ𝑝, δρ, δ𝑢µ — поправки к ним.
Рассмотрим задачу, в которой пространственные компоненты фоновой

скорости равны нулю 𝑢𝑗 = 0, а возмущением являются пространственные
компоненты δ𝑢𝑗 ̸= 0.

Для временной компоненты четырех-скорости есть поправка первого по­
рядка. Действительно, всегда должно выполняться равенство

𝑔µν𝑢
µ𝑢ν = 1. (1.33)

Следовательно, (1 + ℎ00)
(︀
1 + δ𝑢0

)︀2
= 1, и

δ𝑢0 = −ℎ00

2
. (1.34)

Подробнее с выводом можно ознакомиться в разделе 2.2.2 книги [6].
В результате, для поправки к ТЭИ получаем

𝑇
(1)
00 = δρ+ ρℎ00, (1.35)

𝑇
(1)
0𝑖 = (𝑝+ ρ) 𝑣𝑖, (1.36)

𝑇
(1)
𝑖𝑗 = −𝑔𝑖𝑗δ𝑝− 𝑝ℎ𝑖𝑗, (1.37)

где введено обозначение для физической скорости 𝑣𝑖 = 𝑎δ𝑢𝑖, и для переноса
индекса используется фоновая метрика 𝑣𝑖 = 𝑔𝑖𝑗𝑣

𝑗, так как иначе будет учтен
второй порядок малости ∼ ℎ𝑖𝑗δ𝑢

𝑗, что будет излишним.
Запишем систему уравнений, которая получается после подстановки раз­

ложения (1.26 – 1.28) и уравнений (1.25, 1.35) в уравнение (1.24) в терминах
конформного времени η (𝑎𝑑η = 𝑑𝑡) [6; 69]. Для тензорной моды:(︂

𝜕2
η + 2

𝑎′

𝑎
𝜕η +Δ

)︂
ℎT
𝑖𝑗 = 0, (1.38)

где 𝜕η = 𝜕
𝜕η , Δ = 𝜕𝑖𝜕

𝑖, 𝑎′ = 𝜕η𝑎.
Для векторной моды в калибровке 𝐺𝑥 = 𝐺𝑦 = 0 (поперечный вектор):

𝜕ηΔ𝐶𝑖 = 16π𝐺𝑎2 (𝑝+ ρ) 𝑣T
𝑖 , (1.39)

где 𝑣T
𝑖 — компонента возмущения скорости, перпендикулярная волновому век­

тору метрического возмущения.
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Для скалярной моды в ньютоновской калибровке:

Φ = −Ψ, (1.40)

ΔΦ− 3
𝑎′

𝑎
Φ′ − 3

𝑎′2

𝑎2
= 4π𝐺𝑎2δρ, (1.41)

Φ′ +
𝑎′

𝑎
Φ = −4π𝐺𝑎2 (𝑝+ ρ) 𝑣, (1.42)

Φ′′ + 3
𝑎′

𝑎
Φ′ +

(︂
2
𝑎′′

𝑎
− 𝑎′2

𝑎2

)︂
Φ = 4π𝐺𝑎2δ𝑝, (1.43)

где 𝑣 — скаляр в спиральном разложении скорости

𝑣𝑖 = 𝑣T
𝑖 + 𝑖𝑘𝑖𝑣. (1.44)

Равенство (1.40) справедливо только для идеальной жидкости.
Выше приведены не все уравнения для скалярной и векторной части.

Обычно используются еще уравнения состояния 𝑝(ρ) и законы ковариантно­
го сохранения ТЭИ, которые замыкают системы неизвестных и позволяют
найти законы эволюции возмущений плотности энергии, давления и скорости
δ𝑝, δρ, δ𝑢𝑖 = 𝑣𝑖/𝑎 из заданных начальных значений возмущений δ𝑝1, δρ1, δ𝑢𝑖1 =
𝑣𝑖1/𝑎1. Нас интересуют только качественные результаты для трех мод возму­
щения метрики, поэтому громоздкие выкладки, которые нужны только при
решении конкретных задач, приводиться не будут.

Основные выводы следующие: скалярные моды возмущений метрики воз­
никают при ненулевом следе возмущения ТЭИ; векторные — при наличии
возмущений скоростей (вихрей); а тензорные, по аналогии с результатом в
плоском пространстве, имеют нетривиальное решение и в вакууме.

Если ТЭИ содержит тензор анизотропных напряжений (не является изо­
тропным), то его необходимо разложить по спиральностям и внести в уравнения
на все моды соответствующие поправки. Если при этом тензорная часть ТЭИ
ненулевая, то она будет давать вклад в правую часть уравнения (1.38). То есть
для ГВ получится уравнение осциллятора с вынуждающей силой.

В заключение этого раздела дадим более формальное определение
гравитационной волны. ГВ — это тензорная мода возмущений метрики про­
странства-времени, свободно распространяющаяся со скоростью света.
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1.7 Уравнение движения ГВ в расширяющейся Вселенной

В данной работе затрагиваются ГВ только реликтового происхождения
(подробнее об инфляции и генерации ГВ см. параграф 1.8). В случае расширя­
ющейся Вселенной можно выделить два режима эволюции ГВ [6; 69]. Первый
режим называют режимом за горизонтом, второй — под горизонтом. Дело в
том, что амплитуда ГВ по-разному зависит от времени для этих двух случаев.

Действительно, обратимся к уравнению (1.38). После преобразования Фу­
рье по пространственным координатам получаем(︂

𝜕2
η + 2

𝑎′

𝑎
𝜕η − 𝑘2

)︂
ℎT
𝑖𝑗 = 0, (1.45)

где 𝑘 — модуль волнового вектора.
Видно, что для 𝑘 ≪ 𝑎′

𝑎 , что эквивалентно неравенству

𝑘η≪ 1, (1.46)

можно пренебречь третьим слагаемым в левой части уравнения (1.45). Тогда
решением уравнения будет ℎT

𝑖𝑗 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡9.
Когда волна заходит под горизонт

𝑘η≫ 1, (1.47)

решение имеет вид

ℎ(η) ∝ cos (𝑘η+φhor)

𝑎(η)
, (1.48)

то есть амплитуда ГВ осциллирует и убывает, так как масштабный фактор
растет с ростом η. φhor здесь — это постоянная фаза, которая находится при
сшивке режимов за и под горизонтом.

Напомним, что

𝑑η =
1

𝑎(𝑡)
𝑑𝑡. (1.49)

9Есть еще убывающее решение, но оно не представляет интереса с точки зрения космологии.
Такие ГВ слишком быстро затухают и не оставляют следа ни на характеристиках реликтового
излучения, ни, тем более, в современной Вселенной
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Поэтому точную зависимость η(𝑡) можно отдельно найти для каждой эпохи до­
минирования конкретного типа вещества10. Например, для эпохи радиационного
доминирования (РД) 𝑎 ∝

√
𝑡. Следовательно,

η ∝ 𝑎 ∝
√
𝑡. (1.50)

А для эпохи доминирования материи (МД) 𝑎 ∝ 𝑡2/3. Значит,

η ∝
√
𝑎 ∝ 𝑡1/3. (1.51)

Важный обзор существующей литературы, посвященной распространению
ГВ на фоне более сложных метрик, представлен в начале раздела 3.1.

1.8 Инфляция и реликтовые гравитационные волны

Инфляционная стадия предшествовала стадии горячего Большого взры­
ва. Она заключалась в быстром расширении Вселенной за крайне короткий
промежуток времени порядка 10−36 с. Данная теория еще не подтверждена
экспериментально, но ее предсказания хорошо согласуются с наблюдениями.

Теория инфляции помогает устранить ряд проблем, которые невозможно
решить в рамках теории горячего Большого взрыва: проблемы горизонта (одно­
родности и изотропии), плоскостности, энтропии и первичных неоднородностей.
Стоит отметить, что предсказанный спектр этих неоднородностей полностью
согласуется с измеренным (рис. 11).

10Можно найти эту зависимость аналитически и при учете двух типов материи, если того требует
задача
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Рисунок 11 — Угловой спектр температурных флуктуаций реликтового излуче­
ния. Красные точки — измерения Planck; зеленая кривая — предсказания теории.
Наблюдаются барионные акустические осцилляции, предсказанные в рамках
теории гауссова поля начальных флуктуаций и теории эволюции скалярных
возмущений с застыванием спектра в момент рекомбинации

Проблемы теории горячего Большого взрыва

Размер причинно связанных областей Вселенной характеризуется космо­
логическим горизонтом. Это длина пути, которую сигнал (свет) проходит за
время существования Вселенной, то есть с момента Большого взрыва до наших
дней. По наблюдениям Вселенная является однородной с хорошей точностью на
масштабах больших, чем размер космологического горизонта. Такой вывод мож­
но сделать при измерении температуры фотонов реликтового микроволнового
фона. Реликтовое излучение однородно с точностью до 10−4. Другими словами,
области Вселенной, которые никогда не были в непосредственном контакте, по
какой-то причине имели одинаковую температуру и плотность энергии. В этом
и заключается проблема горизонта.

Геометрия Вселенной, а именно кривизна, определяет характер ее будущей
эволюции. По современным данным Вселенная является с высокой точностью



37

плоской, вклад кривизны в плотность энергии в наше время составляет величину
Ωcurv < 0.02. Используя это значение, можно получить, что в планковскую
эпоху должно было выполняться |Ωcurv(𝑡pl) ≲ 10−60|. Удовлетворить этому
неравенству в процессе расширения невозможно в отсутствие дополнительной
стадии инфляции. В этом и заключается проблема плоскостности.

Энтропия Вселенной, по современным измерениям, составляет величину
порядка 𝑆0 ∼ 1088. Из-за адиабатичности расширения в модели горячего Боль­
шого взрыва такую величину можно заложить только в качестве начального
условия, что тоже выглядит неестественно.

Инфляция важна и для формирования крупномасштабной структуры.
Для образования пустот, галактик и их скоплений в современной Вселенной
необходимы начальные неоднородности плотности порядка δρ

ρ
∼ 5 · 10−5. Эту

величину тоже нельзя объяснить в рамках теории горячего Большого взрыва,
приходится вводить начальное условие.

Решение проблем теории горячего Большого взрыва в рамаках
теории инфляции

Если записать выражение для размера космологического горизонта в
фиксированный момент времени 𝑡1

𝑙𝐻(𝑡1) =

∫︁ 𝑡1

𝑡pl

𝑑𝑡

𝑎(𝑡)
, (1.52)

становится ясно, что для решения проблемы горизонта требуется, чтобы мас­
штабный фактор рос быстрее, чем полином первой степени. В таком случае
Вселенная будет расширяться с ускорением, как бы раздуваясь (англ. inflate).

Для ускоренного расширения требуется, чтобы Вселенная была заполнена
особым типом вещества с отрицательным давлением, называемым ложным
вакуумом. Уравнение состояния должно удовлетворять неравенству

𝑝 < −1

3
ρ. (1.53)

Уравнение состояния с отрицательным давлением неустойчиво, поэтому после
короткого промежутка инфляционной стадии ложный вакуум переходит в истин­
ный посредством рождения частиц и передачи им высокой кинетической энергии.
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Таким образом, за инфляционной стадией следует эпоха постинфляционного
разогрева, приводящая к горячему Большому взрыву.

Можно определить, в какое минимальное количество раз должна была
расшириться Вселенная к концу инфляционной стадии, чтобы решить проблемы
горизонта и плоскостности. Число е-фолдингов 𝑁 означает, во сколько раз
Вселенная экспоненциально расширилась за время инфляции: в 𝑒𝑥𝑝{𝑁} раз.
Общепринятая минимально необходимая величина 𝑁min ≈ 1060. Более точно
𝑁min определяется в зависимости от выбранной модели инфляции.

Можно оценить минимальное время инфляционной стадии, используя
соотношения

𝑁 =

∫︁ 𝑡𝑒𝑛𝑑

𝑡pl

𝐻(𝑡)𝑑𝑡 ∼ 𝐻inflΔ𝑡infl, (1.54)

𝑁 > 𝑁min, (1.55)

𝐻infl ∼ 𝐻(𝑡end) ∼
𝑇 2

reh
𝑚pl

, (1.56)

где 𝑡end — время окончания инфляции, 𝑡pl — планковское время, 𝐻infl — значение
параметра Хаббла в период инфляции, Δ𝑡infl — интервал времени, в течение
которого происходила инфляция, 𝑇reh — температура разогрева. Тогда оценка
минимально необходимого периода инфляции составляет Δ𝑡min

infl ∼ 10−42−10−36 с.
Необходимо сделать несколько важных замечаний. Первое состоит в том,

что инфляция могла начаться не обязательно в планковское время, а в любой
субпланковский момент времени после 𝑡pl. Второе замечание о том, что 𝑁 может
быть больше минимально необходимого значения 𝑁min. Причем это предполо­
жение более естественно, нежели точная подгонка под результат, необходимый
для объяснения наблюдений.

Важно упомянуть то, что на стадии постинфляционного разогрева проис­
ходит рождение большого количества частиц с большой кинетической энергией.
Таким образом, модель инфляции приводит к естественному росту энтропии
в последующей стадии.

В рамках инфляционной теории разрешена и проблема генерации пер­
вичных возмущений плотности. Инфляция посредством быстрого расширения
Вселенной в 1026 раз (в линейных размерах) превращает вакуумные кванто­
вые флуктуации скалярного поля в макроскопические скалярные возмущения
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плотности, а квантовые флуктуации гравитационного поля в бегущие тензор­
ные возмущения. Первые становятся причиной рождения крупномасштабной
структуры, вторые называются реликтовыми гравитационными волнами [70].

Для вещества с отрицательным давлением тензор энергии-импульса за­
писывается следующим образом

𝑇µν = ρvac 𝑔µν, (1.57)

где ρvac — плотность энергии ложного вакуума. Из (1.57) явно следует уравнение
состояния 𝑝 = −ρ.

Для расширяющейся Вселенной с нулевым значением кривизны можно
записать уравнение Фридмана(︂

𝑎̇

𝑎

)︂2

=
8π

3𝑚pl
ρ. (1.58)

Откуда, при условии ρ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = ρvac следует экспоненциальный закон рас­
ширения 𝑎(𝑡) = 𝑎0𝑒

𝐻vac𝑡, где 𝐻vac =
√︁

8π
3
ρvac
𝑚2

pl
.

С кратким обзором основных моделей инфляции можно ознакомиться в
приложении 5.6.

Реликтовые гравитационные волны

Л. П. Грищук показал, что конформно-плоское расширяющееся про­
странство может генерировать гравитоны, так как линеаризованное уравнение
Эйнштейна не является конформно-инвариантным [71].

Согласно наблюдениям, начальный спектр первичных скалярных возму­
щений, который выражается следующим образом

𝒫s(𝑘) = 𝒜s

(︂
𝑘

𝑘*

)︂𝑛s−1

, (1.59)

является с хорошей точностью плоским (𝑛s = 0.965(4) [72]) — гауссовым11, также
называемым спектром Гаррисона-Зельдовича [73].

11Гауссово поле начальных флуктуаций означает равную вероятность возмущений для всех
масштабов, а также отсутствие выделенного масштаба и корреляций между амплитудами флуктуаций
на разных масштабах
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Отсюда следует вывод, что, раз реликтовые ГВ и первичные скалярные воз­
мущения были сгенерированы одним и тем же процессом, спектр реликтовых ГВ

𝒫T(𝑘) = 𝒜T

(︂
𝑘

𝑘*

)︂𝑛T−1

, (1.60)

тоже является плоским: 𝑛T = 1.
𝑘* в (1.59, 1.60) используется для обезразмеривания спектральной функ­

ции, нет необходимости его уточнять; 𝒜s — начальная амплитуда первичных
скалярных возмущений, 𝒜T — начальная амплитуда реликтовых ГВ. Из на­
блюдений анизотропии реликтового излучения 𝒜2

s = 10−5 [68]. Предсказание
величины 𝒜T зависит от модели инфляции.

Сейчас стандартной моделью космологии является Λ𝐶𝐷𝑀 -модель. В ней
принято 𝒜T = 0 из-за отсутствия наблюдательных подтверждений существо­
вания реликтового гравитационно-волнового фона.

Как было показано в разделе 1.7, ГВ разных частот заходят под горизонт
(начинают убывать) в разные моменты времени. Это приводит к тому, что спектр
реликтовых ГВ видоизменяется: чем выше частота, тем меньше современная
амплитуда. Это утверждение верно для волн, находящихся глубоко под гори­
зонтом. Частоты 10−17 − 10−16 Гц в современной Вселенной только начинают
заходить под горизонт. А частоты порядка 10−18 Гц по порядку величины равны
современному горизонту Хаббла12.

На рис. 12 показано, как выглядит ожидаемый спектр реликтовых ГВ для
𝑛T = 1.2 в современной Вселенной. В разных моделях он может отличаться.
Особенно, если помимо инфляционных ГВ, имели место и другие процессы
рождения ГВ в ранней Вселенной [30—34; 74].

1.9 Наблюдательные ограничения на реликтовые гравитационные
волны

Есть две моды поляризации реликтовых ГВ — 𝐸-мода и 𝐵-мода. Они
вводятся по аналогии с электрическим и магнитным полем, так как имеют
схожую структуру (см. рис. 13).

12Время жизни Вселенной составляет 13.8 млрд лет, что ≈ 4.4 · 1017 секунд
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Рисунок 12 — Амплитуда реликтовых ГВ в современной Вселенной в зависи­
мости от частоты при 𝑛T = 1.2 [74]. Пунктирными вертикальными линиями
выделены диапазоны частот, к которым чувствительны космические и наземные
гравитационно-волновые интерферометры

Первичные неоднородности в плазме создают только 𝐸-моду. Это легко
объяснить, исходя из следующих соображений: из-за неоднородностей плотности
температура в разных точках пространства отличается, из-за этого в одной точке
рекомбинация заканчивается раньше, в другой — позже. Как следствие, фотоны,
отделившиеся от плазмы раньше, по пути к наблюдателю краснеют сильнее (име­
ют меньшую температуру) — появляется анизотропия реликтового излучения.
Важно, что скалярные возмущения создают градиент температур, направлен­
ный по радиусу, с началом в наиболее плотном участке. Поэтому температура
фотонов реликтового излучения будет меняться так же вдоль этих линий13.

13Есть еще вариант формы 𝐸-моды поляризации реликтового излучения в виде окружности (рис.
13, нижнее левое изображение). Такая структура тоже отвечает векторной симметрии
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Рисунок 13 — Демонстрация 𝐸- (слева) и 𝐵-моды (справа) поляризации релик­
тового излучения

Ясно, что фотоны, рассеиваясь на электронах, меняют свою температуру.
Следовательно, для формирования 𝐵-моды необходимо изменение распреде­
ления электронов характерной формы, поэтому причинами возникновения
вихревой поляризации могут являться:

– намагниченная диффузная галактическая пыль;
– линзирование (эффект Сакса-Вольфа);
– реликтовые гравитационные волны.

Действительно, при наличии гравитационной волны происходит квадрупольное
перераспределение электронов в плазме в эпоху рекомбинации14.

Эффект Сакса-Вольфа оказывает влияние на протяжении всего распро­
странения реликтового излучения до Земли. Заключается он в красном смещении
фотонов под воздействием гравитации крупномасштабной структуры. Свет, про­
ходя гравитационное поле от массивной структуры, меняет свою частоту, что
приводит к возникновению анизотропии реликтового излучения [75].

Намагниченная пыль не меняет энергию реликтовых фотонов, но сама
создает поляризованное тепловое излучение в том же диапазоне частот. Это
основной фон, присутствующий в измерениях поляризации космического ре­
ликтового излучения.

Так, в 2014 году коллаборация BICEP2 объявила об открытии 𝐵-моды поля­
ризации реликтового излучения [76], заявляя тем самым открытие реликтового
ГВ фона. Однако позже результаты обсерватории Planck показали, что результат
BICEP2 можно полностью объяснить поляризованной галактической пылью [77].

14До момента последнего рассеяния, когда фотоны реликтового излучения стали свободно рас­
пространяться
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Отметим, что у самого эксперимента BICEP2 не было возможности точно
измерить вклад пыли, т.к. измерения производились только на одной частоте,
из-за чего оценки запыленности приходилось получать экстраполяцией данных
других установок. Это привело к недооценке данного вклада. Данные косми­
ческой обсерватории Planck позволили устранить систематику.

На сегодняшний день реликтовые ГВ не обнаружены. Совместный ана­
лиз данных Planck, BICEP2, KeckArray, LIGO, Virgo, KAGRA дает следующее
ограничение на отношение интенсивностей реликтовых ГВ и первичных ска­
лярных возмущений:

𝑟 ≡
(︂
𝒜T

𝒜s

)︂2

< 0.028 (1.61)

на уровне достоверности 95% [7]. В то время как числа, получаемые в простейших
моделях инфляции, составляют гораздо большие значения 𝑟. Например, для
степенного потенциала с 𝑛 = 2 и 𝑛 = 4 (см. уравнения (48, 49))

𝑟 = 0.13− 0.16, 𝑛 = 2,

𝑟 = 0.27− 0.32, 𝑛 = 4. (1.62)

Из-за этого класс теорий со степенным потенциалом считается опровергнутым.
Другие модели предсказывают слабую интенсивность реликтовых ГВ, что согла­
суется с оценкой (1.61). Но тогда не ясно, как можно проверить эти теории, ведь
на сегодняшний день нет метода детектирования таких слабых ГВ сигналов.
Между тем, именно регистрация реликтовых ГВ позволила бы подтвердить
верность инфляционной модели в целом.

В следующей, заключительной, главе литературного обзора рассмотрен
эффект конверсии ГВ в электромагнитные волны во внешнем магнитном поле —
эффект Герценштейна; эффективное действие, которое описывает рассеяние све­
та на свете и может вносить поправки к эффекту Герценштейна, а также теория
и результаты наблюдений первичного (космологического) магнитного поля.
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Глава 2. Эффект Герценштейна и космологическое магнитное поле

2.1 Эффект Герценштейна

В 1961 году Михаил Герценштейн показал, что электромагнитная волна
под действием внешнего магнитного поля переходит в гравитационную волну
[10]. Эффект имеет место при рассмотрении классического действия Максвелла

𝒜Max = −1

4

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
(︀
𝐹αβ𝐹

αβ + 𝐴µ𝐽
µ
)︀
, (2.1)

где 𝐹µν = 𝜕µ𝐴ν − 𝜕ν𝐴µ — тензор электромагнитного поля, 𝑔 = det 𝑔µν, 𝐽µ —
четырех-вектор тока, 𝐴µ — потенциал электромагнитного поля. С точки зрения
квантовой механики и физики частиц это может быть интерпретировано как
смешивание состояний гравитона и фотона.

Позже, в 1974 году, Яков Борисович Зельдович рассмотрел процесс пере­
хода в обратном направлении — из гравитона в фотон [78]. Часто такой эффект
называют обратным эффектом Герценштейна.

В научной литературе это явление называется эффектом Герценштейна­
Зельдовича [79] или просто эффектом Герценштейна [11]. В диссертации будет
использоваться термин «эффект Герценштейна».

Эффект был исследован в различных задачах, например, в астрофизике
обратный эффект Герценштейна рассматривался в работах [12—15].

Стоит отметить исследования, в которых предлагается использование
обратного эффекта Герценштейна для создания детектора высокочастотных
(1 МГц — 1 ТГц) гравитационных волн [80; 81]. В частности, в работах В.Н.
Руденко и Н.И. Колосницина [82; 83] подробно рассматривается вопрос о
реалистичности создания лабораторной установки для осуществления гравита­
ционного опыта Герца1 на основе эффекта Герценштейна–Зельдовича. Авторами
проведен анализ прямой и обратной задач преобразования электромагнитных
волн в гравитационные в присутствии сильного магнитного поля, получены

1По аналогии с классическим опытом Герца по генерации и приему электромагнитных волн,
гравитационным опытом Герца называют гипотетический лабораторный эксперимент по созданию
искусственного источника гравитационных волн и их детектированию на небольших расстояниях.
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численные оценки ожидаемых амплитуд сигнала и обсуждены принципиаль­
ные экспериментальные трудности, связанные с регистрацией крайне малого
количества фотонов на фоне тепловых шумов [82]. Позднее, в обзорной работе
[83], эти результаты были обобщены в контексте общей программы российских
гравитационно-волновых экспериментов, включая перспективы использования
резонансных оптических систем для повышения эффективности преобразования.

Толчком к проведению представленного в диссертации исследования послу­
жила статья А. Д. Долгова и Д. Эйли, где обратный эффект Герценштейна был
изучен в контексте реликтового гравитационно-волнового фона [16]. В данной
работе система дифференциальных уравнений была выведена в приближении
плоского пространства-времени, а для напряженности магнитного поля был
использован пересчет согласно закону 𝐵 ∝ 1/𝑎2 для одной точки во времени с
целью сделать качественные оценки. Эти оценки показали, что эффект может
оказывать заметное влияние на амплитуду реликтовых ГВ.

Рассмотрим формальный вывод системы дифференциальных уравнений
для эффекта на примере работы [11]. На фоне плоского пространства-вре­
мени выводится стандартное волновое уравнение для ГВ, где справа стоит
поправка к ТЭИ

□ℎµν = −16π𝐺𝑇 (1)
µν . (2.2)

После чего, магнитное поле раскладывают на фоновое B0 и на поправку b0

в первом порядке по возмущению

B = B0 + b. (2.3)

Далее, используя выражения для ТЭИ из действия Максвелла

𝑇Max
µν =

2√
−𝑔

δ𝒜Max

δ𝑔µν
=

1

4
𝑔µν𝐹

2 − 𝐹µα𝐹
.α
ν , (2.4)

получают систему уравнений

ℎ̈𝑥𝑦 − ℎ′′
𝑥𝑦 = −4𝐵0𝑏𝑦,

𝑏̈𝑦 − 𝑏′′𝑦 = ℎ′′
𝑥𝑦𝐵0. (2.5)

Авторы показали, что конверсия происходит только для перпендикулярной
составляющей k и поляризации ℎ× = ℎ𝑥𝑦.
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Вероятность перехода фотона в гравитон выражается в зависимости от
пройденного расстояния 𝐷 как

𝑃 (γ→ 𝑔) = sin2 (𝐷/𝐿), 𝐿 =
2

𝐵0
. (2.6)

Здесь можно провести некоторую аналогию с осцилляциями нейтрино, где
вероятность перехода мюонного нейтрино в электронное

𝑃 (νµ → ν𝑒) ∝ sin2
(︂
Δ𝑚2

4𝐸ν
𝐷

)︂
. (2.7)

𝐸ν — энергия нейтрино, Δ𝑚2 = 𝑚2
1 −𝑚2

2 — квадрат разницы масс состояний 𝑚1

и 𝑚2. Однако, следует понимать, что у эффекта смешивания нейтрино другая
природа (в общепринятом формализме отсутствует коммутация вакуумного
оператора эволюции с оператором рождения нейтрино при слабых взаимодей­
ствиях), так как в этом случае смешивание происходит из-за наличия разных
масс у разных сортов нейтрино. В эффекте Герценштейна же смешиваются
два безмассовых бозона.

Нужно заметить, что вероятность перехода гравитона в фотон имеет про­
стую форму для постоянного внешнего магнитного поля. В случае переменного
магнитного поля зависимость может быть сложнее или даже не выражать­
ся аналитически.

К тому же, в работе [11] указан закон сохранения энергии в виде

ℎ2
𝑥𝑦 +

𝑏2𝑦
𝐵2

0

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (2.8)

В космологии нет закона сохранения энергии, поэтому это равенство будет
нарушаться.

В заключение раздела отметим, что все перечисленные в начале главы
работы ограничивались задачей взаимных превращений электромагнитной и
гравитационной волн на фоне плоского пространства-времени Минковского
в постоянном внешнем электромагнитном поле. Однако в космологическом
случае необходимо учитывать зависимость амплитуды реликтовых ГВ, а также
напряженности магнитного поля от масштабного фактора. По этим причинам в
диссертации была поставлена задача вывода системы уравнений для эффекта
Герценштейна на фоне расширяющегося пространства-времени ФЛРУ.
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2.1.1 Действие Гейзенберга-Эйлера

Эффективное действие Гейзенберга-Эйлера описывает поправку к дей­
ствию Максвелла, связанную с рассеянием света на свете. Последний процесс
выражается диаграммой Фейнмана с четырьмя фотонными линиями, связан­
ными электрон-позитронной петлей (рис. 14).

Рисунок 14 — Диаграмма рассеяния света на свете. Волнистые линии обозначают
фотоны, прямые — виртуальную электрон-позитронную пару

Для малых электромагнитных полей 𝐵 ≪ 𝑚2
𝑒, 𝐸 ≪ 𝑚2

𝑒 эффективное
действие Гейзенберга-Эйлера имеет вид:

𝒜HE =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔 𝐶0

[︂
(𝐹µν𝐹

µν)2 +
7

4
(𝐹 µν𝐹µν)

2

]︂
, (2.9)

где 𝐶0 = α2/(90𝑚4
𝑒) и α = 1/137 — постоянная тонкой структуры и 𝐹µν —

дуальный тензор Максвелла, определенный следующим образом:

𝐹αβ =

√
−𝑔

2
εαβµν𝐹

µν, 𝐹αβ =
1

2
√
−𝑔
εαβµν𝐹µν. (2.10)

Подчеркнем, что в определении (2.10) учтено, что тензорной величиной является
√
−𝑔 εαβµν, а не εαβµν (см., например, гл. 83 книги [29]).

При достаточно больших энергиях в петлю дают вклад и другие фермионы:
кварки и антикварки, мюоны и антимюоны. Важно также заметить, что при
высоких энергиях мы имеем дело с бегущей константой электромагнитного
взаимодействия и бегущей массой частиц в петле. Так что в более общем случае
множитель 𝐶 в лагранжиане зависит от температуры:

𝐶(𝑇 ) =
∑︁
𝑗

α2(𝑇 )𝑞4𝑗
90𝑚𝑗(𝑇 )4

, (2.11)
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где 𝑞𝑗 — заряд частиц, дающих вклад в петлю в единицах заряда электрона.
Например, для кварков и антикварков 𝑞 = −1/3 или 2/3 [84; 85].

Действие Гейзенберга-Эйлера модифицирует классическое действие Макс­
велла, а потому при достаточно сильных полях меняет систему уравнений,
описывающую переход гравитационной и электромагнитной волн друг в друга.
Приведенный в этом параграфе материал будет использован в разделе 3.2.

2.2 Крупномасштабное космическое магнитное поле

Космический магнетизм изучается давно. Одним из крупномасштабных
является магнитное поле галактик (масштаб ∼ 10 − 100 кпк). Оно хорошо
исследовано по эффекту Фарадея2 в наблюдениях скоплений галактик (∼ 2− 10

Мпк), а также по радио-эмиссии в гало галактик. Получаемая в наблюдени­
ях характерная напряженность галактического магнитного поля составляет
величину от одного до нескольких микрогаусс.

Аналогичными наблюдениями измерены магнитные поля в скоплениях
галактик. Их напряженность составляет от 1 до 10 µГс на периферии и 30−70µГс
в центрах скоплений.

Важно заметить, что при попытке описания и моделировании генерации
магнитных полей даже на галактическом масштабе и на масштабе галактических
скоплений необходимо наличие затравочных полей, называемых первичными
магнитными полями (ПМП) [24].

Еще более крупномасштабные, космологические, магнитные поля обна­
ружены на наблюдениях за гало блазаров — активных ядер галактик — в
гамма-диапазоне. Магнитные поля заполняют пространства ≳ 1 Мпк, которые
находятся между скоплениями, в войдах, то есть находятся там, где текущих
источников магнитного поля нет. Следовательно, эти магнитные поля должны
были возникнуть на ранних этапах эволюции Вселенной.

2Эффект Фарадея — это эффект вращения плоскости поляризации линейно-поляризованной элек­
тромагнитной волны при распространении в оптически не активной среде, пронизанной магнитным
полем
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Напряженность космологического магнитного поля чрезвычайно мала,
измерить ее пока что не удалось, однако на сегодняшний день есть ограничения:

10−16 < 𝐵 < 10−12 − 10−9 Гс. (2.12)

В общепринятой в настоящее время модели ПМП рассматривается не как
однородное на больших масштабах поле, а как стохастический фон3. Стохасти­
ческое магнитное поле, в отличие от однородного, не разрушает наблюдаемую
по реликтовому излучению изотропию Вселенной. Но справедливо заметим, что
однородное магнитное поле слабой амплитуды тоже не дает анизотропии в преде­
лах чувствительности наблюдений. Об этом речь пойдет ниже (см. раздел 2.2.2).

Вкладом ПМП в темп расширения, то есть в плотность энергии Вселенной
обычно пренебрегают, так как он мал по сравнению со вкладами вещества и
излучения. Подробнее см. Гл.19, п. 3 книги [86].

Сделаем небольшое отступление с целью уточнения терминологии. Для
крупномасштабного магнитного поля Вселенной есть несколько устоявшихся
терминов: первичное магнитное поле (ПМП), межгалактическое магнитное
поле, внегалактическое магнитное поле, космологическое магнитное поле. В
работе используются два синонимичных термина: ПМП и космологическое
магнитное поле.

В последующих разделах будут перечислены основные модели магнитоге­
незиса, а также кратко разобраны методы наблюдений ПМП и то, как получены
существующие ограничения на его напряженность.

2.2.1 Модели магнитогенезиса

Разработкой теоретического описания генерации крупномасштабного маг­
нитного поля занимаются теории магнитогенезиса. Большинство из них сходятся
на идее усиления первичных магнитных полей процессами магнитогидроди­
намики в плазме.

Одним из общепринятых является эффект галактического динамо. Это
эффект самовозбуждения магнитного поля при движении заряженной жидкости

3Такая модель видится более естественной. Однако, нельзя с полной уверенностью полагать, что
Вселенная изотропна. Соображения об отсутствии выделенного направления вне пределов точности
измерений, в какой-то степени, можно назвать эстетическими
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или плазмы. Усиление происходит при формировании протогалактик и обеспе­
чивается разной скоростью тока частиц в слое в зависимости от расстояния до
гравитационного центра, а также турбулентностью потоков. Разность скоростей
возникает из-за наличия тепловой конвекции [87—89].

Однако, одного эффекта динамо недостаточно, так как для генерации
наблюдаемой напряженности галактического магнитного поля потребовалось
бы слишком много времени. К тому же есть наблюдения галактик на больших
красных смещениях, в которых напряженность магнитного поля уже порядка
1 µГс. Хотя некоторые модели динамо и позволяют создавать сильное магнит­
ное поле, но в них масштаб однородности поля составляет намного меньшую
величину по сравнению с наблюдаемыми масштабами.

Есть и альтернативный способ усиления ПМП на галактических масштабах
— усиление поля при адиабатическом сжатии в процессе коллапса протогалакти­
ческого облака. При таком коллапсе по закону сохранения магнитного потока
получается усиление напряженности ПМП в 𝑟2initial

𝑟2final
раз, где 𝑟initial и 𝑟final — это

характерные линейные размеры облака до коллапса и после.
Вопрос же происхождения самих ПМП для последующего усиления в

галактиках и кластерах остается нерешенным. В настоящее время существует
несколько классов моделей генерации ПМП:

1. Генерация в эпоху инфляции за счет возникновения магнитного по­
ля из квантовых флуктуаций. Генерация электромагнитного поля
конформно-плоским расширяющимся пространством возможна толь­
ко в том случае, если взаимодействие между гравитационным и
электромагнитным полем конформно не инвариантно. Нарушить эту
инвариантность можно, например, введением тензора электромагнит­
ного поля дилатонного типа. Такие модели рассматривают в качестве
расширений Стандартной Модели физики частиц.

2. Генерация при столкновениях стенок пузырей космологического фа­
зового перехода первого рода. В данном случае подразумеваются
электрослабый переход, переход хромодинамики и, иногда, фазовый пе­
реход суперобъединения. В рамках стандартной модели электрослабый
фазовый переход и переход хромодинамики относятся ко второму роду,
поэтому для получения более быстрого перехода нужно выходить за
рамки Стандартной Модели.
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3. Генерацию магнитного поля на меньших масштабах объясняют с по­
мощью механизма Бирманна или батареи Бирманна. Этот механизм
заключается в генерировании тока в плазме с градиентом электронной
плотности. Такой градиент можно создать, например, в протогалакти­
ке из-за разницы температур при движении от центра к периферии.
Первичная плазма состоит из протонов и электронов. При этом на оба
сорта частиц будет действовать одинаковое давление, обусловленное
градиентом температур. Оно будет направлено из центра протогалакти­
ки наружу. А вот гравитационная сила, действующая на протоны, будет
больше, чем действующая на электроны. В результате электроны будут
быстрее перемещаться в область низких температур, чем протоны, из-за
чего будет возникать разница потенциалов, и потечет электрический
ток. Предполагается, что такие токи возникали в первичной плазме
после момента последнего рассеяния фотона на электроне (𝑧 ∼ 1100) и в
эпоху реионизации. Эти токи, в свою очередь, генерировали первичные
магнитные поля. Отличительной особенностью этого класса моделей яв­
ляется отсутствие необходимости введения новой физики, т.к. механизм
Бирманна является чисто плазменным эффектом.

4. Генерация в других неадиабатических процессах. Например, при тур­
булентности в первичной плазме.

Теории астрофизического происхождения ПМП в диссертации не рас­
смотрены.

Таким образом, удовлетворительная теория магнитогенезиса еще не постро­
ена, и вопрос возникновения первичного магнитного поля остается открытым
[24].

2.2.2 Следы первичного магнитного поля (ПМП) на космическом
микроволновом фоне

Верхнее ограничение на напряженность ПМП может быть получено из
анализа характеристик космического микроволнового излучения4[90—97]. Суще­

4Англоязычный термин: сosmic microwave background, СMB
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ствует несколько механизмов, через которые ПМП оставляет след на реликтовом
излучении.

Первый возможный механизм — анизотропное расширение Вселенной в
модели изотропного ПМП. Действительно, изотропное магнитное поле приводит
к анизотропии пространства. Если направить ПМП вдоль оси 𝑧, интервал будет
выражаться следующим образом:

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑡2 − 𝑎2(𝑡)
(︀
𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2

)︀
− 𝑏2(𝑡)𝑑𝑧2, (2.13)

где 𝑎(𝑡) и 𝑏(𝑡) — масштабные факторы вдоль соответствующих осей координат.
Разница между этими масштабными факторами не велика и спадает с течением
времени. Тем не менее, ненулевое магнитное поле поддерживает их величины
хоть и не сильно, но различными. В результате температура фотонов, пришедших
с разных направлений, будет разной просто из-за того, что в этих направлениях
Вселенная расширяется с разной скоростью, и фотоны не одинаково краснеют.
Можно показать, что ПМП напряженностью 10−10 − 10−9 Гс привело бы к
анизотропии температуры реликтового излучения δ𝑇

𝑇 ≲ 10−6 [86]. По данным
коллаборации Planck δ𝑇

𝑇 = 10−5. Так что наличие однородного магнитного поля
такой напряженности не противоречило бы наблюдательным данным.

Второй механизм заключается в том, что давление магнитного поля пре­
пятствует падению барионов в потенциальную яму. В результате скалярные
возмущения плотности, а следовательно, и скалярные возмущения метрики,
становятся немного менее выраженными к моменту зарождения реликтового
фона фотонов. Это приводит к уменьшению высоты первого акустического
пика реликтового излучения5 (рис. 15). Данный результат получается в мо­
дели однородного магнитного поля и более строго выводится через теорию
магнитогидродинамики первичной плазмы и моделирование.

5Барионные акустические осцилляции (Сахаровские осцилляции) — это колебания первичной
плазмы в эпоху рекомбинации, которые оставили след на угловом спектре флуктуаций температуры
реликтового излучения. При расширении Вселенной в эпоху радиационного доминирования скорость
звука для возмущений плотности из-за падения давления среды быстро уменьшается, поэтому волны
флуктуаций плотности различной длины застывают в пространстве, влияя, в свою очередь, на
флуктуации температуры реликтовых фотонов
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Рисунок 16 — Численное интегрирование мультиполей корреляционной функции
анизотропии в стандартной модели CDM без первичного магнитного поля (𝐹 = 0)
и с 𝐹 = 1, 4, 9, которые соответствуют ν0 = ν𝑑,ν𝑑/2,ν𝑑/3 соответственно, с
ν𝑑 ≈ 27 ГГц (𝐵0/0.01 Гаусс)1/2 [41].

Рисунок 15 — Эффект влияния ПМП на мультипольные моменты. Сплошная
линия показывает предсказание стандартной космологии CDM (Ω = 1, ℎ = 0.5,
Ω𝐵 = 0.05). Пунктирная линия показывает эффект добавления магнитного поля,
эквивалентного 2× 10−7 Гаусс сегодня [98]

Третий механизм — деполяризация излучения в магнитном поле — также
может изменить высоту пиков осцилляций Сахарова. Для него следующие после
первого пики акустических осцилляций, наоборот, усиливаются (рис. 16).

Четвертый механизм связан с взаимодействием частиц первичной плазмы
с ПМП, которое приводит к магнитогидрадинамическим процессам: рожде­
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нию плазменных колебаний (медленная и быстрая магнитозвуковая волны,
Альфвеновские волны) и диссипации энергии ПМП [24]. Однако, не все мо­
ды волн в плазме диссипируют одинаково сильно. Так, Альфвеновские волны
определенных длин волн затухают менее эффективно, чем магнитозвуковые,
вследствие чего они влияют на статистические характеристики реликтового из­
лучения. Наличие магнитного поля приводит к ненулевым значениям некоторых
корреляционных функций между коэффициентами разложения анизотропии
температуры по мультиполям. Более простыми словами, пропадает статистиче­
ская изотропия, возникает негауссовость сигналов. Получается, что анизотропию
реликтового излучения, порожденную ПМП легко6 отличить на фоне анизо­
тропии, произошедшей от первичных скалярные возмущений, ведь первичные
скалярные возмущения возникли в процессе инфляции и имеют исключительно
гауссовый характер.

Пятый механизм влияния ПМП на реликтовое излучение возникает из-за
возбуждения первичным магнитным полем быстрой и медленной магнитозву­
ковой волн в плазме и из-за диссипации этих волн. Две упомянутые моды
колебаний плазмы связаны с возмущениями плотности и приводят к генерации
дополнительных скалярных возмущений метрики. Эти скалярные возмущения,
как и инфляционные возмущения метрики становятся причиной анизотропии
температуры реликтового излучения [24].

Наконец, наиболее известным является влияние ПМП на соотношения ам­
плитуды 𝐸− и 𝐵−мод поляризации реликтового излучения. К этому эффекту
приводит вращение Фарадея плоскости поляризации линейно-поляризованной
электромагнитной волны при распространении в магнитном поле. Угол по­
ворота плоскости поляризации зависит от частоты электромагнитной волны.
Следовательно, если измерять поляризацию для фотонов, пришедших с одного
направления, но имеющих разную частоту, можно определить напряженность
ПМП.

Приведем современные ограничения на напряженность ПМП из анализа
данных обсерватории Planck: для различных моделей, в том числе масштабно
инвариантных, на масштабе 1 Мпк ограничение составляет 𝐵0 < 1− 5 нГс [91].

6Если опустить другие возможные источники негауссовости анизотропии реликтового излучения
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2.2.3 Влияние ПМП на первичный нуклеосинтез

Отношение числа нейтронов к числу протонов, из которых образуются
реликтовые легкие химические элементы7, закладывается в момент так называ­
емой закалки нейтронов. В момент закалки время свободного пробега между
реакциями бета-распада становится равным времени Хаббла. То есть время
жизни нейтрона становится сопоставимо с характерным временем расширения
Вселенной, а реакции становятся слишком медленными, чтобы поддерживать
термодинамическое равновесие. После закалки нейтронов отношение числа ней­
тронов к числу протонов, определяемое формулой(︂

𝑛

𝑝

)︂
eq
=

(︂
𝑚𝑛

𝑚𝑝

)︂3/2

𝑒−(𝑚𝑛−𝑚𝑝)/𝑇 , (2.14)

перестает меняться.
Есть несколько механизмов влияния ПМП на процессы в эпоху первичного

нуклеосинтеза. Все они в конечном итоге меняют отношение (2.14), получаемое
на старте эпохи первичного нуклеосинтеза [24].

Самым прямым эффектом является влияние плотности энергии магнит­
ного поля на скорость расширения Вселенной. Вселенная в присутствии ПМП
расширяется быстрее, а значит увеличивается температура закалки нейтронов.
Как видно из уравнения (2.14), отношение числа нейтронов к протонам экспонен­
циально зависит от температуры закалки, и даже малое увеличение температуры
приводит к заметному увеличению распространенности реликтового гелия, по
сравнению со стандартным сценарием с отсутствующим ПМП.

Вторым механизмом влияния ПМП на первичный нуклеосинтез является
увеличение скорости реакций бета-распада нейтронов в присутствии сильно­
го магнитного поля:

𝑛+ 𝑒+ ↔ 𝑝+ ν̄𝑒,

𝑛+ ν𝑒 ↔ 𝑝+ 𝑒−,

𝑛 ↔ 𝑝+ 𝑒− + ν̄𝑒. (2.15)

Дело в том, что в магнитном поле волновые функции электронов и позитронов
становятся периодическими в плоскости, перпендикулярной полю. Энергия

7В эпоху первичного нуклеосинтеза преимущественно образуются водород и гелий. В малой
концентрации так же образуются литий 7 и бериллий
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электронов становится дискретной и описывается формулой

𝐸𝑛(𝐵) =
[︀
𝑝2𝑧 + |𝑒|𝐵 (2𝑛+ 1 + 𝑠) +𝑚2

𝑒

]︀1/2
, (2.16)

где принято, что магнитное поле B направлено по оси z, 𝑛 — уровень Лан­
дау, 𝑠 = ± 1 — знак проекции спина электрона на вектор напряженности
магнитного поля.

Помимо изменения закона дисперсии, происходит дискретизация в им­
пульсном пространстве, что сильно меняет занимаемый частицами объем в
фазовом пространстве∫︁

𝑑3𝑝

(2π)3
𝑓(𝐸0) → |𝑒|𝐵

∞∑︁
𝑛=0

(2− δ𝑛0)
∫︁

𝑑𝑝

(2π)2
𝑓(𝐸𝑛(𝐵), 𝑇 ). (2.17)

Все это приводит к линейно растущей от напряженности ПМП скорости реакций
распада нейтрона Γ𝑛→𝑝𝑒ν̄ ∝ 𝐵

𝐵crit
. Выше скорость реакций — ниже температура

закалки нейтронов. Значит, по формуле (2.14) получается уменьшение отношения
(𝑛/𝑝)eq, а следовательно, и уменьшенную концентрацию реликтового гелия [24].

Два вышеперечисленных эффекта ведут к поправкам противоположно­
го знака для температуры закалки относительно температуры, получаемой
в отсутствие ПМП.

Есть и другие интересные эффекты. Например, сильное ПМП изменяет
плотность энергии электрон-позитронного газа, имея влияние на темп рас­
ширения Вселенной и на количество энтропии, передаваемой от электронов
и позитронов фотонам. Это влияет на отношение барионов к фотонам η𝑏, а
чем больше значение η𝑏, тем меньше реликтового дейтерия образуется, т.к.
𝑛𝐷 ∼ 𝑛𝑝/η𝑏, где 𝑛𝑝 — концентрация протонов. Для первичного гелия зависи­
мость от η𝑏 слабая, логарифмическая, а потому не так информативна [99].

Еще один эффект, который хотелось бы упомянуть — это влияние ПМП
на химический потенциал нейтрино и на спиновые осцилляции нейтрино. ПМП
может стать причиной асимметрии при конверсии левых и правых нейтрино
и антинейтрино, что привело бы к возникновению лептонной асимметрии [100;
101]. Это влияние особенно интересно в контексте теорий о переходе лептонной
асимметрии в барионную (Гл. 11 в книге [99]).
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2.2.4 Влияние ПМП на формирование крупномасштабной
структуры

Крупномасштабное магнитное поле влияет на формирование крупномас­
штабной структуры. Происходит это за счет возникновения силы Лоренца,
которая действует на заряженные частицы первичной плазмы. Неоднородное
ПМП само по себе является источником плотности энергии, источником ско­
ростей и, следовательно, гравитационных возмущений в жидкости с ненулевой
электропроводностью (плазме) [24; 102].

В некоторых работах рассматривается влияние ПМП на скорость потоков
барионов в модели Вселенной с холодной темной материей [103—105]. Предпо­
лагается, что скорость потока барионов становится сопоставимой со скоростью
потока частиц темной материи. Как следствие, происходит затормаживание
падения барионов на гравитационный центр, что приводит к рождению галактик
в масштабах больших чем те, что получаются в модели холодной темной материи
без ПМП. И этот результат ближе к реальности. Таким образом, ПМП — это
довольно естественное решение несоответствия предсказаний модели холодной
темной материи с наблюдениями кластеров галактик.

Существуют работы, в которых авторы получают возникновение нитеобраз­
ных структур в плазме под действием ПМП с напряженностью, соответстующей
современному значению 𝐵 ≲ 10−9 Гс [106—108]. То есть ПМП могло привести к
формированию нитей и войдов крупномасштабной структуры.

На галактических же масштабах ПМП могло приводить к так называемому
магнитному трению при звездообразовании, которое уносит избыток вращатель­
ного момента газового облака протозвезды, что и позволяет ей схлопнуться под
действием гравитации. Так, ПМП, возможно, ускоряло темпы звездообразования
в протогалактиках, приводя к формированию сфероидальных галактик [109; 110].

2.2.5 Влияние ПМП на гало вокруг активных ядер галактик

Нижнее ограничение на напряженность космологического магнитного поля
получено из наблюдений за блазарами [25; 111—114]. Активные ядра галактик
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(АЯГ) испускают гамма-кванты высоких энергий 𝐸 ∼ 1012 эВ. Такие фотоны
взаимодействуют с фотонами диффузного электромагнитного поля 8 и рож­
дают электрон-позитронные пары. Электрон-позитронные пары порождают
электромагнитные каскады, в результате которых излучаются фотоны уже бо­
лее низкой энергии, чем у первичных фотонов. В итоге вокруг АЯГ возникает
гало из фотонов гамма-диапазона.

ПМП влияет на развитие электромагнитных каскадов, и, как следствие,
меняет форму гало, а также может стать причиной регистрации задержанного
светового сигнала от АЯГ. Астрономические наблюдения в гамма-диапазоне
позволяют оценить и, возможно в будущем, позволят измерить напряженность
космологического магнитного поля. Так, коллаборация гамма-телескопа Fermi­
LAT из наблюдений за гало вокруг активных ядер удаленных галактик получила
ограничение 𝐵 > 3 × 10−16 Гс [114]9.

2.2.6 Модель стохастического магнитного поля

Рассмотрим модель стохастического магнитного поля на примере рабо­
ты [117], где изучается генерация магнитного поля при фазовых переходах
первого рода. Авторы предлагают следующий механизм генерации ПМП: стен­
ки пузырей новой фазы при столкновениях порождают турбулентные потоки,
вследствие чего энергия турбулентного движения плазмы частично переходит
в электромагнитную энергию.

Напряженность магнитного поля связана с плотностью энергии магнитного
поля ρ𝐵 следующим образом:

𝐵(λ, 𝑡) =
√︀

2ρ𝐵(λ,𝑡), (2.18)

где λ — длина когерентности магнитного поля.
8Галактики излучают гамма-кванты, которые после улетают в межгалактическое простран­

ство. Таким образом создается так называемый внегалактический фоновый свет, или диффузное
внегалактическое электромагнитное поле. Энергия таких фотонов лежит в инфракрасном диапазоне

9Ранее коллаборация Fermi-LAT заявляла о первом измерении напряженности межгалактического
магнитного поля [115], однако в статье [116] показано, что в работе [115] не учтен инструментальный
эффект, вследствие чего сделан ошибочный вывод о наблюдении влияния магнитного поля на гало
АЯГ



59

К моменту окончания фазового перехода 𝑡* спектр мощности

ρ𝐵(λ, 𝑡*) =
17

10
ρ𝐵,*

⎧⎪⎨⎪⎩
(︁
λ
λ*

)︁−5

если λ ⩾ λ*(︁
λ
λ*

)︁2/3
если λ < λ*

, (2.19)

где λ* — средний размер пузырей новой фазы.
Результат получен в предположении, что показатель степени в выражении

для спектра энергии магнитного поля от масштаба λ,

𝒫𝐵(λ, 𝑡*) ≈ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 · λ−𝑛𝐵 , (2.20)

𝑛𝐵 = 2. Это предположение соответствует требованию 𝑛𝐵 ⩾ 2, выполнение
которого необходимо для соблюдения причинности и ковариантного закона
сохранения ТЭИ.

После установления формы начального спектра необходимо получить
закон его изменения. Утверждается, что далее форма спектра не изменяется,
изменяется только напряженность магнитного поля и длина его когерентности.
Закон изменения зависит от модели.

Когда магнитогидродинамические процессы полностью разовьются, плот­
ности энергии магнитного поля и турбулентности плазмы сравниваются. Это
происходит на масштабе λeq. Магнитное поле на остальных масштабах затухает
из-за диссипации Колмогорова.

Дальнейшие результаты являются модельно зависимыми. Рассматрива­
ются модели с начальной нулевой и ненулевой средней спиральностью как у
магнитного поля, так и у завихренной плазмы.

При отсутствии начальной средней спиральности у магнитного поля и
плазмы сопутствующие величины изменяются по законам

λeq ∼ 𝑡
2

5+𝑛 , 𝐵(λeq) ∼ 𝑡
3+𝑛
5+𝑛 , (2.21)

где 𝑛 — минимальный из показателей затухания начальных спектров магнитно­
го поля и турбулентной плазмы (то есть спектральный индекс энергетически
доминирующего в начальный момент поля).

При наличии частично спирализованного магнитного поля закон изменения

λeq ∼ 𝑡2/3, 𝐵(λeq) ∼ 𝑡−1/3. (2.22)

Ненулевая средняя спиральность магнитного поля к концу фазового пере­
хода может возникнуть вследствие процессов с несохранением барионного числа
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и из-за турбулентности в плазме. Напомним также, что в сверхпроводящей
плазме спиральность сохраняется.

Если же модель такова, что неспиральное магнитное поле полностью
затухает из-за взаимодействия с плазмой, то

λeq ∼ 𝑡1/2, 𝐵(λeq) ∼ 𝑡−1/2. (2.23)

Во всех этих случаях, если хотим перейти в лабораторную систему отсчета,
нужно домножить длину когерентности на 𝑎, а напряженность магнитного
поля разделить на 𝑎2. Как видно, напряженность магнитного поля убывает
медленнее, а длина когерентности растет быстрее, чем при адиабатическом
расширении Вселенной.

В качестве заключения к главе еще раз отметим, что наличие ПМП приво­
дит к многочисленным следам на микроволновом реликтовом фоне, влияет на
формирование крупномасштабной структуры и на распространенность легких
элементов во Вселенной, образующихся в эпоху первичного нуклеосинтеза.

Хотя измерить напряженность ПМП пока не удалось, из различных
наблюдений и базирующихся на них теоретических расчетах можно поставить
нижнее и верхнее ограничения на его величину (2.12).
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Выводы из литературного обзора, мотивация и цель исследования

В результате литературного обзора стало ясно, что существует проблема
отстутсвия отпечатка реликтовых ГВ, предсказанных теорией инфляции, на
реликтовом излучении (раздел 1.9). Остается неясным, сможем ли мы когда­
нибудь зарегистрировать реликтовые ГВ в современной Вселенной с помощью
интерферометров, и имеет ли сигнал NANOGrav инфляционную составляю­
щую (раздел 1.9).

Все эти вопросы являются мотивацией исследования, как и то, что на­
пряженность космологического магнитного поля в ранней Вселенной достигала
больших значений (Гл. 2), и, следовательно, эффект Герценштейна (раздел 2.1)
мог оказывать значительное влияние на эволюцию реликтовых ГВ.

Таким образом, целью работы является оценка влияния на спектр релик­
товых гравитационных волн эффекта их конверсии в электромагнитные волны
под действием космологического магнитного поля.

Ниже следующие главы диссертации посвящены аккуратному выводу и
решению связанной системы дифференциальных уравнений для возмущений
метрики и электромагнитных волн в присутствии космологического магнитного
поля на фоне Вселенной Фридмана.
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Глава 3. Система уравнений для эффекта Герценштейна

3.1 Уравнение распространения ГВ в произвольном непустом
искривленном пространстве-времени

Чтобы получить систему дифференциальных уравнений для эффекта Гер­
ценштейна, необходимо будет рассмотреть анизотропный ТЭИ и нетривиальную
поправку к нему, а также в дальнейшем оценить вклад в уравнения анизотропии
пространства, вызванной наличием однородного космологического поля. По
этой причине понадобится система уравнений для распространения метриче­
ских возмущений в общем виде: на фоне произвольной фоновой метрики и с
произвольной поправкой к ТЭИ.

В подавляющем большинстве существующих работ рассматривается урав­
нение распространения гравитационных волн на фоне метрики Минковского
и на фоне конформно-плоской метрики ФЛРУ [6; 29; 69; 118—120]. Большой
интерес к этим частным случаям метрик объясняется простотой выкладок при
выводе уравнений и возможностью разложения метрических возмущений по
спиральностям. В результате получается три независимые системы уравнений,
одна из которых описывает тензорные возмущения метрики — гравитационные
волны (см. раздел 1.6).

Еще одним упрощающим предположением в существующей литературе
является предположение об отсутствии поправки (возмущения) для фоново­
го тензора энергии-импульса, либо введение поправки в упрощенной модели
идеальной жидкости (см. раздел 1.7).

Все эти предположения вводятся прежде, чем приступить к выводу системы
уравнений, так что необходимость в получении системы для общего случая
отсутствует. По этой причине автору удалось найти только одну обзорную статью,
где было явно записано уравнение распространения метрических возмущений
на фоне произвольного искривленного пространства-времени: уравнение (5.11)
в [121]. Подчеркнем, что в работе [121] рассмотрена линеаризация вакуумного
уравнения Эйнштейна, то есть возмущение ТЭИ равно нулю.

Важно отметить, что есть и работы, в которых рассмотрено распростране­
ние метрических возмущений на фоне неизотропных пространств. Например,
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на фоне пространств Бьянки [122; 123]. При такой постановке задачи возму­
щения метрики по спиральностям не раскладывают, так как в анизотропном
пространстве уравнения на разные моды не разделяются, а потому считается,
что для таких задач этот подход не имеет смысла. Получается, что и вводить в
таких задачах термин ГВ не совсем корректно. И все же, задача, поставленная
в диссертации, отличается тем, что в модели однородного космологического маг­
нитного поля изначально слабо анизотропное пространство с течением времени
становится все более изотропным1, и разделение на ГВ и скалярные метрические
возмущения становится вполне законно. Да и сами первичные, инфляционные,
метрические возмущения в общепринятом подходе разделяются на скалярные
и тензорные (см. раздел 1.8).

Более того, можно рассмотреть целый класс задач, в которых начальная
тензорная ГВ переходит из изотропного пространства в анизотропное, генерируя
скалярные (продольные) и, в некоторых случаях, векторные метрические воз­
мущения2. Как следствие, амплитуда тензорной ГВ изменится, а для волновых
пакетов ГВ будет наблюдаться явление размытия, которое можно трактовать
как наличие эффективной массы у гравитона.

Примером такой задачи является прохождение ГВ в гравитационном поле
вращающегося массивного объекта или в гравитационном поле «блина» Зельдо­
вича при формировании крупномасштабной структуры. Для оценки величины
такого эффекта в физически реалистичных задачах необходимо проводить
отдельное исследование. Некоторые начальные соображения на этот счет при­
ведены в приложении 5.6. Упрощенная задача о прохождении гравитационной
волны через единичное коллапсирующее пылевидное облако решена в главе 5.

Из сказанного выше можно сделать вывод о малой изученности системы
уравнений, описывающей распространение метрических возмущений на фоне
произвольного пространства-времени, и целесообразности самостоятельного
ее вывода.

1Это связано с тем, что вклад в плотность энергии от магнитного поля Ω𝐵 убывает так же, как
и вклад от излучения Ωrad. По этой причине с переходом на стадию доминирования пыли не только
Ω𝐵 пренебрежимо по отношению к Ωrad, но и само Ωrad становится много меньше Ωm

2Автор не нашел публикаций на эту тему, поэтому нужно считать, что эта идея высказывается
впервые
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3.1.1 Обозначения

По аналогии с изложением в разделе 1.6 разложим полную метрику 𝑔µν
до первого порядка по возмущению

𝑔µν = 𝑔µν + ℎµν,

𝑔µν = 𝑔µν − ℎµν. (3.1)

Выпишем поправку для определителя метрического тензора. Для про­
извольной невырожденной матрицы ℳ = ℳ + δℳ разложение до первого
порядка по возмущению выражается следующим образом

det[ℳ+ δℳ] = det[ℳ](1 + Tr[ℳ−1δℳ]). (3.2)

Таким образом, для определителя полного метрического тензора получаем
разложение

det[𝑔µν] = det[𝑔µν + ℎµν] = det[𝑔µν] (1 + ℎ) , (3.3)

где используется обозначение для следа матрицы возмущения метрики
ℎ ≡ 𝑔µνℎµν.

3.1.2 Вывод уравнения

Все необходимые обозначения введены. Можно приступать к выводу си­
стемы дифференциальных уравнений, начиная с уравнений Эйнштейна (1.9)
для полных величин и уточнив разложение до первого порядка по возмущению
для величин из уравнения (1.10):

𝑅µν = 𝑅µν +𝑅(1)
µν ,

𝑅 = 𝑔αβ𝑅αβ = 𝑔αβ𝑅αβ − ℎαβ𝑅αβ + 𝑔αβ𝑅
(1)
αβ,

𝑇 µν = 𝑇µν + 𝑇 (1)
µν . (3.4)

После исключения уравнений Эйнштейна для фона 𝑅µν− 1
2𝑔µν𝑅 = 8π𝐺𝑇µν

остается система уравнений для первого порядка по возмущению (1.24).
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Используя (1.22, 1.23), калибровочное условие 𝐷µℎ
µ
ν =

1
2𝜕νℎ, а также пра­

вило коммутации ковариантных производных [𝐷α, 𝐷β]ℎ
µ
ν = 𝑅µλαβℎ

λ
ν −𝑅λναβℎ

µ
λ ,

из (1.24) окончательно получаем

𝐷2ℎµν − 2ℎαβ𝑅αµνβ −
(︀
ℎαµ𝑅

α
ν + ℎαν𝑅

α
µ

)︀
+ ℎµν𝑅− 𝑔µν

(︂
ℎαβ𝑅αβ +

1

2
𝐷2ℎ

)︂
= −2(8π𝐺)𝑇 (1)

µν . (3.5)

В изотропном пространстве можно разложить возмущения метрики по
спиральностям. В пустом пространстве нетривиальное решение будет иметь
только уравнение для тензорной моды ℎ𝑇

µν, которая является бесследовой
ℎ𝑇 ≡ 𝑔αβℎ𝑇

αβ = 0.
В метрике Минковского все компоненты тензора Римана и Риччи равны

нулю, а ковариантная производная равна обычной частной производной. В ре­
зультате в пустом плоском пространстве-времени уравнение для гравитационных
волн (3.5) сводится к общеизвестному уравнению (1.18): □ℎ𝑇

µν = 0.
В метрике ФЛРУ общепринятое уравнение (1.38) для ГВ можно записать

в следующем виде

𝐷2ℎ𝑇
µν − 2ℎ𝑇 αβ𝑅αµνβ = 0. (3.6)

Чтобы проверить, согласуется ли с ним уравнение (3.5), вспомним, что в мет­
рике ФЛРУ

𝑅𝑖𝑗 = −𝑔𝑖𝑗

(︂
2𝐻2 +

𝑎̈

𝑎

)︂
,

𝑅 = −6

(︂
𝐻2 +

𝑎̈

𝑎

)︂
(3.7)

К тому же для тензорной моды ℎ𝑇
00 = 0 по определению. Значит ℎ𝑇

αβ𝑅
αβ =

ℎ𝑇
𝑖𝑗𝑅

𝑖𝑗 ∝ ℎ𝑇 = 0. Тогда можно переписать (3.5)

𝐷2ℎ𝑇
µν − 2ℎ𝑇 αβ𝑅αµνβ − 2ℎ𝑇

µν

(︂
𝐻2 + 2

𝑎̈

𝑎

)︂
= −2(8π𝐺)𝑇 𝑇 (1)

µν . (3.8)

Расширение Вселенной в метрике ФЛРУ обеспечивается ненулевым фо­
новым ТЭИ. В приближении идеальной жидкости 𝑇µν = −𝑝𝑔µν + (𝑝+ ρ)𝑢µ𝑢ν.
В отсутствие пространственных компонент скорости 𝑢𝑗 = 0 для полного ТЭИ
получаем

𝑇 µν = −𝑝𝑔µν + (𝑝+ ρ) δµ0δν0. (3.9)
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При записи поправки к ТЭИ первого порядка по возмущению остается слагаемое,
пропорционально давлению,

𝑇 𝑇 (1)
µν = −𝑝ℎ𝑇

µν, (3.10)

где 𝑇
𝑇 (1)
µν — тензорная часть ТЭИ.
Нужно заметить, что 00-компонента в тензорной части поправки ТЭИ,

которая выражается уравнением (1.35), отсутствует, т.к. ℎ𝑇
00 = 0. А если поправка

к ТЭИ 𝑇
(1)
00 содержит вклад ∝ δρ ̸= 0, то эта компонента становится источником

не ГВ, а скалярных возмущений метрики. Она вписывается, соответственно, в
уравнения для продольной моды (см. уравнение (1.41)).

Для проверки уравнения (3.5) в метрике ФЛРУ воспользуемся уравнением
Эйнштейна для фона и получим уравнение Фридмана

8π𝐺𝑝 = −
(︂
𝐻2 + 2

𝑎̈

𝑎

)︂
. (3.11)

Приняв во внимание уравнения (3.10, 3.11), из (3.8) окончательно получаем
верный для ФЛРУ результат — уравнение (3.6).

В рассматриваемой в диссертации задаче, помимо ТЭИ идеальной жидко­
сти, присутствует анизотропный ТЭИ однородного космологического магнитного
поля, поэтому разделение возмущений метрики по спиральностям сразу про­
изводиться не будет. Уравнение (3.5) на возмущения метрики будет содержать
слагаемые, пропорциональные ненулевому следу ℎ. Тем не менее, использо­
вание уравнений Фридмана тоже будет полезным при упрощении уравнений
в разделе 3.3.1.

Полученное уравнение (3.8) в частных случаях плоской метрики и метрики
ФЛРУ совпадает с общепринятыми.

Выведенное линеаризованное уравнение Эйнштейна в общем случае (3.5)
является отправной точкой при решении любых задач на возмущения метрики.
И уже из такой общей формы можно сделать важные качественные выводы еще
на этапе постановки задачи. Об этом пойдет речь в следующем разделе.
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3.1.3 Смешивание мод возмущений метрики

Разложение возмущений метрики по спиральностям (1.26 – 1.28) приводит
к независимым уравнениям для каждой спиральности в случае аксиальной
симметрии задачи, то есть при наличии только одного выделенного направле­
ния — направления распространения возмущений метрики 𝑘/|𝑘|. Если же в
задаче присутствует анизотропия фонового пространства, моды возмущений
метрики смешиваются.

В космологии векторная мода не имеет значения, так как быстро затухает
с ростом масштабного фактора. Поэтому продемонстрируем смешивание двух
мод возмущений метрики — тензорной и скалярной. Возьмем след от обеих
частей уравнения (3.5), получим

𝜕2ℎ+ 4ℎαβ𝑅αβ − ℎ𝑅 = 16π𝐺𝑇α(1)α , (3.12)

где 𝜕2 = 𝜕µ𝜕µ. Теперь разложим тензор ℎµν на скалярную и тензорную моды

ℎµν =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
2Φ 0 0 0

0 −2Ψ + ℎ+ ℎ× 0

0 ℎ× −2Ψ− ℎ+ 0

0 0 0 −2Ψ

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (3.13)

Для следа тогда получаем ℎ = ℎµµ = 2 (Φ− 3Ψ).
В изотропном пространстве 𝑅𝑖𝑗 ∝ 𝑔𝑖𝑗, тогда свертка во втором слагаемом

в уравнении (3.12) будет содержать слагаемые с ℎ и ℎ00 = 2Φ. Это означает,
что в таком случае (3.12) является уравнением движения только для скаляр­
ной моды. При этом след возмущения ТЭИ является источником скалярных
возмущений метрики.

Будет поучительно рассмотреть простую модель анизотропного расши­
рения. Пусть пространство расширяется с масштабным фактором 𝑎(𝑡) вдоль
осей 𝑦 и 𝑧, а вдоль оси 𝑥 с масштабным фактором 𝑏(𝑡) ̸= 𝑎(𝑡). Интервал тогда
запишется следующим образом

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑡2 − 𝑏(𝑡)2𝑑𝑥2 − 𝑎(𝑡)2
(︀
𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2

)︀
. (3.14)
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Теперь запишем ненулевые компоненты тензора Риччи для этой задачи и най­
дем свертку ℎµν𝑅νµ:

𝑅𝑡
𝑡 = −2

𝑎̈

𝑎
− 𝑏̈

𝑏
, (3.15)

𝑅𝑥
𝑥 = −

[︃
𝑏̈

𝑏
+

2𝑎̇𝑏̇

𝑎𝑏

]︃
, (3.16)

𝑅𝑦
𝑦 = 𝑅𝑧

𝑧 = −

[︃(︂
𝑎̇

𝑎

)︂2

+
𝑎̈

𝑎
+

𝑎̇𝑏̇

𝑎𝑏

]︃
. (3.17)

ℎµν𝑅
ν
µ = −2Φ

[︃
2
𝑎̈

𝑎
+

𝑏̈

𝑏

]︃
+ 2Ψ

[︃
2

(︂
𝑎̇

𝑎

)︂2

+
2𝑎̈

𝑎
+

4𝑎̇𝑏̇

𝑎𝑏
+

𝑏̈

𝑏

]︃
+

+ℎ+

[︃
− 𝑏̈

𝑏
− 𝑎̇𝑏̇

𝑎𝑏
+

(︂
𝑎̇

𝑎

)︂2

+
𝑎̈

𝑎

]︃
. (3.18)

Из последнего уравнения видно, что свертка содержит тензорную моду. Значит
в (3.12), помимо скалярных мод, присутствует тензорная — они смешиваются.

Далее будет рассмотрена задача, в которой анизотропия расширения незна­
чительна: Ω𝐵 ≪ Ωrad. Можно ввести удобное обозначение 𝑏(𝑡) = 𝑎(𝑡)− ξ(𝑡), где
ξ ≪ 𝑎 (либо ξ(𝑡 → ∞) → 0 ). Тогда, (3.18) принимает вид

ℎµν𝑅
ν
µ = −2Φ

[︃
3
𝑎̈

𝑎
− ξ̈

𝑎

]︃
+ 2Ψ

[︃
6

(︂
𝑎̇

𝑎

)︂2

+
3𝑎̈

𝑎
− 4𝑎̇ξ̇

𝑎2
− ξ̈

𝑎
+
ξ

𝑎

(︂
4
𝑎̇2

𝑎2
+

𝑎̈

𝑎

)︂]︃
+

+ℎ+

[︃
ξ̈

𝑎
+

𝑎̇

𝑎

ξ̇

𝑎
−ξ
𝑎

(︂
𝑎̇2

𝑎2
+

𝑎̈

𝑎

)︂]︃
. (3.19)

В приложении 5.6 показано, что всеми вкладами, содержащими функцию
ξ и ее производные, можно пренебречь. В таком случае квадратная скобка в
последнем слагаемом правой части уравнения (3.19) занулится, и смешивание
в таком приближении наблюдаться не будет.

С другой стороны, если след поправки для ТЭИ, по какой-то причине,
содержит тензорную компоненту возмущения метрики, то смешивание мод все
же появится в уравнении (3.12), только уже в правой его части. Далее будет
видно, что такая ситуация реализуется для эффекта Герценштейна.



69

3.2 Система уравнений для эффекта Герценштейна в общем случае
фоновой метрики

Этот раздел посвящен выводу системы дифференциальных уравнений для
эффекта Герценштейна в произвольном пространстве-времени с учетом рожде­
ния виртуальной электрон-позитронной пары, а также упрощению полученной
системы для случая метрики ФЛРУ.

Уточним, что под эффектом Герценштейна в работе подразумевается
смешивание различных мод возмущений метрики и электромагнитной волны
в присутствии внешнего магнитного поля.

В контексте произвольной фоновой метрики интересен не только переход
гравитационных волн в электромагнитные волны, но и возможное появление
продольной моды возмущений метрики. Качественные и количественные оценки
влияние всех этих эффектов смешивания на амплитуду реликтовых гравита­
ционных волн изложены в следующей главе.

3.2.1 Обозначения

Разложим полный потенциал электромагнитного поля 𝐴µ до первого по­
рядка по возмущению

𝐴µ = 𝐴µ + 𝑓µ, (3.20)

где 𝐴µ — фоновый потенциал электромагнитного поля, а 𝑓µ — малое возмущение.
Соответственно тензор электромагнитного поля принимает вид

𝐹 µν ≡ 𝜕µ𝐴ν − 𝜕ν𝐴µ = 𝐹µν + 𝑓µν, (3.21)

где 𝐹µν = 𝜕µ𝐴ν − 𝜕ν𝐴µ и введено обозначение для тензора возмущения элек­
тромагнитного поля

𝑓µν = 𝜕µ𝑓ν − 𝜕ν𝑓µ. (3.22)

Для полноты изложения выразим также разложение для контравариантно­
го и смешанного тензора электромагнитного поля. Поднимать индексы следует
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полным метрическим тензором 𝑔µν, после чего уже производить разложение
до первого порядка по возмущению. Получаем

𝐹
µ

.ν = 𝑔µα𝐹αν = −ℎµα𝐹αν + 𝐹 µ.ν + 𝑓µ.ν, (3.23)

𝐹
µν

= 𝑔να𝐹
µ

.α = −ℎαν𝐹 µ.α − ℎµα𝐹 .ν
α + 𝐹 µν + 𝑓µν, (3.24)

где индексы у фонового электромагнитного тензора и у его поправки подняты с
помощью фоновой метрики, то есть величины определены следующим образом

𝑓µ.ν ≡ 𝑔µα𝑓αν, (3.25)

𝑓µν ≡ 𝑔µα𝑔νβ𝑓αβ, (3.26)

𝐹 µ.ν ≡ 𝑔µα𝐹αν, (3.27)

𝐹 µν ≡ 𝑔µα𝑔νβ𝐹αβ. (3.28)

В следующих двух разделах последовательно получены уравнения дви­
жения для возмущений метрики и электромагнитной волны в присутствии
внешнего магнитного поля, зависимость которого от координат и времени пока
не уточняется. Используется действие для электромагнитного поля, состоящее
из действия Максвелла и действия Гейзенберга-Эйлера (2.9):

𝒜Max = −1

4

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
(︀
𝐹 2 + 𝐴µ𝐽

µ
)︀
, (3.29)

где 𝐹 2 = 𝐹µν𝐹
µν, а верхнее подчеркивание в 𝒜Max означает, что действие

выражено в терминах полных величин.

𝒜HE =

∫︁
𝑑4𝑥
√︀

−𝑔 𝐶(𝑇 )

[︂
(𝐹 µν𝐹

µν
)2 +

7

4
(𝐹

µν

𝐹 µν)
2

]︂
. (3.30)

Действие электромагнитного поля выражается их суммой

𝒜EM = 𝒜Max +𝒜HE. (3.31)

Сделаем замечание по поводу множителя 𝐶(𝑇 ) = 𝐶(𝑡) в действии Гейзен­
берга-Эйлера (см. уравнение (2.11)). Система дифференциальных уравнений
далее решается для значений масштабного фактора 10−12 < 𝑎(𝑡) < 10−4. На
этом интервале максимальная температура составляет величину порядка 200
МэВ. Для простоты дальнейших вычислений пренебрежем зависимостью 𝐶 от
времени и положим ее равной 𝐶0 =

α2

90𝑚4
𝑒
. Это приближение достаточно точное

по следующим причинам:
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1. Постоянная тонкой структуры практически равна 1/137 вплоть до
энергий порядка массы Z-бозона (∼ 90 ГэВ);

2. При малых температурах 𝑇 ≲ 1 МэВ единственными частицами, даю­
щими вклад в петлю, являются электроны;

3. Вклад мюонов присутствует до 𝑇 ≳ 100 МэВ, но он значительно меньше
электронного в силу большей массы мюонов по сравнению с массой
электронов;

4. При высоких температурах хоть и присутствует вклад 𝑢, 𝑑 и 𝑠 кварков,
он подавлен как 1/𝑇 4.

Таким образом, использование 𝐶0 в эффективном действии Гейзенберга­
Эйлера позволяет получить разумную оценку эффекта.

3.2.2 Уравнения для возмущений метрики

Начнем с общих уравнений движения возмущений метрики (3.5). В правой
части этой системы уравнений стоят компоненты поправки к ТЭИ. Их можно
получить путем разложения до первого порядка полного ТЭИ электромагнитного
поля 𝑇

EM
µν . Полный ТЭИ найдем, используя соотношение

𝑇
EM
µν =

2√
−𝑔

δ𝒜EM

δ𝑔µν
. (3.32)

Получаем ТЭИ от действия Максвелла

𝑇
Max
µν =

1

4
𝑔µν𝐹

2 − 𝐹 µα𝐹
.α
ν , (3.33)

где при выводе было использовано соотношение 𝑑𝑔 = −𝑔𝑔µν𝑑𝑔
µν.

Уравнение (3.33) для ТЭИ электромагнитного поля совпадает с общеиз­
вестным: например с формулой (А.87) из книги [6].

Распишем полный ТЭИ, разложив все величины до первого порядка, и
получим поправку к ТЭИ от действия Максвелла

𝑇
Max
µν =

1

4
(𝑔µν + ℎµν) (𝐹αβ + 𝑓αβ)

(︁
−ℎβλ𝐹α. λ − ℎαλ𝐹 .β

λ + 𝐹αβ + 𝑓αβ
)︁
+

+(𝐹µα + 𝑓µα)
(︀
−ℎαλ𝐹λν + 𝐹α.ν + 𝑓α.ν

)︀
(3.34)
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𝑇Max (1)
µν =

1

4
ℎµν𝐹

2 +
1

2
𝑔µν (𝐹𝑓 − 𝐹𝐹ℎ) + 𝐹µα𝑓

α
.ν + 𝑓µα𝐹

α
.ν − 𝐹µα𝐹λνℎ

αλ(3.35)

где

𝐹 2 = 𝐹αβ𝐹
αβ, 𝐹𝑓 = 𝐹αβ𝑓

αβ, 𝐹𝐹ℎ = ℎβλ𝐹αβ𝐹
αλ. (3.36)

Теперь запишем полученное аналогичным образом возмущений ТЭИ от
действия Гейзенберга-Эйлера (подробнее см. приложение 5.6):

𝑇HE (1)
µν = 𝐶0

{︀
−ℎµν𝐹

4 − 𝑔µν4𝐹
2 (𝐹𝑓 − 𝐹𝐹ℎ)+

+8𝐹 2
(︀
𝐹µλ𝑓

. λ
ν + 𝑓µλ𝐹

. λ
ν − ℎλα𝐹µλ𝐹να

)︀
+ 16 (𝐹𝑓 − 𝐹𝐹ℎ)𝐹µλ𝐹

. λ
ν

}︀
, (3.37)

где использовано уравнение (3.24) и ранее введенные обозначения (3.36), а также
учтено, что в отсутствие внешнего электрического поля свертка

𝐹 µν𝐹µν = 0. (3.38)

Важно помнить, что в общем случае, помимо электромагнитного поля, в
задаче могут присутствовать другие виды материи, поэтому

𝑇 (1)
µν = 𝑇medium(1)

µν + 𝑇EM(1)
µν , (3.39)

где 𝑇
medium(1)
µν — поправка к ТЭИ среды в конкретной задаче.
Далее в работе система уравнений решена для Вселенной, заполненной

релятивистскими частицами в эпоху РД. Такую материю в космологии обычно
рассматривают в модели идеальной жидкости.

В заключение этого раздела запишем итоговую систему уравнений для
возмущений метрики на фоне произвольного пространства-времени с магнитным
полем. Пользуясь (3.5, 3.35, 3.37), получаем

𝐷2ℎµν − 2ℎαβ𝑅αµνβ −
(︀
ℎαµ𝑅

α
ν + ℎαν𝑅

α
µ

)︀
+ ℎµν𝑅− 𝑔µν

(︂
ℎαβ𝑅αβ +

1

2
𝐷2ℎ

)︂
= −16π𝐺

[︁
𝑇medium(1)
µν + 𝑇EM(1)

µν

]︁
, (3.40)

где

𝑇EM(1)
µν = 𝑇Max(1)

µν + 𝑇HE(1)
µν =

=
1

4
ℎµν𝐹

2
[︀
1− 4𝐶0𝐹

2
]︀
+

1

2
𝑔µν
[︀
1− 8𝐶0𝐹

2
]︀
(𝐹𝑓 − 𝐹𝐹ℎ)+[︀

1− 8𝐶0𝐹
2
]︀[︀
𝐹µα𝑓

α
.ν + 𝑓µα𝐹

α
.ν−𝐹µα𝐹λνℎ

αλ
]︀
−16𝐶0 (𝐹𝑓−𝐹𝐹ℎ)𝐹µλ𝐹

λ
.ν.(3.41)
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Это уравнение можно упростить. Для этого вынесем поправку (3.35) к ТЭИ
действия Максвелла за скобку

𝑇EM(1)
µν =

[︀
1− 8𝐶0𝐹

2
]︀
𝑇Max(1)
µν + 𝐶0𝐹

4ℎµν − 16𝐶0 (𝐹𝑓 − 𝐹𝐹ℎ)𝐹µλ𝐹
λ
.ν. (3.42)

3.2.3 Уравнения для электромагнитной волны

Выведем систему уравнений для распространения электромагнитной волны
на фоне произвольного пространства-времени с магнитным полем. Для этого раз­
ложим действие до первого порядка по возмущению и возьмем вариацию по δ𝑓µ.

Начнем с действия Максвелла. Учитывая, что в задаче отсутствуют заряд
и ток, то есть 𝐽µ = 0 = 𝐽µ, из (3.29) получаем

𝒜Max = −1
4

∫︀
𝑑4𝑥

√
−𝑔
(︀
1 + ℎ

2

)︀
(𝐹µν + 𝑓µν) (𝐹

µν + 𝑓µν − ℎµα𝐹 .ν
α − ℎνα𝐹 µ.α), (3.43)

Первое слагаемое в левой части уравнения движения принимает вид

−1

4

𝜕ν (
√
−𝑔 [4𝑓µν + 2ℎ𝐹 µν − 2ℎµα𝐹αν − 2ℎνα𝐹

µα])√
−𝑔

≡ 𝑄µMax, (3.44)

где по свойству антисимметричности тензора электромагнитного поля ковари­
антная дивергенция заменена на обычную.

Теперь проделаем то же самое для действия Гейзенберга-Эйлера (3.30).
Для краткости опустим громоздкие выкладки и сразу запишем результат:

2𝐶0√
−𝑔

𝜕ν{
√
−𝑔[𝐹 2 (4𝑓µν + 2ℎ𝐹 µν − 2ℎµα𝐹

αν − 2ℎνα𝐹
µα)+

+8𝐹 µν (𝐹𝑓 − 𝐹𝐹ℎ) + 14𝐹 µν(𝐹𝑓)]} ≡ 𝑄µHE, (3.45)

где (𝐹𝑓) = 𝐹 µν𝑓µν, и было учтено уравнение (3.38).
Полное уравнение движения 𝑄µMax + 𝑄µHE = 0 принимает вид

1√
−𝑔

𝜕ν{
√
−𝑔[
(︀
1− 8𝐶0𝐹

2
)︀(︂

𝑓µν +
ℎ

2
𝐹 µν − 1

2
ℎµα𝐹

αν − 1

2
ℎνα𝐹

µα

)︂
−

−16𝐶0𝐹
µν (𝐹𝑓 − 𝐹𝐹ℎ)− 28𝐶0𝐹

µν(𝐹𝑓)]} = 0. (3.46)

Основным результатом двух последних разделов является система урав­
нений (3.40, 3.42, 3.46) для эффекта Герценштейна в произвольной метрике
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и с магнитным полем, напряженность которого произвольно зависит от ко­
ординат и времени.

Область применимости данных выводов ограничивается напряженностью
магнитного поля 𝐵 ≪ 𝑚2

𝑒, потому что при больших значениях становится
несправедливо выражение для эффективного действия Гейзенберга-Эйлера
(3.30). Также следует помнить, что все выводы выполнены в пренебрежении
зависимостью 𝐶(𝑇 ).

Еще одно замечание связано с тем, что не во всех задачах напряженность
магнитного поля достигает значений, при которых необходим учет петлевой
поправки рассеяния фотона на фотоне. В уравнениях (3.41, 3.46) показано,
что при учете эффективного действие Гейзенберга-Эйлера максимальная по­
правка к слагаемым от действия Максвелла пропорциональна произведению
32𝐶0𝐵

2. Примем, что данная поправка играет значительную роль при условии
32𝐶0𝐵

2 ≳ 10−3. Это дает условие на напряженность магнитного поля: 𝐵 ≳ 1013

Гс. При таком же значении напряженности перестает работать приближение
эффективного действия Гейзенберга-Эйлера: при 𝐵 ∼ 𝑚2

𝑒 ≈ 1013 Гс. При более
сильных магнитных полях теория становится непертурбативной — вклад от
петель более высокого порядка становится сопоставим с вкладом от четырех­
точечной петли. Такая задача решается только численно и выходит за рамки
диссертационного исследования.

К примеру, учет петлевой поправки важен при рассмотрении эффекта
Герценштейна вблизи магнетара, где 𝐵 ∼ 1015 Гс. Только пользоваться в такой
задаче эффективным действием Гейзенберга-Эйлера некорректно.

Различные модели зарождения и эволюции космологического магнит­
ного поля также допускают 𝐵 ≳ 1013 Гс. В модели, приведенной в разделе
2.2.6, в эпоху доминирования релятивистского вещества 𝐵 ∝ 1/𝑎3. При
𝐵0 = 𝐵 (𝑎 = 1) = 1 нГс такая зависимость приводит к напряженно­
сти 1013 Гс уже при значении масштабного фактора 𝑎 ∼ 10−5 3.

В рассматриваемых параметрах задачи (𝑎 ∈ [10−12, 10−4], 𝐵0 = 1 нГс)
𝐵max = 1015 Гс. Это значение больше напряженности, для которой верно прибли­
жение эффективного действия Гейзенберга-Эйлера. На интервале масштабного
фактора 10−12 ⩽ 𝑎 < 3× 10−11 петлевая поправка может быть получена только
численными методами. Таким образом, в рамках представленного исследо­
вания учет данной поправки может быть осуществлен только для значений

3Для расчетов используется, что в эпоху доминирования нерелятивистского вещества 𝐵 ∝ 1/𝑎2
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𝑎 ⩾ 3 × 10−11, когда напряженность магнитного поля 𝐵 ⩽ 1012 Гс. Однако,
решение системы уравнений на данном интервале показывает, что эта поправка
крайне мала: разность амплитуд ГВ, получаемых к моменту 𝑎 = 10−4 с учетом
и без учета эффективного действия Гейзенберга-Эйлера, составляет величину
порядка 10−12 для волн с частотой 10−16 Гц и доли процента для волн с ча­
стотой 1 нГц. Максимальную пользу, которую можно извлечь из проделанной
работы для учета поправки от эффективного действия Гейзенберга-Эйлера —
это проверить, как качественно она влияет на эффект Герценштейна. Поправка
от действия Гейзенберга-Эйлера приводит к подавлению конверсии и снижению
ее влияния на спектр реликтовых гравитационных волн.

Отметим, что для напряженности поля меньшей, чем 1013 Гс, система
уравнений все еще будет верна, но расчет слагаемых от петлевой поправки
становится избыточным. При таких напряженностях достаточно учитывать
только вклады в уравнения из действия Максвелла. Для этого нужно положить
𝐶0 = 0 в уравнениях (3.40, 3.42, 3.46).

Полученные формулы выглядят громоздкими, но они значительно упро­
щаются в частном случае конформно-плоской метрики и в предположении
однородности магнитного поля.

3.3 Система уравнений для эффекта Герценштейна на фоне
метрики ФЛРУ

Для оценки влияния эффекта Герценштейна на амплитуду реликтовых
гравитационных волн запишем полученную систему дифференциальных уравне­
ний в метрике ФЛРУ. Интервал решения выберем соответствующий стадии РД,
начиная с момента завершения адронизации кварков: 𝑎 ∈ [10−12, 10−4]4.

На начальном этапе рассмотрим модель однородного космологического
магнитного поля и, как обсуждалось в конце раздела 3.1.3, будем пренебре­
гать анизотропией расширения. Анизотропное расширение является следствием

4Выбор начального значения масштабного фактора опционален. В данном случае значение
𝑎1 = 10−12 выбрано для использования в дальнейшем в качестве примера модели магнитогенезиса
при фазовом переходе КХД первого рода: то есть для определенности предполагается, что до момента
𝑎1 космологического магнитного поля не было



76

модели однородного магнитного поля. В дальнейшем обсудим модели стохасти­
ческого магнитного поля, введя дополнительный параметр в задаче — длину
когерентности магнитного поля.

Все пояснения по поводу пренебрежимой малости гравитации однородного
космологического магнитного поля приведены в приложении 5.6. Отметим, что
для стадии РД отношение плотности энергии однородного магнитного поля
напряженностью, которая соответствует современной напряженности в 1 нГс, к
плотности энергии излучения ρ𝐵

ρrad
≲ 10−6. В последующую эпоху расширение

определяется пылевидной материей. При этом плотность энергии такой материи
значительно больше плотности энергии излучения и тем более больше плотности
энергии космологического магнитного поля. В результате, с течением времени
Вселенная расширяется все более изотропно (Гл. 19 в [86]).

В выбранном интервале изменения масштабного фактора 𝑎 ∈
[︀
10−12,10−4

]︀
и в модели адибатического расширения напряженность однородного магнитного
поля относительно современного значения будет усилена в 108 − 1024 раза.

Для верхней оценки влияния эффекта на амплитуду реликтовых ГВ при­
мем 𝐵0 = 1 нГс. Тогда максимальное значение напряженности магнитного
поля составит величину порядка 1015 Гс. Эффектом рождения виртуальной
электрон-позитронной пары для модели однородного поля, меняющегося по
адиабатическому закону 𝐵 ∝ 1/𝑎2, можно пренебречь только на интервале
решения 𝑎 ∈

[︀
3× 10−11,10−4

]︀
.

Сформулируем задачу: пусть начальная чисто тензорная гравитационная
плоская волна распространяется в пространстве ФЛРУ и входит в область,
заполненную магнитным полем. Магнитное поле при этом однородное и на­
правлено по оси 𝑥.

Рассмотрим два случая направления гравитационной волны: вдоль век­
тора напряженности магнитного поля 𝑘||𝐵 и поперек 𝑘⊥𝐵. Такой подход
упрощает решение и при этом позволяет сделать основные качественные вы­
воды и оценить сверху влияние эффекта Герценштейна на спектр реликтовых
гравитационных волн.
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Направим ось 𝑥 вдоль 𝐵 и запишем форму возмущений метрики и потен­
циала электромагнитной волны для случая 𝑘||𝐵:

𝑘 = (𝑘𝑥, 0, 0) , (3.47)

𝑓µ = (0,𝑓𝑥,𝑓 𝑦,𝑓 𝑧) , (3.48)

𝑓µ(𝑡,𝑥) ∝ exp (𝑖𝑘𝑥𝑥) (3.49)

ℎµν(𝑡,𝑧) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
2Φ(𝑡) 0 0 0

0 −2Ψ(𝑡) 0 0

0 0 −2Ψ(𝑡) + ℎ+(𝑡) ℎ×(𝑡)

0 0 ℎ×(𝑡) −2Ψ(𝑡)− ℎ+(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ 𝑒𝑖𝑘𝑥𝑥, (3.50)

где не будем сразу полагать продольную составляющую 𝑓𝑥 электромагнитной
волны равной нулю, чтобы далее убедиться в верности системы уравнений.

Аналогично запишем форму тензора возмущения метрики ℎµν и потенциала
𝑓µ для случая 𝑘⊥𝐵:

𝑘 = (0, 0, 𝑘𝑧) , (3.51)

𝑓µ = (0,𝑓𝑥,𝑓 𝑦,𝑓 𝑧) , (3.52)

𝑓µ(𝑡,𝑥) ∝ exp (𝑖𝑘𝑧𝑧) (3.53)

ℎµν(𝑡,𝑧) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
2Φ(𝑡) 0 0 0

0 −2Ψ(𝑡) + ℎ+(𝑡) ℎ×(𝑡) 0

0 ℎ×(𝑡) −2Ψ(𝑡)− ℎ+(𝑡) 0

0 0 0 −2Ψ(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ 𝑒𝑖𝑘𝑧𝑧. (3.54)

Здесь также при решении системы уравнений должно получиться, что продоль­
ная электромагнитная волна 𝑓 𝑧 = 0.

В следующих двух разделах система уравнений упрощена для возмущений
метрики и электромагнитных волн, распространяющихся на фоне простран­
ства-времени ФЛРУ в однородном магнитном поле. После чего в Гл. 4 введены
начальные условия и выполнен анализ полученных систем уравнений для 𝑘||𝐵
и 𝑘⊥𝐵 по-отдельности.
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3.3.1 Уравнения для возмущений метрики

Для записи уравнений распространения метрических возмущений на фоне
пространства-времени ФЛРУ воспользуемся уравнениями на компоненты тен­
зора Риччи и скаляр кривизны (1.25).

Уточним также выражение для следа тензора метрических возмущений:

ℎ = 𝑔µνℎµν = ℎ00 −
ℎ𝑥𝑥 + ℎ𝑦𝑦 + ℎ𝑧𝑧

𝑎2
≡ ℎ00 + ℎ𝑖

𝑖, (3.55)

где введено определение

ℎ𝑖
𝑖 = − (ℎ𝑥𝑥 + ℎ𝑦𝑦 + ℎ𝑧𝑧) /𝑎

2. (3.56)

Будет рассмотрена окружающая среда (имеется в виду ТЭИ 𝑇
medium
µν ) в

приближении идеальной жидкости. Тогда полный ТЭИ среды будет выражать­
ся уравнением (1.29).

В приложении 5.6 показано, что после учета уравнений Фридмана (1.58,
3.11) и разложения 𝑇

medium
µν до первого порядка по возмущению остается урав­

нение

𝐷2ℎµν − 2ℎαβ𝑅αµνβ − 𝑔µν
[︀
1
2𝜕

2ℎ− 3 𝑎̈
𝑎ℎ00 −

(︀
𝑎̈
𝑎 + 2𝐻2

)︀
ℎ𝑖
𝑖

]︀
= −16π𝐺𝑇

EM(1)
µν .(3.57)

Раскроем первые два слагаемых в левой части уравнения (3.57). Уравнения
будут выглядеть более однообразно в смешанных компонентах, поэтому для
пространственных компонент запишем уравнение в терминах ℎ𝑖

𝑗:[︂
1

2
𝜕2
𝑡 + 3𝐻𝜕𝑡 −

Δ

2𝑎2
+ 3

(︂
𝑎̈

𝑎
− 2𝐻2

)︂]︂
ℎ00 +

[︂
−1

2
𝜕2
𝑡 +

Δ

2𝑎2
+ 4𝐻2 − 𝑎̈

𝑎

]︂
ℎ𝑖
𝑖 = −16π𝐺𝑇

EM(1)
00 ,

2𝐻

[︂
𝜕𝑗ℎ00 +

𝜕𝑥ℎ𝑥𝑗 + 𝜕𝑦ℎ𝑦𝑗 + 𝜕𝑧ℎ𝑧𝑗

𝑎2

]︂
= −16π𝐺𝑇

EM(1)
0𝑗 ,[︀

𝜕2
𝑡 + 3𝐻𝜕𝑡 − Δ

𝑎2

]︀
ℎ𝑖
𝑗 + δ

𝑖
𝑗

[︀
−1

2
𝜕2ℎ+

(︀
𝑎̈
𝑎
+ 2𝐻2

)︀
ℎ00 +

𝑎̈
𝑎
ℎ𝑖
𝑖

]︀
= −16π𝐺𝑇

𝑖EM(1)
𝑗 , (3.58)

где 𝜕2 = 𝜕2

𝜕𝑡2 − Δ
𝑎2 .

Далее необходимо записать в явном виде правые части уравнений системы
(3.58). Воспользуемся (3.42), положив 𝐶0 = 0. Таким образом мы пренебрежем
петлевыми поправками, которые для напряженности магнитного поля в эпоху
РД незначительны. Тогда у нас останется только поправка (3.35) к ТЭИ из
действия Максвелла. Запишем в терминах смешанных компонент, подняв один
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индекс фоновым метрическим тензором (см. приложение 5.6). Получим

𝑇 µMax (1)
ν =

1

4
ℎµν𝐹

2 +
1

2
δµν (𝐹𝑓 − 𝐹𝐹ℎ) + 𝐹 µ.α𝑓

α
.ν + 𝑓µ.α𝐹

α
.ν−𝐹 µ.α𝐹

λ
.νℎ

α
λ, (3.59)

где используются обозначения (3.36).
Упростим каждое слагаемое в уравнении (3.59) в предположении направ­

ления однородного магнитного поля по оси 𝑥:

𝐹 2 = 2𝐵2,

𝐹𝑓 = 2𝐵𝑓 𝑦
. 𝑧,

𝐹𝐹ℎ = 𝐵2
(︀
ℎ𝑦
𝑦 + ℎ𝑧

𝑧

)︀
,

𝐹 µ.α𝑓
α
.ν + 𝑓µ.α𝐹

α
.ν = 𝐵

[︀
−𝑓 𝑦

.νδ
µ
𝑧 + 𝑓 𝑧

.νδ
µ
𝑦 + 𝑓µ. 𝑦δ

𝑧
ν − 𝑓µ. 𝑧δ

𝑦
ν

]︀
𝐹 µ.α𝐹

λ
.νℎ

α
λ = 𝐵2

[︀
−ℎ𝑧

𝑧δ
µ
𝑦δ

𝑦
ν − ℎ𝑦

𝑦δ
µ
𝑧δ

𝑧
ν +

(︀
δµ𝑦δ

𝑧
ν + δ

µ
𝑧δ

𝑦
ν

)︀
ℎ𝑦
𝑧

]︀
. (3.60)

Используя (3.59, 3.60), выпишем 𝑇
µMax (1)
ν покомпонентно:

𝑇
Max (1)
00 =

𝐵2

2

(︀
ℎ00 − ℎ𝑦

𝑦 − ℎ𝑧
𝑧

)︀
+𝐵𝑓 𝑦

. 𝑧,

𝑇
Max (1)
0𝑗 = 𝐵

(︀
𝑓𝑡𝑦δ

𝑧
𝑗 − 𝑓𝑡𝑧δ

𝑦
𝑗

)︀
,

𝑇 𝑥Max (1)
𝑥 =

𝐵2

2

(︀
ℎ𝑥
𝑥 − ℎ𝑦

𝑦 − ℎ𝑧
𝑧

)︀
+𝐵𝑓 𝑦

. 𝑧,

𝑇 𝑦Max (1)
𝑦 =

𝐵2

2
ℎ𝑧
𝑧 −𝐵𝑓 𝑦

. 𝑧,

𝑇 𝑧 Max (1)
𝑧 =

𝐵2

2
ℎ𝑦
𝑦 −𝐵𝑓 𝑦

. 𝑧,

𝑇 𝑥Max (1)
𝑦 =

𝐵2

2
ℎ𝑥
𝑦 −𝐵𝑓𝑥

. 𝑧,

𝑇 𝑥Max (1)
𝑧 = 𝐵𝑓𝑥

. 𝑦,

𝑇 𝑦Max (1)
𝑧 = −𝐵2

2
ℎ𝑦
𝑧. (3.61)

где учтено, что ℎ0𝑗 = 0 из калибровки, ℎ𝑥
𝑧 = 0 благодаря выбору системы

координат и тому, что в задаче отсутствует векторная мода метрических воз­
мущений5 (см. (3.50, 3.54)).

Система дифференциальных уравнений для метрических возмущений на
фоне пространства-времени ФЛРУ с однородным магнитным полем полностью
записана в уравнениях (3.58, 3.61).

5Векторная мода метрических возмущений связана с наличием ненулевой пространственной
скорости частиц в плазме, а в рассматриваемой задаче 𝑢𝑗 = 0 для всех 𝑗 = 1,2,3.
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3.3.2 Уравнения для электромагнитной волны

Теперь приступим к упрощению системы дифференциальных уравнений
для электромагнитной волны.

Калибровка для метрических возмущений была частично зафиксирована
в разделе 3.1.2 при помощи калибровки Лоренца (1.14) :

𝐷µψ
µ
ν = 0, (3.62)

где

ψµν ≡ ℎµν − δµν
1

2
ℎ. (3.63)

В метрике ФЛРУ ненулевые компоненты символов Кристоффеля выра­
жаются следующим образом

Γ𝑖
0𝑗 = 𝐻δ𝑖𝑗, Γ0

𝑖𝑗 = 𝐻𝑎2δ𝑖𝑗. (3.64)

Тогда для ковариантной дивергенции от тензора метрических возмущений, с
учетом калибровки скалярного сектора ℎ0𝑗 = 0, получаем

𝐷µℎ
µ
ν = 𝜕µℎ

µ
ν − Γαµνℎ

µ
α + Γµµαℎ

α
ν = 𝜕µℎ

µ
ν. (3.65)

Следовательно, в (3.62) можно заменить ковариантную производную на частную

𝜕µ

(︂
ℎµν − δµν

1

2
ℎ

)︂
= 0. (3.66)

Для фонового и индуцируемого электромагнитных полей введем калиб­
ровочные условия

𝐷µ𝑓
µ = 0,

𝐷µ𝐴
µ = 0. (3.67)

Запишем (3.46) в метрике ФЛРУ, положив 𝐶0 = 0, для индекса µ = 0.

Получаем классическое уравнение
𝜕α

[︁√
−𝑔(𝑡)𝑓 𝑡α

]︁
√

−𝑔(𝑡)
= 0, которое с учетом уравнения

(3.67) в метрике ФЛРУ эквивалентно

𝜕2
𝑡 𝑓𝑡 −

Δ

𝑎2
𝑓𝑡 + 𝜕𝑡 (3𝐻𝑓𝑡) = 0. (3.68)
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В начале электромагнитная волна отсутствует: 𝑓𝑡(𝑎1) = 0, поэтому, раз в пра­
вой части уравнения (3.68) отсутствуют члены, порождающие 𝑓𝑡, всегда верно
тождество6

𝑓𝑡 = 0. (3.69)

Уравнения (3.67, 3.69) позволяют значительно упростить выражения: урав­
нения (3.46) для пространственных компонент электромагнитного потенциала
примут вид

𝜕2
𝑡 𝑓

𝑗 − Δ

𝑎2
𝑓 𝑗 + 3𝐻𝜕𝑡𝑓

𝑗 − 1

2
𝐹𝑚𝑎𝜕𝑚ℎ

𝑗
𝑎 +

1

4
𝐹𝑚𝑗𝜕𝑚ℎ = 0, (3.70)

где использованы уравнения (3.46, 3.66), а также то, что 𝐵 = 𝐵(𝑡) и ℎ𝑡𝑗 = 0

для любого 𝑗.
Для магнитного поля, направленного по оси 𝑥 раскроем два последних

слагаемых в правой части уравнения (3.70):

𝐹𝑚𝑎𝜕𝑚ℎ
𝑗
𝑎 =

𝐵

𝑎2
[︀
𝜕𝑧ℎ

𝑗
𝑦 − 𝜕𝑦ℎ

𝑗
𝑧

]︀
, (3.71)

𝐹𝑚𝑗𝜕𝑚ℎ =
𝐵

𝑎2
[︀
δ𝑗𝑦𝜕𝑧ℎ− δ𝑗𝑧𝜕𝑦ℎ

]︀
. (3.72)

В заключение покомпонентно запишем систему для электромагнитной
волны:

𝜕2
𝑡 𝑓

𝑥 +
𝑘2

𝑎2
𝑓𝑥 + 3𝐻𝜕𝑡𝑓

𝑥 − 𝐵

2𝑎2
(︀
𝜕𝑧ℎ

𝑥
𝑦 − 𝜕𝑦ℎ

𝑥
𝑧

)︀
= 0,

𝜕2
𝑡 𝑓

𝑦 +
𝑘2

𝑎2
𝑓 𝑦 + 3𝐻𝜕𝑡𝑓

𝑦 +
𝐵

2𝑎2

(︂
−𝜕𝑧ℎ

𝑦
𝑦 + 𝜕𝑦ℎ

𝑦
𝑧 +

1

2
𝜕𝑧ℎ

)︂
= 0,

𝜕2
𝑡 𝑓

𝑧 +
𝑘2

𝑎2
𝑓 𝑧 + 3𝐻𝜕𝑡𝑓

𝑧 +
𝐵

2𝑎2

(︂
−𝜕𝑧ℎ

𝑧
𝑦 + 𝜕𝑦ℎ

𝑧
𝑧 −

1

2
𝜕𝑦ℎ

)︂
= 0. (3.73)

6Нельзя одновременно использовать калибровку Лоренца (3.67) для электромагнитного поля и
калибровку 𝑓𝑡 = 0, но в рассматриваемой задаче из первого равенства следует второе
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Глава 4. Решение системы 𝑔 − γ на фоне метрики ФЛРУ в
приближении однородного космологического магнитного поля

4.1 Два случая направления распространения гравитационной
волны

Рассмотрим случаи направления волнового вектора гравитационной волны
𝑘||𝐵 и 𝑘⊥𝐵. Убедимся, что в одном из них получается тривиальное реше­
ние системы уравнений для эффекта Герценштейна, то есть эффект перехода
метрических возмущений в электромагнитную волну отсутствует.

4.1.1 𝑘||𝐵

Рассмотрим начальную ГВ, распространяющуюся параллельно внешнему
магнитному полю. Начальные условия будут следующие:

𝑓µ(𝑡1) = 0, (4.1)

𝑓µ(𝑡1) = 0, (4.2)

ℎµν(𝑡1,𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 ℎ0
+ ℎ0

×

0 0 ℎ0
× −ℎ0

+

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ 𝑒𝑖𝑘𝑥𝑥. (4.3)

где ℎ0
+ ≡ ℎ+(𝑎1), ℎ

0
× ≡ ℎ×(𝑎1).

Упростив (3.73) для электромагнитной волны, получаем

𝜕2
𝑡 𝑓

𝑗 +
𝑘2𝑥
𝑎2

𝑓 𝑗 + 3𝐻𝜕𝑡𝑓
𝑗 = 0, (4.4)

Из системы (4.4) очевидно, что 𝑓 𝑦 и 𝑓 𝑧 компоненты удовлетворяют обычному
волновому уравнению и не смешиваются с возмущениями метрики. Значит, эти
компоненты электромагнитного потенциала не возбуждаются. Как ожидалось,
не возбуждается и продольная составляющая 𝑓𝑥.
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Что же касается скалярных мод метрических возмущений — они тоже
остаются нулевыми. Действительно, запишем правые части уравнений для мет­
рических возмущений (3.61), приняв во внимание отсутствие электромагнитной
волны (𝑓 𝑗(𝑡) = 0):

𝑇
Max (1)
00 =

𝐵2

2

(︀
ℎ00 − ℎ𝑦

𝑦 − ℎ𝑧
𝑧

)︀
,

𝑇
Max (1)
0𝑥 = 0,

𝑇
Max (1)
0𝑦 = −𝐵𝑓𝑧 = 0,

𝑇
Max (1)
0𝑧 = 𝐵𝑓𝑦 = 0,

𝑇 𝑥Max (1)
𝑥 =

𝐵2

2

(︀
ℎ𝑥
𝑥 − ℎ𝑦

𝑦 − ℎ𝑧
𝑧

)︀
,

𝑇 𝑦Max (1)
𝑦 =

𝐵2

2
ℎ𝑧
𝑧,

𝑇 𝑧 Max (1)
𝑧 =

𝐵2

2
ℎ𝑦
𝑦,

𝑇 𝑥Max (1)
𝑦 = −𝑖𝑘𝑥𝐵𝑓𝑧 = 0,

𝑇 𝑥Max (1)
𝑧 = 𝑖𝑘𝑥𝐵𝑓𝑦 = 0,

𝑇 𝑦Max (1)
𝑧 = −𝐵2

2
ℎ𝑦
𝑧. (4.5)

В модели идеальной жидкости Φ = −Ψ. Это можно получить из второго
уравнения в (3.58) для 𝑗 = 𝑥. При этом в начальный момент времени правая
часть первого уравнения в (3.58) равна нулю, 𝑇Max (1)

00 (𝑎1) = 0. Это выполняется,
вообще говоря, на всем интервале решения, ведь уравнения на ℎ𝑦

𝑦 и ℎ𝑧
𝑧 одинаковы

с точностью до знака перед компонентами ТЭИ в правой части. Поэтому уравне­
ние на скалярную моду приводит только к тривиальному решению Φ = 0,Ψ = 0.

Этот результат ожидаем. Как показано в разделе 3.1.3, смешивание скаляр­
ной и тензорной мод может происходить только в анизотропном пространстве. В
данном же случае направление внешнего магнитного поля совпадает с волновым
вектором ГВ, поэтому аксиальная симметрия задачи сохраняется, и уравнения
на тензорные и скалярные метрические возмущения являются независимыми.

Выводом из всего вышесказанного является то, что ГВ, распространя­
ющаяся параллельно магнитному полю, не индуцирует ни скалярную моду
метрических возмущений, ни электромагнитную волну.

Важно отметить, что уравнения для обеих поляризаций ГВ меняются по
сравнению с теми, которые получаются в отсутствие магнитного поля. Действи­
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тельно, используя (3.58) и (4.5) для 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 и 𝑦𝑧 компонент, получаем[︂
𝜕2
𝑡 + 3𝐻𝜕𝑡 +

(︂
𝑘2

𝑎2
− 8π𝐺𝐵2

)︂]︂
ℎ+ = 0, (4.6)[︂

𝜕2
𝑡 + 3𝐻𝜕𝑡 +

(︂
𝑘2

𝑎2
− 8π𝐺𝐵2

)︂]︂
ℎ× = 0. (4.7)

То есть эффективная частота для обеих поляризации становится меньше. Это
приводит к более позднему входу таких реликтовых ГВ под горизонт. Следова­
тельно, амплитуда ГВ будет больше при сравнении с полученной в отсутствие
космологического магнитного поля. Численные оценки приведены в разделе 4.2.

4.1.2 𝑘⊥𝐵

Запишем начальные условия для ГВ, распространяющейся перпендику­
лярно магнитному полю:

𝑓µ(𝑎1) = 0, (4.8)

𝑓µ(𝑎1) = 0, (4.9)

ℎµν(𝑡1,𝑧) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0

0 ℎ0
+ ℎ0

× 0

0 ℎ0
× −ℎ0

+ 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ 𝑒𝑖𝑘𝑧𝑧. (4.10)

Система уравнений для электромагнитной волны (3.73) примет вид

𝜕2
𝑡 𝑓

𝑥 +
𝑘2

𝑎2
𝑓𝑥 + 3𝐻𝜕𝑡𝑓

𝑥 − 𝑖𝑘𝐵

2𝑎2
ℎ𝑥
𝑦 = 0,

𝜕2
𝑡 𝑓

𝑦 +
𝑘2

𝑎2
𝑓 𝑦 + 3𝐻𝜕𝑡𝑓

𝑦 +
𝑖𝑘𝐵

2𝑎2

(︂
−ℎ𝑦

𝑦 +
1

2
ℎ

)︂
= 0,

𝜕2
𝑡 𝑓

𝑧 +
𝑘2

𝑎2
𝑓 𝑧 + 3𝐻𝜕𝑡𝑓

𝑧 − 𝑖𝑘𝐵

2𝑎2
ℎ𝑦
𝑧 = 0. (4.11)
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Поправка к ТЭИ (3.61) запишется следующим образом:

𝑇
Max (1)
00 =

𝐵2

2

(︀
ℎ00 − ℎ𝑦

𝑦 − ℎ𝑧
𝑧

)︀
−𝐵𝜕𝑧𝑓

𝑦,

𝑇
Max (1)
0𝑥 = 0,

𝑇
Max (1)
0𝑦 = −𝐵𝑓𝑧,

𝑇
Max (1)
0𝑧 = 𝐵𝑓𝑦,

𝑇 𝑥Max (1)
𝑥 =

𝐵2

2

(︀
ℎ𝑥
𝑥 − ℎ𝑦

𝑦 − ℎ𝑧
𝑧

)︀
−𝐵𝜕𝑧𝑓

𝑦,

𝑇 𝑦Max (1)
𝑦 =

𝐵2

2
ℎ𝑧
𝑧 +𝐵𝜕𝑧𝑓

𝑦,

𝑇 𝑧 Max (1)
𝑧 =

𝐵2

2
ℎ𝑦
𝑦 +𝐵𝜕𝑧𝑓

𝑦,

𝑇 𝑥Max (1)
𝑦 =

𝐵2

2
ℎ𝑥
𝑦 +𝐵𝜕𝑧𝑓

𝑥,

𝑇 𝑥Max (1)
𝑧 = 0,

𝑇 𝑦Max (1)
𝑧 = −𝐵2

2
ℎ𝑦
𝑧 = 0. (4.12)

В начале ℎ𝑦
𝑧(𝑎1) = 0. Тогда из третьей строки в уравнении (4.11) следует,

что продольная электромагнитная волна 𝑓 𝑧 не будет возбуждаться. А вот
ℎ𝑥
𝑦(𝑡1) ̸= 0 и ℎ𝑦

𝑦(𝑡1) ̸= 0. Следовательно, обе поперечные компоненты 𝑓𝑥, 𝑓 𝑦

будут возбуждаться гравитационной волной, распространяющейся перпенди­
кулярно внешнему магнитному полю. Также, из (3.58, 4.11, 4.12) получается,
что система дифференциальных уравнений разбивается на две независимые
подсистемы: {ℎ×, 𝑓

𝑥} и {ℎ+, 𝑓
𝑦,Φ,Ψ}.

Чтобы зависимость уравнений от масштабного фактора была наглядной,
будем записывать уравнения в терминах напряженности магнитного поля в
современной Вселенной — 𝐵0. Напомним, что физическое магнитное поле ме­
няется как 𝐵 = 𝐵0/𝑎

2.
Пользуясь (3.58, 4.11, 4.12), получим две независимые подсистемы для

случая 𝑘⊥𝐵:⎧⎨⎩
[︁
𝜕2
𝑡 + 3𝐻𝜕𝑡 +

(︁
𝑘2

𝑎2 +
8π𝐺𝐵2

0

𝑎4

)︁]︁
ℎ× = − 𝑖𝑘16π𝐺𝐵0

𝑎2 𝑓𝑥,[︁
𝜕2
𝑡 + 3𝐻𝜕𝑡 +

𝑘2

𝑎2

]︁
𝑓𝑥 = 𝑖𝑘𝐵0

2𝑎4 ℎ×,
(4.13)
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[︁
𝜕2
𝑡 + 3𝐻𝜕𝑡 +

(︁
𝑘2

𝑎2 +
8π𝐺𝐵2

0

𝑎4

)︁]︁
ℎ+ = 16π𝐺𝐵0

𝑎2

(︀
𝑖𝑘𝑓 𝑦 − 𝐵0

𝑎2 Ψ
)︀
,[︁

𝜕2
𝑡 + 3𝐻𝜕𝑡 +

𝑘2

𝑎2

]︁
𝑓 𝑦 = − 𝑖𝑘𝐵0

2𝑎4 [ℎ+ + Φ−Ψ] ,

𝑖𝑘𝐻 (Φ + Ψ) = −4π𝐺𝐵0

𝑎2 𝑓 𝑦,

Ψ = −ℎ+ + 𝑖𝑘𝑎2

𝐵0
𝑓 𝑦.

(4.14)

где применено разложение (3.54). Для получения первого уравнения в системе
(4.14) уравнение на ℎ𝑦

𝑦 было вычтено из уравнения на ℎ𝑥
𝑥 (см. систему урав­

нений (3.58)). Третье уравнение получено для компоненты ℎ0𝑧, а четвертое —
путем сложения уравнений на ℎ𝑥

𝑥 и ℎ𝑦
𝑦 с одновременным вычитанием удвоен­

ного уравнения для ℎ𝑧
𝑧.

О правилах отбора

Полученные результаты согласуются с правилами отбора по спиральности.
Поляризациям ℎ+ и ℎ× соотвествуют смеси правой ℎ𝑅 и левой ℎ𝐿 спиральностей
гравитона. Для правой поляризации проекция спина на направление движения
равна +2, для левой она равна −2. Действительно, согласно [124], запишем

ℎ𝑅 =
ℎ+ − 𝑖ℎ×√

2
,

ℎ𝐿 =
ℎ+ + 𝑖ℎ×√

2
. (4.15)

Однородному магнитному полю с вектором напряженности, направленным
вдоль оси 𝑥, соответсвует фотон с линейной поляризацией вдоль этой же оси.
Вектор линейной поляризации является суперпозицией правой и левой кру­
говой поляризаций:

𝑒± =
𝑒𝑥 ∓ 𝑖𝑒𝑦√

2
, (4.16)

где 𝑒± — векторы правой и левой круговой поляризации электромагнитной
волны, 𝑒𝑥 и 𝑒𝑦 — векторы линейной поляризации вдоль оси 𝑥 и 𝑦 соответственно.
Левая и правая круговые поляризации отвечают спиральностям фотона −1 и +1.
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В результате взаимодействия гравитона и внешнего магнитного поля может
родиться фотон со спиральностями

2− 1 = +1,

−2 + 1 = −1, (4.17)

где первому результату соответсвует переход ℎ𝑅 в фотон с поляризацией 𝑒+, а
второму — ℎ𝐿 в фотон с поляризацией 𝑒−. Очевидно, что сумма уравнений для
двух этих случаев приводит к системе уравнений на ℎ+ и фотон с поляризацией
𝑒𝑥, разность — на ℎ× и 𝑒𝑦 (см., например, уравнения (15a – 15b) в работе [125]).
Так как вектором поляризации обозначено направление изменения вектора
напряженности магнитного поля, выражая компоненты магнитного поля через
компоненты вектор-потенциала по формуле 𝐵 = ∇×𝑓 , окончательно получаем
системы {ℎ+, 𝑓

𝑦} и {ℎ×, 𝑓
𝑥}.

Что касается рождения скалярных возмущений метрики, то правила отбора
такие реакции никак не ограничивают. Остается вопрос: почему скалярные
возмущения метрики рожадются только от гравитационной волны поляризации
ℎ+? Ответить на него можно, воспользовавшись формулой (3.12) смешивания
мод метрических возмущений из раздела 3.1.3. Действительно, смешивание
в рассматриваемой задаче можно получить только в правой части уравнения
(3.12). Найдем из уравнений (4.12) след от возмущения тензора энергии-импульса

𝑇α Max (1)
α = 𝐵2 (Φ + Ψ + ℎ+) (4.18)

и подставим его в уравнение (3.12), преобразованное для метрики ФЛРУ[︂
𝜕2
𝑡 −

Δ

𝑎2
+ 6

(︂
𝐻2 +

𝑎̈

𝑎

)︂]︂
(Φ− 3Ψ)+

+12

[︂(︂
2𝐻2 +

𝑎̈

𝑎

)︂
Ψ− 𝑎̈

𝑎
Φ

]︂
= 8π𝐺𝐵2 (Φ + Ψ + ℎ+) , (4.19)

откуда явно видно, что уравнение на Φ и Ψ содержит ℎ+ и не содержит ℎ×.

4.1.3 Генерация скалярных возмущений метрики

Кратко рассмотрим также генерацию 𝑓 𝑦 и скалярных возмущений мет­
рики Φ и Ψ.
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После подстановки четвертой строки системы уравнений (4.14) в первую
строку этой же системы, получаем уравнение на «+» поляризацию ГВ в слу­
чае 𝑘⊥𝐵: [︂

𝜕2
𝑡 + 3𝐻𝜕𝑡 +

(︂
𝑘2

𝑎2
− 8π𝐺𝐵2

0

𝑎4

)︂]︂
ℎ+ = 0. (4.20)

Этот результат очень интересен и требует пояснения. Распространяющаяся в
магнитном поле тензорная гравитационная волна порождает электромагнит­
ную волну, а также скалярные метрические возмущения, но электромагнитная
волна и Ψ связаны таким образом, что их соответствующие компоненты ТЭИ
полностью компенсируют друг друга, вследствие чего амплитуда тензорной ГВ
остается неизменной (в рассматриваемом порядке по возмущению).

В рассматриваемой задаче предполагается, что

Φ(𝑎1) = 0, Ψ(𝑎1) = 0. (4.21)

Это начальное условие введено в связи с тем, что целью работы была оценка
влияния эффекта Герценштейна только на реликтовые тензорные метрические
возмущения. Более того, как было показано в разделе 3.1.3, смешивание мод
метрических возмущений происходит только в случае анизотропного фоно­
вого пространства. Таким образом, именно предположение об однородности
магнитного поля приводит к такому результату. Реальности же соответству­
ет стохастическое магнитное поле1. Тем не менее рассмотренная упрощенная
задача хорошо демонстирует верность выводов раздела 3.1.3. Действительно,
из четвертого уравнения в системе (4.14), видно, что возникает два вклада в
функцию Ψ. Первый из них от гравитационной волны. Он спадает обратно
пропорционально масштабному фактору, так как, согласно первому уравне­
нию системы (4.14), ℎ+ определяется для частот 𝑘 > 10−15 Гц решением для
свободно-распространяющихся в метрике ФЛРУ гравитационных волн

ℎfree
+ = ℎ1

cos (𝑘η)

𝑎(η)
, (4.22)

где η — конформное время, ℎ1 ≡ ℎ+(𝑎1) — амплитуда гравитационной волны
в точке 𝑎1. Второй вклад в Ψ, растущий как минимум пропорционально 𝑎,
возникает от 𝑦 компоненты потенциала генерируемой электромагнитной волны.

1Однородность магнитного поля была предположена для верхней оценки влияния эффекта
Герценштейна на спектр реликтовых гравитационных волн
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Легко показать, что эти два вклада не взаимокомпенсируются. Прибавим
и вычтем Ψ в правой части второго уравнения в (4.14). Тогда, используя третье
и четвертое уравнения из (4.14) получим уравнение на 𝑓 𝑦:[︂

𝜕2
𝑡 +

(︂
3𝐻 − 2π𝐺𝐵2

0

𝑎6𝐻

)︂
𝜕𝑡 + 2

𝑘2

𝑎2

]︂
𝑓 𝑦 = −3

2

𝑖𝑘𝐵0

𝑎4
ℎ+. (4.23)

Оценим, когда слагемое 2π𝐺𝐵2
0

𝑎6𝐻 значимо по сравнению с 3𝐻

2𝐺𝐵2
0

𝑎6𝐻2
≫ 1. (4.24)

В эпоху радиационного доминирования 𝐻 = 1
2𝑎2τ0

, поэтому неравенство при­
нимает вид

𝑎 ≪ 2
√
2
𝐵0τ0

𝑚plℏ
≈ 5,3× 10−4. (4.25)

Таким образом, можно опустить трение Хаббла 3𝐻 по сравнению со слагаемым
2π𝐺𝐵2

0

𝑎6𝐻 на рассматриваемом интервале решения 𝑎 ∈
[︀
10−12, 10−4

]︀
.

Запишем окончательное уравнение на электромагнитный потенциал в
терминах масштабного фактора[︃

𝜕2
𝑎 −

8π𝐵2
0τ

2
0

𝑚2
plℏ2𝑎3

𝜕𝑎 + 8τ20𝑘
2

]︃
𝑓 𝑦 = −6𝑖𝑘𝐵0τ

2
0ℎ1

𝑚plℏ𝑎3
cos (2τ0𝑘𝑎), (4.26)

где 𝜕𝑎 =
𝜕
𝜕 𝑎 и восстановлена размерность. 𝑘 нужно подставлять в герцах, τ0 — в

секундах, 𝑚pl — в мегаэлектронвольтах, 𝐵0 — в МэВ во второй степени.
Это уравнение на осциллятор с отрицательным трением и вынуждающей

силой, которые зависят от аргумента. Оно не имеет аналитического решения.
Однако, можно качественно оценить поведения функции 𝑓 𝑦 (𝑎). Для этого за­
пишем уравнение в виде

𝑓 ′′ − 𝐶1

𝑎3
𝑓 ′ + 2𝐶2

2𝑓 = −𝐶3
cos (𝐶2𝑎)

𝑎3
, (4.27)

где

𝑓 ≡ Im [𝑓 𝑦] ,

𝐶1 ≡
8π𝐵2

0τ
2
0

𝑚2
plℏ2

,

𝐶2 ≡ 2τ0𝑘,

𝐶3 ≡
6𝑘𝐵0τ

2
0ℎ1

𝑚plℏ
. (4.28)



90

В начале 𝑓(𝑎1) = 0, 𝑓 ′(𝑎1) = 0, поэтому амплитуда генерируется неоднородной
частью уравнения. Когда слагаемое с первой производной становится доста­
точно большим, неоднородной частью уравнения можно пренебречь. Далее
𝑓(𝑎) продолжает нарастать и, когда значение функции становится значительно
больше ее первой производной, 𝑓(𝑎) выходит на осциллирующую функцию с
практически постоянной амплитудой.

Степень роста до выхода на чистое колебательное решение может быть
оценена из следующих соображений. Слагаемое с первой производной 𝑓 в левой
части уравнения (4.27) становится значительно больше правой части практиче­
ски сразу, поэтому сразу положим правую часть уравения равной нулю, изменив
начальное условие на первую производную: 𝑓 ′(𝑎1) = 𝐶3/𝐶1. Сделаем замену
переменных в оставшемся однородном уравнении

𝑥 =
√
2𝐶2𝑎,

γ = 2𝐶1𝐶
2
2 . (4.29)

Получим

𝑥3
(︂
𝑑2𝑓

𝑑𝑥2
+ 𝑓

)︂
− γ𝑑𝑓

𝑑𝑥
= 0. (4.30)

Переобозначим функцию

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑖𝑥𝑔(𝑥) (4.31)

и получим уравнение

𝑥3
𝑑2𝑔

𝑑𝑥2
+
(︀
2𝑖𝑥3 − γ

)︀ 𝑑𝑔
𝑑𝑥

− 𝑖γ𝑔 = 0. (4.32)

Уравнение, отличающееся от полученного множителем 2 в последнем слагаемом,
можно решить аналитически с помощью замены 𝑧(𝑥) = 𝑑𝑔(𝑥)

𝑑𝑥 + 2𝑖𝑔(𝑥). Степень
роста тогда выразится следующим образом 𝑔 ∼ exp

[︁
γ
2𝑥2

1

]︁
, то есть

𝑓max = Im [𝑓 𝑦]max ∼ exp

[︂
𝐶1

2𝑎21

]︂
. (4.33)

Есть и другие множители, зависящие от начальных условий и констант 𝐶2 и
𝐶3. Они подавляют этот рост — например, для 𝑘 = 1 нГц множитель перед
экспонентой составляет ∼ 10−13 — но все равно дают сильно менее значимый
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вклад, чем экспонента. Показатель же экспоненты для выбранных парметров
𝐵0 = 1 нГс и 𝑎1 = 10−12 принимает очень большое значение ∼ 1016.

Согласно четвертой строке системы уравнений (4.14) получаем

Ψmax ∼
𝑘𝑎2

𝐵0
exp

[︂
𝐶1

2𝑎21

]︂
. (4.34)

Таким образом, итоговая амплитуда генерируемых скалярных возмущений мет­
рики сильно зависит от выбраннных параметров, в частности от 𝑎1.

Важно помнить, что рассмотрена очень упрощенная задача: не учитывает­
ся взаимодействие фотонов с плазмой, которое будет приводить к диссипации
энергии электромагнитной волны и к уменьшению эффекта генерации скаляр­
ных возмущений метрики. Не учитывается и то, что в реалистичной картине
после инфляции присутствуют не только тензорные, но и скалярные возму­
щения метрики. Это приводит к необходимости ввода еще одного слагаемого
в возмущение ТЭИ и модификации системы дифференциальных уравнений
(4.14). Да и само приближение однородного космологического магнитного поля
далеко от реальности.

Целью этого раздела была исключительно демонстрация генерации ска­
лярных возмущений метрики значительной амплитуды при распространении
гравитационной волны в анизотропном пространстве. Бесконечная вкачка
энергии в элеткромагнитную волну и скалярные возмущения метрики от
внешнего магнитного поля в реалистичной картине была бы невозможна. При
этом, учет всех перечисленных эффектов сильно усложнит систему уравнений
и потребует аккуратного анализа и поиска нетривиального решения, поэтому
дальнейшее исследование этого вопроса остается за рамками диссертации.

Промежуточные выводы

Из качественного анализа систем уравнений (4.13 – 4.14) делаем вывод,
что эффект Герценштейна оказывает влияние только на амплитуду «×» по­
ляризации гравитационной волны, распространяющейся перпендикулярно 𝐵.
Это полностью согласуется с результатами работы [11] и многих других работ,
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перечисленных в разделе 2.1 только с той разницей, что система уравнений для
эффекта Герценштейна на фоне метрики ФЛРУ еще никем не выводилась.

Нужно отметить, что в уравнении на ℎ+ при 𝑘⊥𝐵 (4.20) и в уравнениях
на обе поляризации при 𝑘||𝐵 (4.6, 4.7) все-таки присутствует влияние космо­
логического магнитного поля: появляется эффективная частота

(︁
𝑘2 − 8π𝐺𝐵2

0

𝑎2

)︁
.

В уравнении (4.13) подобный вклад тоже присутствует. В связи с этим есть
несколько вариантов аппроксимаций для частот различных диапазонов. Этому
посвящен следующий раздел.

4.2 Решение для длинных реликтовых ГВ

Оценим, когда можно пренебречь слагаемым 8π𝐺𝐵2
0

𝑎4 в уравнениях (4.6, 4.7,
4.20) и в уравнении (4.13) по сравнению со слагаемым, которое содержит 𝑘2/𝑎2:

𝑘𝑎 ≫
√
8π

𝐵0

𝑚pl
≈ 6,1× 10−23 Гц. (4.35)

Как отмечалось выше, для определенности рассматривается эпоха РД,
начиная с адронной эпохи, то есть в предположении, что первичное магнитное
поле зародилось в результате фазового перехода КХД первого рода. Таким
образом, начальное значение масштабного фактора равно 𝑎1 = 10−12.

Значение произведения 𝑘𝑎 будет минимальным в точке 𝑎1. Тогда условие
пренебрежимой малости второго слагаемого в круглых скобках в левой части
уравнений (4.6, 4.7, 4.20, 4.13)

𝑘 ≫ 6,1× 10−11 Гц ∼ 10−10 Гц. (4.36)

Для значений 𝑎 > 𝑎1 правая часть неравенства 𝑘 ≫ 10−10 𝑎1
𝑎2

будет толь­
ко уменьшаться, так что данное условие будет работать на всем промежутке
решения.

Отсюда можно сделать вывод о необходимости поиска решения для урав­
нений (4.6, 4.7, 4.20) только для частот 10−18 ⩽ 𝑘 ⩽ 10−11 Гц.

Рассматривая конверсию в (4.13), также можно увидеть, что вклад
𝑘16π𝐺𝐵0

𝑎2 𝑓𝑥2 мал относительно 8π𝐺𝐵2
0

𝑎4 ℎ× для тех же самых частот даже в довольно
2В правой части первого уравнения в системе (4.13) присутсвует мнимая единица. Она пропадает

при рассмотрении мнимой части 𝑓𝑥. В связи с тем, что было применено разложение Фурье по
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грубом предположении 𝑓𝑥 ∼ ℎ×. Численное решение (4.13) для низких частот
𝑘 = 10−18 − 10−11 Гц показывает, что генерируемый потенциал электромагнит­
ного поля, а следовательно и электромагнитная волна действительно остается
слабой по сравнению с гравитационной, поэтому для этого диапазона частот
можно пренебречь конверсией в фотоны и рассматривать только изменение
эффективной частоты.

Резюмируем: для 𝑘 ⩽ 10−11 Гц для обеих поляризаций при 𝑘||𝐵 имеется
система уравнений [︂

𝜕2
𝑡 + 3𝐻𝜕𝑡 +

(︂
𝑘2

𝑎2
− 8π𝐺𝐵2

)︂]︂
ℎ+ = 0, (4.37)[︂

𝜕2
𝑡 + 3𝐻𝜕𝑡 +

(︂
𝑘2

𝑎2
− 8π𝐺𝐵2

)︂]︂
ℎ× = 0. (4.38)

При численном решении этой системы в диапазоне 𝑎 ∈
[︀
10−12, 10−4

]︀
для

частот 10−18 ⩽ 𝑘 ⩽ 10−11, оставивших отпечаток на реликтовом излучении,
получается слабое усиление3 амплитуды реликтовых ГВ порядка 0.01% для
частот 10−18 ⩽ 𝑘 ⩽ 10−14 Гц, порядка 0.1% для 10−13 ⩽ 𝑘 ⩽ 10−12 Гц и
порядка 0.5% для 𝑘 = 10−11 Гц. По анизотропии и поляризации реликтового
излучения определяют отношение мощности скалярных возмущений к мощности
тензорных (см. (1.61)). Это отношение определяют для масштаба 0.05 Мпк−1

(𝑘 = 5×10−16 Гц) с точностью до третьего знака после запятой, а не до четвертого.
Следовательно, рассчитанный эффект от слагаемого 8π𝐺𝐵2 слишком слаб,
чтобы его можно было обнаружить экспериментально.

В заключение этого раздела можно сделать вывод о том, что гипотеза
о заметном влиянии эффекта Герценштейна на длинные реликтовые ГВ не
подтвердилась. Остается сделать оценку влияния эффекта на спектр высоко­
частотных реликтовых ГВ. Анализ и результаты решения системы уравнений
для 𝑘 ⩾ 10−10 Гц представлены в следующем разделе.
пространственным координатам, это означает всего-навсего относительный сдвиг на π/2 в фазах
гравитационной и электромагнитной волн

3Из-за изменения эффективной частоты реликтовая ГВ заходит под горизонт позже, поэтому
наблюдается усиление ее амплитуды относительно полученной при решении уравнения без учета
космологического магнитного поля
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4.3 Решение для коротких реликтовых ГВ

Здесь будем рассматривать только систему (4.13), переписав ее для частот
𝑘 ⩾ 10−10 Гц с учетом неравенства (4.36) следующим образом:⎧⎨⎩

[︁
𝜕2
𝑡 + 3𝐻𝜕𝑡 +

𝑘2

𝑎2

]︁
ℎ× = − 𝑖𝑘16π𝐺𝐵0

𝑎2 𝑓𝑥,[︁
𝜕2
𝑡 + 3𝐻𝜕𝑡 +

𝑘2

𝑎2

]︁
𝑓𝑥 = 𝑖𝑘𝐵0

2𝑎4 ℎ×.
(4.39)

Сделаем небольшое отступление по поводу используемого термина «ко­
ротковолновые ГВ». Конечно, в общем случае частоты 𝑘 ⩾ 10−10 Гц нельзя
назвать высокими, но так как в рассматриваемой задаче эволюция реликтовых
ГВ описывается другой системой уравнений именно для этой части спектра,
автор счёл удобным назвать его «коротковолновым». Дальше будет показано
заметное влияние эффета в том числе на ГВ с частотой 1 нГц и выше, а такие
частоты уже можно отнести к высоким в контексте реликтовых ГВ.

Сделаем замену

ℎ̃ ≡ 𝑎(η)ℎ×(η),

𝑓 ≡ 𝑎(η)𝑓𝑥(η) (4.40)

и перепишем уравнение (4.39) в терминах конформного времени η. Получаем

ℎ̃′′ − 𝑎′′

𝑎
ℎ̃+ 𝑘2ℎ̃ = −𝑖𝑘16π𝐺𝐵0𝑓,

𝑓 ′′ − 𝑎′′

𝑎
𝑓 + 𝑘2𝑓 =

𝑖𝑘π𝐵0

2𝑎(η)2
ℎ̃. (4.41)

Здесь и далее штрих означает производную по η.
Гравитационные волны с частотами 𝑘 ≫ 𝑎′/𝑎 являются подгоризонтыми

для рассматриваемого интервала значений масштабного фактора. Следователь­
но, для них можно пренебречь членом, пропорциональным 𝑎′′

𝑎 . В результате
окончательная система имеет очень простой вид двух связанных маятников с
переменной неоднородной частью. Действительно, имеем

ℎ̃′′ + 𝑘2ℎ̃ = −𝑖𝑘16π𝐵0

𝑚plℏ
𝑓,

𝑓 ′′ + 𝑘2𝑓 =
𝑖𝑘2π𝐵0τ

2
0

𝑚plℏη2
ℎ̃. (4.42)
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Здесь заменен размерный электромагнитный потенциал на безразмерный ˜̃𝑓𝑥 ≡
𝑓𝑥/𝑚pl, и сразу опущена вторая тильда. Также использовано, что для эпохи РД
из 𝑎𝑑η = 𝑑𝑡 следует η = 2

√
τ0𝑡 = 2τ0𝑎, где τ0 = 35τ — делитель в выражении

масштабного фактора 𝑎 =
√︁

𝑡
τ0

в естественной калибровке 𝑎(τ) = 1, τ — вре­
мя жизни Вселенной. Частота 𝑘 подставлена в герцах, поэтому для точности
соответствия размерностей была возвращена постоянная Планка ℏ.

На самом деле, для эпохи РД член 𝑎′′

𝑎 = 0 всегда. Это означает, что система
уравнений (4.42) верна для более низких частот, а не только для 𝑘 ≫ 𝑎′/𝑎.
Таким образом, единственное условие, которому нужно удовлетворить, это
условие (4.36).

Отметим также, что наличие мнимой единицы в правых частях уравнений
(4.42) означает, что фазы гравитационной и электромагнитной волн сдвинуты
относительно друг друга на π/2. Это ожидаемо, так как в начальный момент
времени присутствует только гравитационная волна, а амплитуда электромаг­
нитной волны равна нулю.

План решения следующий. Сначала нужно получить уравнение четвертого
порядка для одной из функций 𝑓𝑥(η), ℎ̃(η) из системы уравнений (4.42). После
этого найти решение в виде интегральной функции комплексной переменной. На
заключительном этапе решения важно выбрать оптимальный контур интегриро­
вания, который даст наиболее простой вид решения, либо несколько контуров
для нахождения всех четырех линейно независимых решений.

Сразу можно увидеть, что решением будет синусоида с некоторой моду­
лирующей функцией.

Неизвестные коэффициенты решений нужно будет получить из начальных
условий. Для произвольных начальных значений ℎ(η1) ≡ ℎ1 и ℎ′(η1) ≡ ℎ′

1 имеем

ℎ̃(η1) = 𝑎1ℎ1,

ℎ̃′(η1) =
ℎ1

2τ0
+ 𝑎1ℎ

′
1,

𝑓(η1) = 0,

𝑓 ′(η1) = 0, (4.43)

то есть предполагается, что электромагнитная волна отсутствует в началь­
ный момент времени.
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Необходимо объяснить, почему может существовать ненулевая первая
производная ℎ′

1 при η1. Разные частоты входят под горизонт в разное время4.
После входа под горизонт закон ℎ(η) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 сменяется на

ℎ(η) = 𝑎(η)ℎ(η) = ℎ̃0
𝑎(ηhor)

𝑎(η)
𝑐𝑜𝑠(𝑘η+φhor) (4.44)

(см. раздел 1.7), где ℎ̃0 — амплитуда реликтовых ГВ в конце инфляции, а
φhor — фаза, рассчитанная из сшивки с постоянной модой в момент входа
под горизонт ηhor

ℎ̃0𝑐𝑜𝑠(𝑘ηhor +φhor) = ℎ̃0. (4.45)

В результате, для разных 𝑘 в точке η1 можно получить отличные от нуля
фазы (𝑘η1 +φhor) под знаком косинуса в ℎ̃1 = ℎ̃0 cos(𝑘η1 +φhor) и под знаком
синуса в ℎ̃′

1 = −ℎ̃0𝑘 sin(𝑘η1 +φhor). Приблизительное время входа под горизонт
можно вычислить из условия

𝑘ηhor ∼ 1. (4.46)

Как станет ясно ниже, частотная зависимость не меняется при учете
эффекта Герценштейна — накладывается лишь модуляция на высокочастотные
колебания. Поэтому для простоты изложения эти постоянные фазы не будут
выписываться явно, а результат будет представлен в виде отношения амплитуды
с учетом эффекта Герценштейна к амплитуде, полученной в теории эволюции
тензорных возмущений без учета данного эффекта. Так косинусы с постоянной
фазой просто сократятся.

Для упрощения дальнейших расчетов введем константы

𝐶1 ≡ −𝑖𝑘16π𝐵0

𝑚plℏ
,

𝐶2 ≡
𝑖𝑘2π𝐵0τ

2
0

𝑚plℏ
. (4.47)

Тогда система уравнений (4.42) принимает вид

ℎ̃′′ + 𝑘2ℎ̃ = 𝐶1𝑓,

𝑓 ′′ + 𝑘2𝑓 =
𝐶2

η2
ℎ̃. (4.48)

4Несмотря на то, что член 𝑎′′/𝑎 равен нулю для эпохи РД, здесь предполагается, что на некотором
этапе второй член в правой части уравнений (4.42) пренебрежимо мал для режима за горизонтом,
поэтому амплитуда ГВ постоянна
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Первая константа размерная, вторая — безразмерная. Поэтому правые части
уравнений, как и все члены левой части, имеют размерность c−2.

Теперь продифференцируем первое уравнение системы (4.48) дважды.
Получим

ℎ̃′′′′ + 2𝑘2ℎ̃′′ + 𝑘4ℎ̃ =
𝐶1𝐶2

η2
ℎ̃. (4.49)

Также будет удобно обезразмерить аргумент функции. Введем переменную

𝑥 ≡
√︀

𝐶1𝐶2 η ≈ 3× 10−3 𝑘 η. (4.50)

Заменив все производные по η на производные по 𝑥, получим довольно про­
стое выражение

𝑑4ℎ̃

𝑑𝑥4
+ 2γ

𝑑2ℎ̃

𝑑𝑥2
+ γ2ℎ̃ =

ℎ̃

𝑥2
, (4.51)

где введен параметр

γ ≡ 𝑘2

𝐶1𝐶2
= −

𝑚2
plℏ2

32π2𝐵2
0τ

2
0

≈ 0.9× 105. (4.52)

Подчеркнем, что γ больше нуля и не зависит от частоты 𝑘.

4.3.1 Аналитическое решение

В этом разделе будем искать решение уравнения (4.51) в виде интеграль­
ного представления.

Уравнение (4.51) имеет вид:

𝑑4ℎ̃

𝑑𝑥4
+ 2γ

𝑑2ℎ̃

𝑑𝑥2
+

(︂
γ2− 1

𝑥2

)︂
ℎ̃ = 0. (4.53)

Найдем решение этого уравнения в следующем виде:

ℎ̃(𝑥) =

∫︁
𝑐

𝑍(𝑦)𝑒𝑥𝑦𝑑𝑦, (4.54)

где 𝑍(𝑦) — функция комплексной переменной 𝑦, а 𝑐 под интегралом означает
контур интегрирования, вдоль которого подынтегральная функция однозначна.
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Подставляя (4.54) в (4.53), получаем∫︁
𝑐

𝑍(𝑦)
[︀
𝐹 (𝑦)𝑥2−1

]︀
𝑒𝑥𝑦𝑑𝑦 = 0,

𝐹 (𝑦) =
(︀
𝑦2 + γ

)︀2
. (4.55)

Необходимо исключить зависимость от 𝑥. Для этого дважды интегрируем по
частям ∫︁

𝑐

(︂
𝑑2(𝑍𝐹 )

𝑑𝑦2
−𝑍

)︂
𝑒𝑥𝑦𝑑𝑦 + 𝑥𝑍𝐹𝑒𝑥𝑦|𝜕𝑐 −

𝑑(𝑍𝐹 )

𝑑𝑦
𝑒𝑥𝑦|𝜕𝑐 = 0. (4.56)

Исходя из начального предположения, что ни контур интегрирования, ни
функция 𝑍(𝑦) не зависят от 𝑥, единственный способ исключить последние два
члена в уравнении (4.56) — это приравнять каждый из них к нулю. Удовлетворить
этому условию можно, выбрав подходящий контур.

Тогда уравнение на 𝑍(𝑦):

𝑑2(𝑍𝐹 )

𝑑𝑦2
−𝑍 = 0. (4.57)

Два решения данного ДУ:

𝑍1,2(𝑦) = 𝐴1,2 (𝑦 + 𝑖
√
γ)

− 3
2±

β
2 (𝑦 − 𝑖

√
γ)

− 3
2∓

β
2 , (4.58)

где

β ≡
√︂
1−1

γ
, (4.59)

𝐴1 и 𝐴2 — произвольные константы. Эта функция мероморфна на комплексной
плоскости с разрезом по мнимой оси между полюсами 𝑦 = ±𝑖

√
γ.

Теперь нам нужно выбрать подходящий контур интегрирования, чтобы
занулить два внеинтегральных члена в уравнении (4.56).

Первый вариант — замкнутый контур. Однако, если этот контур не вклю­
чает в себя особые точки 𝑦 = ±𝑖

√
γ функции 𝑍1,2(𝑦), то ℎ̃ ≡ 0, что является

тривиальным решением уравнения (4.53).
Второй вариант — замкнутый контур, охватывающий область, содержащую

одну или обе эти точки. В этом случае интеграл равен сумме вычетов в этих
точках. На рис. 17 показан пример такого контура 𝑐1. Тогда для функции ℎ̃

с точностью до произвольной константы имеем:

ℎ̃±(𝑥) =

∮︁
𝑐1

(𝑦 + 𝑖
√
γ)

− 3
2±

β
2 (𝑦 − 𝑖

√
γ)

− 3
2∓

β
2 𝑒𝑥𝑦𝑑𝑦. (4.60)
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Для вычисления интеграла в уравнении (4.60) разложим подынтегральное
выражение в ряд Лорана:

(𝑦 + 𝑖
√
γ)

− 3
2±

β
2 (𝑦 − 𝑖

√
γ)

− 3
2∓

β
2 𝑒𝑥𝑦 = 𝑦−3

∞∑︁
𝑘=0

𝑐±𝑘

(︂
𝑖
√
γ

𝑦

)︂𝑘 ∞∑︁
𝑚=0

(𝑥𝑦)𝑚

𝑚!
,

𝑐±𝑘 =
Γ
(︁
±β

2 −
1
2

)︁
2𝐹 1

(︁
±β

2 +
3
2 , − 𝑘; ±β

2 − 𝑘 − 1
2 ; −1

)︁
Γ
(︁
±β

2 − 𝑘 − 1
2

)︁
𝑘!

, (4.61)

где Γ — гамма-функция, а 2𝐹 1 — гипергеометрическая функция. Оба ряда
сходятся, так как |𝑦| > √

γ на контуре интегрирования.
Далее заменим переменные на 𝑦 = 𝑟𝑒𝑖φ, где φ меняется от 0 до 2π, 𝑟 —

постоянный радиус (𝑟 >
√
γ). Тогда для (4.60) получим

ℎ̃±(𝑥) =

∫︁ 2π

0

𝑒−2𝑖φ

𝑟2

∞∑︁
𝑘=0

𝑐±𝑘 𝑒
−𝑖𝑘φ

(︂
𝑖
√
γ

𝑟

)︂𝑘 ∞∑︁
𝑚=0

(𝑥𝑟)𝑚

𝑚!
𝑒𝑖𝑚φ𝑑φ

= 2π𝑥2
∞∑︁
𝑛=0

𝑐±𝑛
(︀
𝑖
√
γ𝑥
)︀𝑘

(𝑛+ 2)!
. (4.62)

В полученном ряду члены можно перегруппировать таким образом, чтобы
выделить показатель степени и получить решения в виде:

ℎ̃1,2(𝑥) = 𝐵1,2𝑒
±𝑖

√
γ𝑥𝑥2 1𝐹 1

(︂
3

2
+
β

2
,3,∓ 2𝑖

√
γ𝑥

)︂
, (4.63)

где 𝐵1,2 — константы интегрирования.
Теперь стало ясно, что уравнение (4.53) является уравнениеем Куммера.
Еще два линейно независимых решения можно получить, взяв в качестве

контура интегрирования в уравнении (4.54) прямую линию от точки 𝑦1 = 𝑖
√
γ

до 𝑦2 = −∞ + 𝑖
√
γ (𝑐2 на рис. 17).

В результате для искомой функции имеем:

ℎ̃(𝑥) =

∫︁ −∞+𝑖
√
γ

𝑖
√
γ

(𝑦 + 𝑖
√
γ)

− 3
2−

β
2 (𝑦 − 𝑖

√
γ)

− 3
2+

β
2 𝑒𝑥𝑦𝑑𝑦 =

= 𝑒𝑖
√
γ𝑥

∫︁ −∞

0

(𝑦 + 2𝑖
√
γ)

− 3
2−

β
2 𝑦−

3
2+

β
2 𝑒𝑥𝑦𝑑𝑦. (4.64)

Этот интеграл дифференцированием по частям сводится к интегральному пред­
ставлению функции Трикоми 𝑈

(︁
3
2 +

β
2 , 3, − 2𝑖

√
γ𝑥
)︁
. Эта функция является
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вторым линейно независимым решением уравнения Куммера. Таким образом:

ℎ̃3,4(𝑥) = 𝐵3,4𝑒
±𝑖

√
γ𝑥𝑥2𝑈

(︂
3

2
+
β

2
, 3, ∓ 2𝑖

√
γ𝑥

)︂
. (4.65)

Стоит отметить, что сведение исходного уравнения (4.53) к уравнению
Куммера с помощью подстановки ℎ̃(𝑥) = 𝑒±

√
γ𝑥𝑥2𝐻(𝑥), где 𝐻(𝑥) — неизвестная

функция, не является тривиальной задачей. В то же время описанный выше
подход с поиском решений в интегральной форме позволил найти все решения.

𝑖 𝛾

−𝑖 𝛾

𝑅𝑒(𝑦)

𝐼𝑚(𝑦)

𝑐1

𝑐2

Рисунок 17 — Два контура 𝑐1, 𝑐2 для решения в интегральной форме (4.54),
которые удовлетворяют условиям равенства нулю внеинтегральных членов
в уравнении (4.56) и дают линейно независимые решения. Жирной линией
обозначен разрез

Проанализируем полученные решения (4.63, 4.65). Поведение амплитуд
этих двух пар решений определяется следующими асимптотами:

ℎ̃1,2(𝑥) ∝ 𝑥
1
2+

β
2 ,

ℎ̃3,4(𝑥) ∝ 𝑥
1
2−

β
2 . (4.66)

Обе группы дают растущие функции, поскольку β < 1 по определению (4.59).
Поведение амплитуды ГВ на конечном интервале 𝑥 зависит от начальных усло­
вий, так как они определяют соотношение между вкладами двух групп решений.
При этом γ зависит только от напряженности магнитного поля. Следовательно,
степень роста для всех частот при фиксированном значении напряженности
магнитного поля будет одинаковая.
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4.3.2 Решение в пределе β→ 1

Предел β → 1 эквивалентен условию γ → ∞ или γ2 ≫ 1
𝑥2 .

Ясно, что при некоторых соотношениях между интервалом решения [𝑥1,𝑥2]

и параметром γ можно пренебречь членом 1/𝑥2 в уравнении (4.53). Действи­
тельно, γ не зависит от частоты и имеет большую абсолютную величину (см.
уравнение (4.52)), тогда как η1 = 2τ0𝑎1 = 3.08 · 1010 сек и, следовательно, из
уравнения (4.50) 𝑥1 ≈ 108𝑘 [Гц]. В результате для круглых скобок в уравнении
(4.53) в начальной точке 𝑥1 имеем:(︂

γ2− 1

𝑥21

)︂
≈ 0.8 · 1010−

(︂
10−8

𝑘 [Гц]

)︂2

. (4.67)

Общее решение уравнения

𝑑4ℎ̃

𝑑𝑥4
+ 2γ

𝑑2ℎ̃

𝑑𝑥2
+ γ2ℎ̃ = 0 (4.68)

имеет вид

ℎ̃ = [𝐴1 + 𝐴2 𝑥] cos(
√
γ𝑥) + [𝐴3 + 𝐴4 𝑥] sin(

√
γ𝑥), (4.69)

где 𝐴𝑖 — константы интегрирования, которые можно найти из начальных усло­
вий.

Напомним, что для свободно распространяющейся ГВ решение в расши­
ряющейся Вселенной имеет вид

ℎ̃free ∼ cos(𝑘η). (4.70)

Напротив, в уравнении (4.69) присутствуют резонансные члены, пропорциональ­
ные 𝑥 cos(𝑘η). Но усиление амплитуды ГВ зависит от значения соответствующих
констант интегрирования, то есть от начальных условий.

Используя начальные условия (4.43), для второй и третьей производных
ℎ̃ в начальной точке получаем

ℎ̃′′(𝑥1) =
𝑓(𝑥1)

𝐶2
− γℎ̃(𝑥1),

ℎ′′′(𝑥1) =
𝑓 ′(𝑥1)

𝐶2
− γℎ̃′(𝑥1), (4.71)
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где

𝑓(𝑥1) = 0, 𝑓 ′(𝑥1) = 0. (4.72)

Теперь можно найти константы 𝐴𝑖 явно, и решение будет таким:

ℎ̃ =

(︃
ℎ̃(𝑥1)−

𝑓 ′(𝑥1)

2γ𝐶2
(𝑥− 𝑥1)

)︃
cos(

√
γ(𝑥− 𝑥1))+

+

(︃
ℎ̃′(𝑥1) +

𝑓 ′(𝑥1)

2γ𝐶2
+

𝑓(𝑥1)

2𝐶2
(𝑥− 𝑥1)

)︃
sin(

√
γ(𝑥− 𝑥1))√
γ

. (4.73)

Принимая во внимание уравнения (4.71, 4.72), его можно переписать как

ℎ̃ = ℎ̃(𝑥1) cos(
√
γ (𝑥− 𝑥1)) + ℎ̃′(𝑥1)

sin(
√
γ(𝑥− 𝑥1))√
γ

(4.74)

В уравнении для рассматриваемых начальных условий нет членов, пропор­
циональных 𝑥. Ненулевое начальное 𝑓𝑥(𝑥1) дает более высокие значения 𝐴2 и 𝐴4,
но в рассматриваемой задаче начальная электромагнитная волна отсутствует.

В следующем разделе показано, в чем разница между результатом в прибли­
жении β→ 1 и точным решением уравнения (4.53). Здесь же нужно подчеркнуть,
что при очень малых напряженностях магнитного поля не происходит никаких
изменений в спектре реликтовых ГВ (в модели, где в эпоху РД 𝐵 ∝ 1/𝑎2). Это
значит, что если точные измерения межгалактического магнитного поля дадут
𝐵0 ≪ 1 нГс, то эффект отсутствует.

4.3.3 Результат решения задачи Коши

Используя условия (4.43, 4.71,4.72), составим систему для четырех кон­
стант интегрирования в точном аналитическом решении (4.63, 4.65) стандартным
образом ⎡⎢⎢⎢⎢⎣

ℎ̃

ℎ̃′

ℎ̃′′

ℎ̃′′′

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ (𝑥1) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
ℎ̃1(𝑥1) ℎ̃2(𝑥1) ℎ̃3(𝑥1) ℎ̃4(𝑥1)

ℎ̃′
1(𝑥1) ℎ̃′

2(𝑥1) ℎ̃′
3(𝑥1) ℎ̃′

4(𝑥1)

ℎ̃′′
1(𝑥1) ℎ̃′′

2(𝑥1) ℎ̃′′
3(𝑥1) ℎ̃′′

4(𝑥1)

ℎ̃′′′
1 (𝑥1) ℎ̃′′′

2 (𝑥1) ℎ̃′′′
3 (𝑥1) ℎ̃′′′

4 (𝑥1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐵1

𝐵2

𝐵3

𝐵4

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (4.75)
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где ℎ̃𝑖 определены в уравнениях (4.63, 4.65).
На рис. 18 показаны графики аналитического решений уравнения (4.53)

и, для сравнения, аналитического решения для свободно распространяющейся
ГВ ℎ̃free = ℎ̃0 · cos 𝑘η = ℎ̃0 cos

√
γ𝑥 при различных 𝑘. Все графики нормированы

на начальную амплитуду ГВ ℎ̃0.

а) 𝑘 = 10−10 Гц б) 𝑘 = 10−7 Гц
Рисунок 18 — Зависимость амплитуды ГВ от 𝑥 = 3 · 10−3𝑘η(𝑎) на интервале
𝑎 ∈

[︀
10−12, 10−4

]︀
для 𝐵0 = 1 нГс: серый — аналитическое решение уравнения

(4.53) согласно (4.63, 4.65); синий — аналитическое решение для свободно распро­
страняющейся гравитационной волны. Амплитуда нормирована на начальную
амплитуду ГВ ℎ̃0. Высокочастотные колебания не различимы

Почти такая же картина, как на правой панели рис. 18, получается для
всех частот 𝑘 > 10−7 Гц: усиление амплитуд ГВ в триста раз к концу эпохи
доминирования излучения.

Нам, в конце концов, все же необходимо рассматривать 𝐵0 как свободный
параметр задачи. Действительно, точная напряженность магнитного поля пока
не измерена. Кроме того, в реалистичных моделях величина магнитного поля
уменьшается быстрее, чем 1/𝑎2 из-за диссипации в турбулентной плазме. Это
означает, что максимальная величина магнитного поля, а следовательно, и
величина эффекта Герценштейна могут быть даже выше для рассматриваемого
интервала 𝑎 ∈

[︀
10−12,10−4

]︀
5.

Например, для одной из моделей с исходной ненулевой средней спирально­
стью плазмы закон изменения величины магнитного поля в эпоху РД 𝐵 ∝ 1/𝑎3

(см. (2.23)). Такая зависимость на рассматриваемом интервале решения увели­
чивает среднюю напряженность магнитного поля на пять порядков.

Конечно, для любой модели нужно модифицировать систему уравнений
(4.13), и, где необходимо, учитывать петлевую поправку рассеяния света на

5Момент возникновения начального магнитного поля 𝑎1 также является модельно-зависимым
параметром
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свете (см. Гл.(3)). Тем не менее, наивная оценка эффекта для магнитного поля,
на порядок большего изначально принятого 1 нГс, влечет за собой увеличение
амплитуды реликтовых ГВ еще на два порядка больше для частот 𝑘 ≳ 10−10

Гц (рис. 19) по сравнению с результатами, приведенными на рис. 18.

а) 𝑘 = 10−10 Гц б) 𝑘 = 10−7 Гц
Рисунок 19 — Зависимость амплитуды ГВ от 𝑥 = 3 · 10−2𝑘η(𝑎) на интервале
𝑎 ∈

[︀
10−12, 10−4

]︀
для 𝐵0 = 10 нГс: серый — аналитическое решение уравнения

(4.53) согласно (4.63, 4.65); синий — аналитическое решение для свободно распро­
страняющейся гравитационной волны. Амплитуда нормирована на начальную
амплитуду ГВ ℎ̃0. Высокочастотные колебания не различимы

В заключение можно сделать вывод, что эффект Герценштейна приводит
к значительному увеличению амплитуды реликтовых гравитационных волн
ℎ×-поляризации (𝑘⊥𝐵) с частотами 𝑘 ≳ 10−10 Гц для рассматриваемых на­
пряженностей магнитного поля.

4.4 Модель стохастического космологического магнитного поля

Пока что выполнены оценки затухания амплитуды гравитационных волн
к концу стадии РД в предположении однородности магнитного поля, что прак­
тически равносильно условию очень большой длины его когерентности (см.
раздел 2.2.6).

Если же воспользоваться общепринятой моделью стохастического маг­
нитного поля, то, в зависимости от длины его когерентности, можно получить
либо такой же эффект, либо значительно более слабый. Это связано с тем,
что когда гравитационная волна будет преодолевать характерное расстояние,
где напряженность магнитного поля может считаться постоянной, направление



105

магнитного поля будет случайным образом меняться. Это будет приводить к
изменению направления вынуждающей силы в правой части уравнения (4.13).
В результате ослабление ГВ будет сменяться усилением, и в среднем эффект
изменения амплитуды на большом количестве пройденных длин когерентности
магнитного поля обратится в ноль.

Оценим длину когерентности магнитного поля к началу РД стадии, и
выясним, успевает ли фронт гравитационной волны преодолеть хотя бы одну
длину когерентности до момента рекомбинации 𝑎2 = 10−4. Важно понимать,
что длина когерентности в вышеуказанных моделях растет быстро, и волновой
фронт, движущийся со скоростью света, может ее не догнать.

Законы изменения напряженности магнитного поля и его длины когерент­
ности в предыдущих главах получены только с учетом расширения Вселенной и
без учета потерь энергии из-за нагрева первичной плазмы и ее турбулентности.

В разделе 2.2.6 разобрана работа, где авторы получают точные зависимости
длины когерентности и напряженности магнитного поля для различных моделей
генерации ПМП фазовыми переходами первого рода. Общий вывод заключается
в том, что сопутствующая длина когерентности увеличивается со временем из-за
подавления магнитного поля на меньших масштабах. Следовательно, в реали­
стичных моделях λcoh увеличивается даже быстрее, чем пропорционально 𝑎(𝑡).

Выполним простые оценки для адиабатической модели. Имеем

λcoh (𝑎) = λcoh 0 𝑎, (4.76)

где λcoh 0 — длина когерентности современного межгалактического магнитного
поля. Фронт волны движется со скоростью света. Определим значение масштаб­
ного фактора при пересечении фронтом волны λcoh (𝑎) для эпохи РД:

𝑐 (𝑡− 𝑡1) = λcoh 0𝑎, (4.77)

𝑎(𝑡) =

√︂
𝑡

τ0
, (4.78)

где 𝑡1 — начальное время, 𝑡 > 𝑡1, τ0 ≈ 35τ и τ = 4.4× 1017 сек — время жизни
Вселенной. Перепишем уравнение (4.77) в терминах масштабного фактора:

𝑎

[︂
1−

(︁𝑎1
𝑎

)︁2]︂
=
λcoh 0

𝑐τ0
. (4.79)
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Подставляя значение 𝑎1 = 10−12 и τ0, получаем

𝑎

[︃
1−

(︂
10−12

𝑎

)︂2
]︃
≈ 6.8× 10−6 λcoh 0

1Mpc
. (4.80)

Мотивацией использования характерного масштаба 1 Мпк является то, что
текущие наблюдения комптоновского охлаждения фотонов нечувствительны
к длинам когерентности λcoh 0 > 1 Мпк.

Сделаем переобозначение для масштабного фактора первого преодоления
(overcoming) длины когерентности магнитного поля

𝑎over = 𝑥 · 10−12 > 𝑎1, (4.81)

где 1 < 𝑥 ⩽ 105, и получим квадратное уравнение

𝑥2 − 𝐴𝑥− 1 = 0, (4.82)

с корнями

𝑥1,2 =
1

2

(︁
𝐴±

√︀
𝐴2 + 4

)︁
(4.83)

где 𝐴 = 6.8 × 106 λcoh 0

1Mpc . 𝑥 должно быть больше нуля по определению (4.81).
Положительное 𝑥 можно получить только для знака «+» в уравнении (4.83).
Масштабный фактор первого пересечения 𝑎over = 𝑥 · 10−12 для эпохи РД пред­
ставлен как функция λcoh 0 на рис. 20 .

Рисунок 20 — Значение масштабного фактора при первом пересечении длины
когерентности космологического магнитного поля фронтом ГВ для эпохи РД
как функция длины когерентности в современной Вселенной. Зависимость

получена в предположении, что магнитое поле зародилось в момент 𝑎1 = 10−12
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Важно отметить, что тот факт, что при значении λcoh 0 ∼ 1 Мпк ГВ
начинает догонять длину когерентности к концу эпохи РД, не означает, что
эффект равен нулю. Конечно, он уменьшается, но в среднем не равен нулю6. При
этом, чем меньше длина когерентности магнитного поля сегодня, тем меньше
будет изменение амплитуды реликтовых ГВ из-за эффекта Герценштейна.

Стоит еще раз подчеркнуть, что объектом исследования является реликто­
вый спектр ГВ, который мы можем наблюдать на космическом микроволновом
фоне (CMB). Тем не менее, интересен вопрос: влияет ли эффект Герценштейна
на реликтовые ГВ в эпоху доминирования материи (ДМ)?

Аналогичным образом можно оценить и масштабный фактор первого
пересечения длины когерентности фронтом ГВ для эпохи ДМ.

Действительно, заменим закон изменения масштабного фактора со вре­
менем на

𝑎 =

(︂
𝑡

τ

)︂2/3

(4.84)

и подставим его в уравнение (4.77), а также примем, что 𝑎MD 1 = 10−4. Получим

𝑎over = 10−4

(︂
2.4 · 10−2 λcoh 0

1Mpc
− 1

)︂2

(4.85)

По определению 𝑎over > 𝑎MD 1. Следовательно(︂
2.4 · 10−2 λcoh 0

1Мпк
− 1

)︂
> 1, (4.86)

и решение этого уравнения существует для λcoh 0 ⩾ 83 Мпк. При меньших
значениях λcoh 0 фронт гравитационной волны не догонит длину когерентности
космологического магнитного поля.

На рис. 21 показан масштабный фактор первого пересечения для эпохи
ДМ как функция λcoh 0.

6Важно помнить, что величина магнитного поля также уменьшается как 1/𝑎(𝑡)2 и преобразование
в обоих направлениях (𝑔 ↔ γ) становится слабее для более поздних времен эволюции Вселенной
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Рисунок 21 — Значение масштабного фактора при первом пересечении длины
когерентности космологического магнитного поля фронтом ГВ для эпохи ДМ
как функция длины когерентности в современной Вселенной. Рассматривается

первое пересечние от момента 𝑎1 = 10−4

В зависимости от λcoh 0, после того, как реликтовые ГВ пройдут эпоху ДМ,
накопленное в течение эпохи РД изменение их спектра может быть в той или иной
степени нейтрализовано. В этом случае, если эффект достаточно велик, чтобы
быть наблюдаемым, он будет сильнее проявляться в спектре ГВ, полученном из
наблюдений реликтового излучения, чем в спектре из наблюдений в современной
Вселенной7 (см. раздел 1.4).

Однако даже в эпоху доминирования нерелятивистской материи происхо­
дит преобразование гравитационных волн в электромагнитные, но под действием
магнитного поля меньшей напряженности, чем в эпоху доминирования реля­
тивистского вещества. Поэтому здесь могут быть два противодействующих
эффекта.

Действительно, если длина когерентности слишком мала, то не будет
никакого влияния эффекта Герценштейна на реликтовые ГВ в эпоху РД. То­
гда можно ожидать его проявление в эпоху ДМ из-за быстрого роста длины
когерентности магнитного поля.

Подводя итоги этого обсуждения, можно сделать вывод, что эволюция
длины когерентности ПМП зависит от модели. Из-за этого становится модельно­
зависимой и величина влияния эффекта Герценштейна на спектр реликтовых

7Космические интерферометры или PTA (Pulsar Timing Array)
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гравитационных волн — будь то спектр в эпоху рекомбинации или современ­
ный спектр.

Справедливо заметить, что для длины когерентности λcoh 0 ∼ 10 Мпк
приближение однородного магнитного поля верно как на протяжении эпохи РД,
так и на протяжении эпохи ДМ. Но, в конечном итоге, решающее значение в
решении этого вопроса имеет точное измерение параметра λcoh 0, что, вероятно,
станет возможным в будущем8.

4.5 Эффект взаимодействия с плазмой

Последний важный эффект, который нужно рассмотреть, — это взаимо­
действие генерируемой электромагнитной волны с первичной плазмой в эпоху
РД. Есть две составляющие этого эффекта: коэффициент затухания ζ и плаз­
менная частота Ωpl. Уравнение для плазменной частоты для релятивистских
частиц с 𝑚 < 𝑇 имеет вид

Ω2
pl =

2𝑇 2

9

∑︁
𝑗

𝑒2𝑗 , (4.87)

где суммирование производится по всем релятивистским заряженным частицам
с зарядами 𝑒𝑗. Итак, оценим Ω2

pl ∼ α𝑇 2.
Для слагаемого, связанного с затуханием, используем следующую оценку

ζ = 𝑐σ𝑛 ∼ α2𝑇, (4.88)

где 𝑐 — скорость света, 𝑛 = 0.1𝑔*𝑇
3 — плотность заряженных частиц в плазме,

𝑔* = 10 – 100 — количество видов заряженных частиц и σ = α2/𝑇 2 — сече­
ние рассеяния.

Запишем эти величины в виде функций от 𝑎(η):

Ω2
pl(η) = Ω2

pl(𝑎crit)
𝑎2crit
𝑎(η)2

, ζ(η) = ζ(𝑎crit)
𝑎crit

𝑎(η)
, (4.89)

где 𝑎crit = 𝑎(ηcrit) ≈ 4.6×10−10 — масштабный фактор, при котором температура
становится порядка массы электрона.

8На сегодняшний день некоторые ограничения на длину когерентности магнитного поля можно
получить из наблюдения за комптоновским охлаждением фотонов, но этот метод чувствителен к
длинам когерентности ≲ 1 Мпк.
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Вторая строка в уравнении (4.48) на интервале 𝑎 ∈
[︀
10−12, 𝑎crit

]︀
при­

нимает вид

𝑓 ′′ +

[︂
𝑘2 + Ω2

pl(𝑎crit)𝑎
2
1 − ζ(𝑎crit)𝑎1

𝑎′

𝑎

]︂
𝑓 + ζ(𝑎crit)𝑎1𝑓

′ =
𝐶2

η2
ℎ̃, (4.90)

где все производные берутся по отношению к конформному времени η.
Наконец, получаем уравнение четвертого порядка на 𝑓 9

𝑓 ′′′′ + ζ𝑓 ′′′ +

[︂
2𝑘2 − Ω2 − ζ

η

]︂
𝑓 ′′ + ζ

[︂
2

η2
+ 𝑘2

]︂
𝑓 ′

+

[︂
𝑘2
(︂
𝑘2 − Ω2 − ζ

η

)︂
− 𝐶1𝐶2

η2
− 2ζ

η3

]︂
𝑓 = 0, (4.91)

где сделана замена ζ ≡ ζ(𝑎crit)𝑎1 и Ω ≡ Ωpl(𝑎crit)𝑎1.
При 𝑎 > 𝑎crit плазменная частота и коэффициент затухания определяются

массой покоя электрона, однако они все еще зависят от плотности электронов
в плазме, а потому меняются с течением времени:

Ωpl ∝ 𝑎(η)−3/2, ζ ∝ 𝑎(η)−3. (4.92)

Уравнение (4.91) намного сложнее, чем система уравнений (4.48), и его
анализ и решение выходят за рамки диссертации10.

По-видимому, взаимодействие с плазмой может подавлять эффект усиления
амплитуды ГВ, полученный в Гл. 4. Однако на реликтовом спектре ГВ может
оставаться характерный отпечаток от суммы эффекта Герценштейна и эффекта
взаимодействия фотонов с плазмой: например усиление амплитуды реликтовых
ГВ с частотами только выше определенной ωcrit, в виде ступеньки на спектре.

9Если пытаться найти уравнение четвертого порядка на ℎ̃, то не удастся исключить первую
производную от 𝑓

10Результатам численного интегрирования в данном случае доверять нельзя из-за жесткости
(stiffness) полученной системы дифференциальных уравнений
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Глава 5. Гравитационная волна в коллапсирующем асферичном
пылевом облаке

В разделе 3.1.3 обсуждается класс задач, в которых происходит смешивание
мод метрических возмущений. Смешивание мод в анизотропном пространстве
— известный математический факт. Есть множество работ, где рассмотрено
смешивание возмущений метрики в случае анизотропной космологии: например
в работах [126—132].

В данной главе предлагается рассмотреть смешивание мод метрических
возмущений на фоне локальной анизотропии в облаках формирования структур
во Вселенной с сохранением фоновой Фридмановской космологии. Такая поста­
новка задачи не требует модификации стандартной космологической модели и,
вероятно, имеет следствия для эволюции космологических гравитационных волн.

Рассмотрим коллапс эллипсоида, который однородно заполнен материей
и помещен в расширяющуюся Вселенную в эпоху доминирования нереляти­
вистской материи (пространство Эйнштейна – де Ситтера: космологическая
постоянная Λ = 0, кривизна 𝑘curve = 0). Пусть имеется контраст плотности энер­
гии, причем плотность внутри эллипсоида больше, чем снаружи: δρ = ρe − ρb,
где ρe, ρb — плотность энергии внутри и снаружи эллипсоида соответственно.
Также введем безразмерный контраст плотности

δ ≡ δρ

ρ
≡ ρe − ρb

ρb
. (5.1)

Одну из главных полуосей эллипсоида изначально зададим более вытя­
нутой, чем две другие, и направим ее вдоль оси 𝑂𝑥 (см. рисунок 22). Важно
отметить, что если в системе останется цилиндрическая симметрия, то есть две
полуоси будут равны по величине, то тензорная мода отделится от скалярной
моды в уравнениях1.

Пусть внешняя гравитационная волна с поляризациями ℎ× и ℎ+ в момент
времени 𝑡1 влетает в область эллипсоида вдоль оси 𝑂𝑧 так, что траектория ГВ
пересекает точку начала координат, помещенную в середину эллипсоида.

1Смешивание мод будет происходить и при наличии цилиндрической симметрии, но только
между скалярной и векторной модами метрических возмущений
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Рисунок 22 — Эллипсоид и система координат; k⃗ указывает направление волно­
вого вектора гравитационной волны

Целью задачи является оценка степени изменения амплитуды гравита­
ционной волны на выходе из коллапсирующего эллипсоида по отношению к
ее начальной амплитуде.

Так как зарождение структуры происходит из сферического облака при
возникновении флуктуации его формы, эллипсоид является правдоподобным
приближением асферичного коллапса при формировании структур во Вселенной.

5.1 Описание процесса

В связи с наличием начальной анизотропии облака, внутри которого за­
ключен контраст плотности энергии, расширение по длинной оси эллипсоида
происходит быстрее, чем по двум коротким. Масштабные факторы внутри
эллипсоида не только меняются отлично от фонового масштабного фактора
из-за большей плотности энергии, но и становятся анизотропными из-за дей­
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ствия приливных сил2. Такое пространство можно описать с помощью метрики
Бьянки I типа.

Подобный подход к описанию эволюции асферических структур метрикой
Бьянки используется в V разделе работы [133], где дословно указано применение
метрики Кантовски-Сакса. Метрика Кантовски-Сакса является частным случа­
ем метрики Бьянки I типа и возникает при учете вязкости в модели идеальной
жидкости, а также при введении переменной гравитационной постоянной и пере­
менной космологической постоянной. Эта метрика впервые была использована
в работе Кантовски и Сакса [134].

Для получения закона эволюции эллипсоида со временем мы будем ис­
пользовать модель «блинов» Зельдовича. Эта модель описывает нелинейную
стадию гравитационного коллапса возмущений плотности во Вселенной, когда
первоначально сферически симметричные флуктуации переходят в плоские,
«блинообразные», структуры [135]. Приближенное решение коллапса записы­
вается аналитически и с хорошей точностью описывает коллапс начиная от
δ = 1, когда линейный режим сменяется нелинейным [135; 136]. Область приме­
нимости модели Зельдовича определена максимальным контрастом плотности,
при котором происходит коллапс вдоль одной из сторон. В этот момент тра­
ектории частиц пересекаются, и возникает сингулярность плотности, то есть
плотность энергии обращается в бесконечность. После пересечений траекто­
рий возникают ударные волны и вихри, которые в модели Зельдовича описать
нельзя. В работе [137] численными методами рассчитана динамика облака и
показано, что первому пересечению траекторий частиц предшествует контраст
плотности в диапазоне 10 − 100.

В статье [138] показано, что эволюция главных осей эллипсоида может
быть приблизительно описана с помощью формулы

𝑅𝑖(𝑡) = 𝑅𝑐ℎ𝑎𝑟

(︂
𝑡

𝑡1

)︂ 2
3

[︂
1− 3

10α𝑖(𝑡1)
δρ
ρ

(︁
𝑡
𝑡1

)︁ 2
3

]︂
[︁
1− 3

10α𝑖(𝑡1)
δρ
ρ

]︁ , (5.2)

где 𝑅char — характерный размер пылевого облака в начальное время, α𝑖(𝑡1) —
параметры анизотропии эллипсоида в начальный момент времени 𝑡1.

2Пылевое облако должно быть причинно связанным, то есть при выборе начальных длин главных
осей эллипсоида нужно потребовать, чтобы диаметр облака был меньше горизонта Хаббла на момент
времени 𝑡1 влёта ГВ в эллипсоид
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Контраст плотности меняется со временем и высчитывается из закона
сохранения массы внутри эллипсоида. Для простоты пренебрежем зависимостью
контраста плотности от времени.

Для применимости решения (5.2) требуется, чтобы начальные параметры
анизотропии не были слишком большими: α𝑖 ≪ 1. Вычислить их можно по
приближенной формуле

α𝑖 =
1∑︀3

𝑗=1 α𝑖/α𝑗

. (5.3)

Из выражений (5.2) получаем выражения для эволюции обезразмеренных
масштабных факторов

𝑎𝑖(𝑡) =

(︂
𝑡

𝑡1

)︂ 2
3

[︂
1− 3

10α𝑖(𝑡1)
δρ
ρ

(︁
𝑡
𝑡1

)︁ 2
3

]︂
[︁
1− 3

10α𝑖(𝑡1)
δρ
ρ

]︁ . (5.4)

Видно, что начальные значения масштабных факторов

𝑎𝑥(𝑡1) = 𝑎𝑦(𝑡1) = 𝑎𝑧(𝑡1) = 1. (5.5)

Далее выражения (5.4) для масштабных факторов вдоль осей координат
уже нужно будет подставить в уравнение для интервала

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑡2 − 𝑎2𝑥(𝑡)𝑑𝑥
2 − 𝑎2𝑦(𝑡)𝑑𝑦

2 − 𝑎2𝑧(𝑡)𝑑𝑧
2. (5.6)

5.2 Начальные значения в задаче

Запишем тензор метрических возмущений в момент времени 𝑡1, когда
фронт гравитационной волны находится в точке 𝑧1. Значение 𝑧1 равно начальной
длине главной полуоси эллипсоида по оси 𝑂𝑧 со знаком минус.

ℎµν(𝑡1) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0

0 ℎ0
+ ℎ0

× 0

0 ℎ0
× −ℎ0

+ 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (5.7)
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где ℎ0
× ≡ ℎ×(𝑡1) и ℎ0

+ ≡ ℎ+(𝑡1) — начальные значения амплитуды двух поляри­
заций гравитационной волны (тензорного возмущения метрики). Производные
по времени от амплитуд в начальный момент времени примем равными нулю

ℎ̇×(𝑡1) = 0, ℎ̇+(𝑡1) = 0. (5.8)

Со временем будут возникать cкалярные моды возмущений метрики. За­
пишем форму тензора в последующее время 𝑡 > 𝑡1, когда ГВ находится внутри
коллапсирующего эллипсоида,

ℎµν(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
2Φ(𝑡) 0 0 0

0 −2Ψ(𝑡) + ℎ+(𝑡) ℎ×(𝑡) 0

0 ℎ×(𝑡) −2Ψ(𝑡)− ℎ+(𝑡) 0

0 0 0 −2Ψ(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ 𝑒𝑖𝑘𝑧(𝑧−𝑧1). (5.9)

Здесь не указаны векторные моды, так как далее показано, что они не воз­
никают в рассматриваемой задаче из-за отсутствия поля скоростей частиц
в пылевом облаке.

Начальные параметры эллипсоида 𝑅char,α𝑖(𝑡1), и δρ/ρb, наравне со мо­
ментом времени 𝑡1, являются параметрами задачи и могут варьироваться.
Конкретные значения этих параметров приведены ниже, после получения си­
стемы уравнений.

Интервал решения задачи определяется временем вылета 𝑡out ГВ из эллип­
соида, если только коллапс элипсоида вдоль одной из осей не происходит раньше.
Соотношение 𝑡collapse и 𝑡out зависит от размера облака, начального контраста
плотности и параметров анизотропии эллипсоида.

5.3 Система уравнений

Используя уравнения Эйнштейна без космологической постоянной
𝑅µν − 1

2 𝑔µν 𝑅 = 8π𝐺
𝑐4 𝑇µν, получим в анизотропной метрике (5.6) ана­

лог уравнений Фридмана в изотропной Вселенной. Для компоненты 𝑡𝑡 получаем

𝐻𝑥𝐻𝑦 +𝐻𝑥𝐻𝑧 +𝐻𝑦𝐻𝑧 =
8π𝐺

𝑐2
ρ, (5.10)
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где 𝐻𝑥, 𝐻𝑦, 𝐻𝑧 — параметры Хаббла вдоль соответствующих осей координат.
Диагональные пространственные компоненты тензора Эйнштейна дают сле­
дующие уравнения:

𝐺𝑥𝑥 = 𝐻𝑦𝐻𝑧 +
𝑎̈𝑦
𝑎𝑦

+
𝑎̈𝑧
𝑎𝑧

= −8π𝐺

𝑐4
𝑝,

𝐺𝑦𝑦 = 𝐻𝑥𝐻𝑧 +
𝑎̈𝑥
𝑎𝑥

+
𝑎̈𝑧
𝑎𝑧

= −8π𝐺

𝑐4
𝑝,

𝐺𝑧𝑧 = 𝐻𝑥𝐻𝑦 +
𝑎̈𝑥
𝑎𝑥

+
𝑎̈𝑦
𝑎𝑦

= −8π𝐺

𝑐4
𝑝. (5.11)

Так как в рассматриваемой задаче давление отсутствует, то есть 𝑝 = 0, то
правые части в (5.11) тождественно равны нулю.

Аналоги уравнений Фридмана (5.10, 5.11) позволят упростить уравне­
ния эволюции возмущений метрики, которые мы получим из уравнения (3.5)
подстановкой метрики (5.6).

Для начала рассмотрим уравнения связи, которые получаются из ком­
понент 𝑡𝑗 (𝑗 = 𝑥, 𝑦, 𝑧) уравнения (3.5)

𝐻𝑗𝜕𝑗ℎ
𝑡
𝑡 − (𝐻𝑥𝜕𝑥ℎ

𝑥
𝑗 +𝐻𝑦𝜕𝑦ℎ

𝑦
𝑗 +𝐻𝑧𝜕𝑧ℎ

𝑧
𝑗) = 0, (5.12)

где 𝜕𝑖 =
𝜕
𝜕𝑥𝑖 . С учетом того, что только 𝑧-компонента волнового вектора не

равна нулю, используем разложение Фурье по пространственным координатам.
Получаем соответственно для 𝑡𝑥, 𝑡𝑦 и 𝑡𝑧-компонент

𝑖𝑘𝑧ℎ
𝑧
𝑥 = 0,

𝑖𝑘𝑧ℎ
𝑧
𝑦 = 0,

𝑖𝑘𝑧Φ + 𝑖𝑘𝑧Ψ = 0. (5.13)

Отсюда видно, что Φ = −Ψ, как и должно быть для однородных пространств.
Заметим, что две компоненты поперечной векторной моды, которые изначаль­
но отсутствовали, впоследствии не возникают. Векторные моды метрических
возмущений действительно не могут существовать в отсутствие анизотропного
тензора напряжений. В задаче нет вихрей в поле скоростей — скорости вообще
положены равными нулю.
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Теперь запишем уравнения для компонент 𝑖𝑗, где 𝑖 ≠ 𝑗[︂
𝜕2 + (3𝐻𝑥 −𝐻𝑦 +𝐻𝑧) 𝜕𝑡 − 2

(︂
𝐻𝑦𝐻𝑧 +

𝑎̈𝑦
𝑎𝑦

+
𝑎̈𝑧
𝑎𝑧

)︂]︂
ℎ𝑥
𝑦 = 0,[︂

𝜕2 + (3𝐻𝑥 +𝐻𝑦 −𝐻𝑧) 𝜕𝑡 − 2

(︂
𝐻𝑦𝐻𝑧 +

𝑎̈𝑦
𝑎𝑦

+
𝑎̈𝑧
𝑎𝑧

)︂]︂
ℎ𝑥
𝑧 = 0,[︂

𝜕2 + (𝐻𝑥 + 3𝐻𝑦 −𝐻𝑧) 𝜕𝑡 − 2

(︂
𝐻𝑥𝐻𝑧 +

𝑎̈𝑥
𝑎𝑥

+
𝑎̈𝑧
𝑎𝑧

)︂]︂
ℎ𝑦
𝑧 = 0, (5.14)

где

𝜕2 = 𝜕2
𝑡 −

𝜕2
𝑥

𝑎2𝑥
−

𝜕2
𝑦

𝑎2𝑦
− 𝜕2

𝑧

𝑎2𝑧
. (5.15)

Если учесть аналоги уравнений Фридмана (5.11) при условии 𝑝 = 0, все
третьи слагаемые внутри квадратных скобок в уравнениях (5.14) зануляются.
Это приводит к тому, что генерация изначально отсутствующих компонент ℎ𝑥

𝑧

и ℎ𝑦
𝑧 не происходит в метрике Бьянки I. Такой же результат получился выше

из уравнений связи (5.13).
Еще одно следствие уравнений — отсутствие смешивания поляризации

ℎ× = ℎ𝑥
𝑦 со скалярными возмущениями метрики Φ и Ψ. Заметим, что в ани­

зотропном пространстве изменен множитель, отвечающий за трение Хаббла.
Это ожидаемый результат, как и то, что в пределе 𝐻𝑥 = 𝐻𝑦 = 𝐻𝑧 мы получаем
общепринятое уравнение [︀

𝜕2 + 3𝐻𝜕𝑡
]︀
ℎ𝑥
𝑦 = 0. (5.16)

Для исчерпывающего описания системы необходимо получить еще два
дифференциальных уравнения. Первое мы получим вычитанием уравнения
(3.5) на 𝑦𝑦-компоненту из уравнения на 𝑧𝑧-компоненту, а второе — сложением
уравнений на компоненты 𝑥𝑥 и 𝑦𝑦. Получаем

ℎ̈+ + (𝐻𝑥 +𝐻𝑦 +𝐻𝑧) ℎ̇+ +

[︂
𝑘2𝑧
𝑎2𝑧

+ 2 (𝐻𝑦 −𝐻𝑧) (𝐻𝑥 −𝐻𝑦)

]︂
ℎ+ = 0,

Φ̈ + (𝐻𝑥 +𝐻𝑦 +𝐻𝑧) Φ̇ +
𝑘2𝑧
𝑎2𝑧
Φ =

𝐻2
𝑦 −𝐻2

𝑥

2
ℎ+, (5.17)

где мы учли аналоги уравнений Фридмана (5.11) при 𝑝 = 0 и полученное из
уравнений связи (5.13) равенство Ψ = −Φ.

В системе уравнений (5.17) прослеживается смешивание тензорной и
скалярной мод метрических возмущений. Именно в результате смешивания
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ℎ+-поляризация гравитационной волны обретает эффективную массу

𝑚2
eff = 2 (𝐻𝑦 −𝐻𝑧)(𝐻𝑥 −𝐻𝑦). (5.18)

Эта масса является переменной, так как параметры Хаббла зависят от времени.
После подстановки (5.4) в уравнение (5.18) получаем следующее выра­

жение:

𝑚2
eff =

2 (α𝑥 − α𝑦) (α𝑦 − α𝑧)(︂
α𝑥 δ− 10

3

(︁
𝑡
𝑡1

)︁ 2
3

)︂(︂
α𝑧 δ− 10

3

(︁
𝑡
𝑡1

)︁ 2
3

)︂ . (5.19)

Здесь δ = δρ/ρb.
Если квадрат эффективной массы больше нуля, то эффективная частота

гравитационной волны становится выше, чем в случае изотропного фонового
пространства. Тогда ГВ, проходя внутри асферичного облака, быстрее войдет под
горизонт и начнет затухать. Так как параметры анизотропии предполагаются
малыми, то эффект будет более значимым для низких частот.

Если квадрат эффективной массы меньше нуля, то нужно ожидать
неустойчивость, которая приводит к экспоненциальному росту или затуханию
амплитуды ГВ. Такое решение получается для выбранного 𝑘𝑧 на интервале
масштабного фактора, если

𝑘𝑧 < 𝑎𝑧 𝑚eff. (5.20)

Если же выполняется обратное неравенство, то эффективная частота снижается.
В результате получается более позднее вхождение под горизонт и увеличе­
ние амплитуды ГВ по сравнению с амплитудой ГВ, распространяющейся в
изотропном пылевом облаке.

Из-за равновероятного распределения пропорций у асферичных структур
на пути ГВ два верхних множителя в уравнении (5.19) дают попеременно то
положительные значения, то отрицательные. При большой статистике прохож­
дений через облака эффект изменения амплитуды ГВ усреднялся бы к нулю.
Однако в выражении присутствует также знаменатель, который уже не обес­
печивает такого очевидного результата. Здесь нужно говорить о некоторых
характерных значениях параметров анизотропии эллипсоида и о значениях
контраста плотности энергии. Эти параметры будут отличаться для облаков
разного масштаба и, к тому же, зависят от рассматриваемого интервала времени
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на протяжении эволюции Вселенной. Подробному решению такой задачи будет
посвящено будущее исследование, выходящее за рамки диссертационного.

Сложно сказать, каким будет усредненный эффект после прохождения
гравитационной волной большого количества асферичных облаков. Все, что
можно сделать в рамках упрощенной задачи, — оценить изменение амплиту­
ды после прохождения одного облака и выяснить качественную зависимость
эффекта от параметров эллипсоида.

5.4 Параметры в задаче

В задаче есть большой набор параметров, многие из которых должны
удовлетворять ограничениям рассматриваемой модели, а также области при­
менимости теории Зельдовича.

Список условий следующий:
1. Весь интервал решения [𝑡1,𝑡2] должен принадлежать эпохе доми­

нирования нерелятивистской материи во Вселенной. Воспользуемся
общепринятыми значениями времен смены эпох (см. [99]) и запишем
условия на интервал решения

𝑡1 > 𝑡RD→MD,

𝑡RD→MD ≈ 380 тысяч лет, (5.21)

𝑡2 < 𝑡MD→ΛD,

𝑡MD→ΛD ≈ 9.8миллиардов лет. (5.22)

Для пересчета масштабных факторов и времен будем использовать
выражение

𝑎MD(𝑡) =

(︂
𝑡

τMD

)︂ 2
3

, (5.23)

где τMD ≈ 5.44× 1017 с — нормировочное значение, полученное из фор­

мулы (5.23) и выражения
(︁
𝑎̇MD
𝑎MD

)︁2
= 𝐻2

0 Ωm(𝑎0)
(︁

𝑎0
𝑎MD

)︁3
в естественной

калибровке, где 𝑎0 = 1. Ω𝑚(𝑎0) — отношение плотности энергии нереля­
тивистской материи в современной Вселенной к критической плотности
энергии, 𝐻0 — параметр Хаббла в современной Вселенной.
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2. Диаметр пылевого облака должен быть причинно связанным в момент
времени 𝑡1.
На момент времени 𝑡1 размер горизонта составляет величину

𝑙horizon = 𝑎(𝑡1)

[︂∫︁ 𝑡RD→MD

0

𝑑𝑡

𝑎RD(𝑡)
+

∫︁ 𝑡1

𝑡RD→MD

𝑑𝑡

𝑎MD(𝑡)

]︂
=

= 2
𝑎(𝑡1)

𝑎RD→MD
𝑡RD→MD + 3𝑡1

[︃
1−

(︂
𝑡RD→MD

𝑡1

)︂1/3
]︃
, (5.24)

Эпоха инфляционного расширения очень короткая, поэтому ею можно
пренебречь. Таким образом, начальный радиус пылевого облака должен
удовлетворять условию

𝑅char ⩽ 3.6× 1021
𝑎1

𝑎RD→MD
+

3

2
𝑐𝑡1

[︃
1−

(︂
𝑡RD→MD

𝑡1

)︂1/3
]︃

м, (5.25)

где 𝑎1 = 𝑎(𝑡1), а 𝑎RD→MD = 1
1100 [99]. Для удобства расчетов в уравнении

возвращена скорость света 𝑐.
3. Парамеры начальной анизотропии облака должны быть не слишком

большими — α𝑖 < 1.
4. Контраст плотности энергии внутри эллипсоида должен быть в

пределах 1 < δ ⩽ 10.
5. Решение ищется вплоть до момента времени 𝑡2, которое определяется

как min (𝑡out, 𝑡collapse). Здесь 𝑡out — время вылета ГВ из эллипсоида,
𝑡collapse — время, при котором происходит коллапс вдоль одной из осей
эллипсоида .
Время 𝑡collapse рассчитаем как минимальное из трех значений времён,
получаемых из условий равенства нулю масштабных факторов (5.4).
Время 𝑡out получим следующим образом: проинтегрируем дифферен­
циал конформного времени и приравняем его к удвоенному значению
начальной координаты вдоль оси 𝑂𝑧. Напомним, что мы полагаем на­
чальные значения масштабных факторов равными единице. Так как
масштабные факторы безразмерные, значения 𝑅𝑥(𝑡1), 𝑅𝑦(𝑡1) и 𝑅𝑧(𝑡1)

измеряются в единицах длины и являются начальными координатами
границ эллипсоида вдоль соотвествующих осей. В таких предположе­
ниях выражение для времени вылета гравитационной волны из облака
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определяется простым условием∫︁ 𝑡out

𝑡1

𝑑𝑡

𝑎𝑧(𝑡)
=

2𝑅𝑧(𝑡1)

𝑐
, (5.26)

где 𝑎𝑧(𝑡) записывается согласно уравнению (5.4).
В случае, если коллапс происходит раньше, фронт волны не успевает
вылететь из пылевого облака.

5.5 Решение системы уравнений

Для простоты будем решать первое дифференциальное уравнение системы
(5.17) в предположении, что коэффициенты являются постоянными и равны сво­
им значениям в момент времени 𝑡1. Постоянным положим и контраст плотности.
Такие предположения позволяют качественно оценить рассматриваемый эффект.

Начальные параметры анизотропии зададим через начальные длины глав­
ных полуосей эллипсоида. Пусть для примера

𝑅𝑥(𝑡1) = 2.2×𝑅char, 𝑅𝑦(𝑡1) = 1.5×𝑅char, 𝑅𝑧(𝑡1) = 1.0×𝑅char. (5.27)

Тогда, согласно уравнению (5.3), получаем следующие параметры анизотропии:

α𝑥(𝑡1) = 0.43, α𝑦(𝑡1) = 0.64, α𝑧(𝑡1) = 0.94. (5.28)

Все эти значения удовлетворяют требованию третьего пункта в разделе 5.4.
Известно, что рекомбинация произошла при значении масштабного факто­

ра 𝑎 ≈ 0.0009 (в естественной калибровке, в которой 𝑎0 = 1), а переход к эпохе
доминирования темной энергии — при 𝑎 ≈ 0.77. Для примера положим

𝑎b(𝑡1) = 0.003, (5.29)

где индекс b означает фон. Он показывает, что значение масштабного фактора
записано для фона, а не для эллипсоида. Из этого значения 𝑎b(𝑡1) получаем
по формуле (5.23), что

𝑡1 ≈ 8.94× 1013 с ≈ 2.83 млн лет. (5.30)
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Нужно подобрать такие 𝑅char и δ, чтобы фронт гравитационной волны
преодолел облако раньше коллапса вдоль одной из осей. Положим

𝑅char = 5× 1021 м = 162 кпк, δ = 2.5. (5.31)

Согласно уравнению (5.25), характерный размер должен быть меньше 3.15 × 1022

м, так что это условие выполнено3. Соблюдено и условие на контраст плотности
энергии, указанное в разделе 5.4.

Теперь рассчитаем время коллапса по самой короткой оси. В данном случае
это ось, вдоль которой распространяется гравитационная волна — ось 𝑂𝑧. Из
уравнения (5.4) и условия 𝑎𝑧(𝑡collapse) = 0 получаем

𝑡collapse ≈ 1.5× 1014 c. (5.32)

Время вылета волны из облака найдем, приравнивая интеграл к целевому
значению согласно уравнению (5.26). Поскольку интеграл от функции

𝑎𝑧(𝑡) =

(︂
𝑡

𝑡1

)︂ 2
3

[︂
1− 3

10α𝑧(𝑡1)δ
(︁

𝑡
𝑡1

)︁ 2
3

]︂
[︀
1− 3

10α𝑧(𝑡1)δ
]︀ (5.33)

является сложной функцией времени, выразить 𝑡out явно не представляется
возможным. Находим его численно и получаем

𝑡out ≈ 1.44× 1014 с. (5.34)

Таким образом, 𝑡out < 𝑡collapse для выбранных параметров.
Решим первое уравнение системы (5.17) для заданной частоты ГВ 10−18 Гц.

Так как в задаче введена калибровка 𝑎𝑧(𝑡1) = 1, то в уравнение нужно под­
ставлять 𝑘 = 10−18/𝑎b(𝑡1) ≈ 0.3 × 10−15 Гц. Время 𝑡2 = 𝑡out. При этом
масштабный фактор 𝑎𝑧(𝑡2) ≈ 1.37 и незначительно отличается от 𝑎𝑧(𝑡1) = 1.

Каждое слагаемое в первом уравнении системы (5.17) на интервале
[𝑡1, 𝑡2] монотонно растет на один порядок, поэтому предположение о посто­
янности коэффициентов достаточно грубое. Однако, монотонность функций
ω2/𝑎𝑧(𝑡)

2, [𝐻𝑥(𝑡) +𝐻𝑦(𝑡) +𝐻𝑧(𝑡)]ω/𝑎𝑧(𝑡) и 2 [𝐻𝑦(𝑡)−𝐻𝑧(𝑡)] [𝐻𝑥(𝑡)−𝐻𝑦(𝑡)] все
же позволяет сделать качественные выводы и без учета временной зависимости.

3Правильнее проверять наиболее длинную полуось эллипсоида на причинную связность. В
рассматриваемом примере это 𝑅𝑥(𝑡1) = 2.2×𝑅char, и её длина удовлетворяет этому условию.
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В приближении постоянных коэффициентов первое уравнение системы
(5.17) принимает вид

ℎ̈+ + [𝐻𝑥(𝑡1) +𝐻𝑦(𝑡1) +𝐻𝑧(𝑡1)] ℎ̇++

+

{︂
𝑘2𝑧

𝑎2𝑧(𝑡1)
+ 2 [𝐻𝑦(𝑡1)−𝐻𝑧(𝑡1)] [𝐻𝑥(𝑡1)−𝐻𝑦(𝑡1)]

}︂
ℎ+ = 0. (5.35)

Из решения этого уравнения в точке 𝑡2, ℎ+(𝑡2), вычтем решение
ℎ+ no-mixing(𝑡2) уравнения без учёта смешивания со скалярной модой возму­
щений метрики:

ℎ̈+ + [𝐻𝑥(𝑡1) +𝐻𝑦(𝑡1) +𝐻𝑧(𝑡1)] ℎ̇+
𝑘2𝑧

𝑎2𝑧(𝑡1)
ℎ+ = 0. (5.36)

Для выбранных параметров эллипсоида (5.27, 5.30, 5.31) ослабление грави­
тационной волны за счет перехода в скалярные возмущения метрики составляет
приблизительно 13%. Заметим, что если изменить пропорции облака на

𝑅𝑥(𝑡1) = 1.5×𝑅char, 𝑅𝑦(𝑡1) = 2.2×𝑅char, 𝑅𝑧(𝑡1) = 1.0×𝑅char, (5.37)

оставив остальные параметры неизменными, получится усиление амплитуды
ГВ также на 13%.

В таблице 2 приведены характерные размеры 2𝑅0 и контрасты плотности
δ0 для структур в современной Вселенной.

Таблица 2 — Диапазоны характерных параметров структур в современной
Вселенной

Тип структуры 2𝑅0, Мпк δ0

Сверхскопление 100− 150 8− 12

Скопление галактик 10− 20 100− 200

Группа галактик 1− 3 200− 500

Галактика 0.1− 0.3 104 − 105

2𝑅0 — диаметр, δ0 — контраст плотности энергии

В таблице 3 выбраны размеры и контрасты плотности энергии из диапазо­
нов, указанных в таблице 2. В дополнение рассчитаны значения масштабного
фактора 𝑎1 и характерные размеры структур 2𝑅(𝑎1), когда контраст плотности
энергии внутри них был порядка единицы.

Значения 𝑎1 получены по закону роста неоднородностей во Вселенной
Фридмана: в эпоху доминирования темной энергии δ(𝑎(𝑡)) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, а в эпоху
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доминирования нерелятивистского вещества контрасты плотностей структур
с масштабами, вошедшими под горизонт, растут пропорционально масштаб­
ному фактору.

Таблица 3 — Характерные параметры структур
2𝑅0, Мпк δ0 𝑎1 такой, что δ(𝑎1) ∼ 1 2𝑅(𝑎1)

100 10 7.7× 10−2 7.7 Мпк
10 100 7.7× 10−3 77.8 кпк
1 300 2.6× 10−3 2.6 кпк
0.1 104 7.7× 10−5 7.7 пк

2𝑅0, δ0 — диаметр и контраст плотности энергии в современной Вселенной, 𝑎1 — зна­
чение масштабного фактора, при котором контраст плотности δ(𝑎1) был порядка единицы,
2𝑅(𝑎1) — диаметр структуры при значении масштабного фактора 𝑎1. Величины в двух по­
следних колонках рассчитаны приблизительно.

Уточним диапазон масштабов скалярных возмущений, находящихся под
горизонтом в начале эпохи доминирования пыли. Это масштабы, волновые
числа 𝑘 которых удовлетворяют неравенству 𝑘ηrec ⩾ 1, где ηrec — конформное
время в момент рекомбинации. Получаем, что 𝑘 ≳ 150 Мпк. Таким образом, все
приведенные в таблице 3 масштабы в эпоху доминирования нерелятивистского
вещества меняются по закону δ(𝑎) ∝ 𝑎.

Формула для пересчета контраста плотности принимает вид

δ(𝑎) =
δ0

0.77
𝑎, (5.38)

где знаменатель соответсвует масштабному фактору перехода к эпохе доминиро­
вания темной энергии4. Остается потребовать δ(𝑎) = 1 в уравнении (5.38)
и найти 𝑎1.

Диаметр структур 2𝑅(𝑎1) при масштабном факторе 𝑎1 получен из закона
пропорциональности линейных размеров масштабному фактору.

Жирным шрифтом в таблице выделено значение 𝑎1, которое меньше мас­
штабного фактора в момент рекомбинации ∼ 9×10−4. Значит, чтобы рассмотреть
масштаб галактик в эпоху доминирования нерелятивистской материи, нужно
требовать значений контраста плотности больше единицы на 1− 2 порядка. С
другой стороны, для значений δ = 10−100 теория Зельдовича плохо применима.

4На самом деле, контраст плотности внутри структур во Вселенной растет и в эпоху доминиро­
вания темной энергии, так как вклад плотности темной материи еще сравним со вкладом плотности
темной энергии. Однако, такая точность в задаче будет излишней.
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Делаем вывод, что в рамках введенных в задаче приближений будет некорректно
рассматривать масштабы порядка 0.1 Мпк и меньше.

В примере с параметрами (5.29, 5.31) используется масштаб, который при
пересчете в совремнные размеры дает 2𝑅0 ≈ 108 Мпк с контрастом плотности
δ0 ≈ 642. Из данных таблицы 3 видно, что контраст плотности в примере
завышен. Для более реалистичных оценок следует при неизменном контрасте
плотности уменьшить размер облака на 2 порядка. Такой масштаб соответсвует
параметрам группы галактик. Тогда эффект изменения амплитуды ГВ с частотой
10−18 Гц составляет величину порядка тысячной доли процента. Для более
высоких частот эффект еще менее значим. Малость эффекта связана с тем, что
волна находится внутри эллипсоида короткий промежуток времени.

Однако ситуация меняется при переходе к бóльшим масштабам. Для грави­
тационных волн в диапазоне частот 10−18−10−16 Гц эффект достигает нескольких
процентов при использовании параметров, характерных для скоплений галак­
тик. При частоте 10−13 Гц изменение амплитуды ГВ составляет доли процента.
В диапазоне чувствительности эксперимента по точному таймингу пульсаров
(10−9 − 10−6 Гц) влияние одного облака масштаба скопления галактик оказы­
вается практически нулевым (∼ 10−9).

Нужно помнить, что упрощающее предположение о постояннстве контра­
ста плотности может значительно искажать количественный результат. То же
можно сказать и о предположении постоянства коэффициентов в дифферен­
циальном уравнении (5.17).

При больших значениях начальных параметров анизотропии можно
ожидать большее различие параметров Хаббла вдоль осей эллипсоида и, сле­
довательно, более сильного влияния на амплитуду ГВ. Однако, приближенное
аналитическое решение в таком случае получить нельзя, так как теория Зель­
довича для больших α𝑖 неприменима.

Понять, будет ли эффект изменения амплитуды ГВ нулевым после про­
хождения большого количества коллапсирующих облаков, невозможно без
детального и аккуратного рассмотрения формирования крупномасштабной
структуры Вселенной. Сложность ответа на этот вопрос заключается в несим­
метричном по α𝑖 выражении для квадрата эффективной массы гравитона (5.19)
и в зависимости параметров формирующихся структур от времени. К тому же,
теория нелинейного коллапса Зельдовича является приближенной; а в реаль­
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ных пылевых облаках частицы обладают скоростью, что становится причиной
генерации векторных мод возмущений метрики.

5.6 Выводы

В главе было рассмотрено изменение амплитуды гравитационных волн при
прохождении анизотропных коллапсирующих пылевых облаков. В приближении
неизменного контраста плотности энергии в модели нелинейного коллапса Зель­
довича получено изменение амплитуды ГВ с частотой 10−18 Гц и поляризацией ℎ+

на доли процента при прохождении одного облака с реалистичными параметрами
структур во Вселенной в эпоху доминирования нерелятивистского вещества.

В перспективе планируется найти численное решение системы (5.17) с
учетом зависимости коэффициентов дифференциальных уравнений от времени.
Планируется также исследование вопроса о суммарном эффекте после прохож­
дения гравитационной волной большого количества асферичных структур.

Рассмотрение изменения спектра реликтовых гравитационных волн в эпоху
доминирования излучения видится нецелесообразным в силу того, что в ранней
Вселенной контрасты плотности усиливаются для структур небольших мас­
штабов. Таким образом, ГВ будет находиться внутри анизотропной структуры
слишком малый период времени, чтобы эффект был значительным. Ведь ре­
зультаты показывают, что даже для структур с масштабами скоплений галактик
эффект остается слабым, ∼ 10−3 при 𝑘 ∼ 10−13 Гц.

При точном моделировании коллапса с высокими значениями параметров
анизотропии эффект, вероятно, будет сильнее. Однако, говорить об это с уверен­
ностью пока рано. Исследование этого вопроса выходит за рамки диссертации.

Автор предполагает, что в некоторых задачах при прохождении аст­
рофизических гравитационных волн в окрестностях объектов с сильно
анизотропной метрикой (напрмер, около пульсаров [139] или вращающихся
черных дыр) или внутри массивных асферичных скоплений галактик, может
возникать значительная эффективная масса у гравитона из-за смешивания со
скалярными и векторными модами возмущений метрики. Эта эффективная
масса может изменить изначальные характеристики гравитационного излуче­
ния, и потому должна учитываться при анализе гравитационных сигналов,
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зарегистированных интерферометрами Майкельсона. Этот аспект станет осо­
бенно важным для нового поколения детекторов гравитационных волн в рамках
проверки теорий массивной гравитации.
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Заключение

В диссертации исследовано влияние на спектр реликтовых гравитацион­
ных волн эффекта их конверсии в электромагнитные волны под действием
космологического магнитного поля. Оценки выполнены в упрощенной модели
однородного космологического магнитного поля для двух случаев направления
волнового вектора гравитационной волны относительно магнитного поля: па­
раллельного и перпендикулярного. Также в работе не учтено взаимодействие
генерируемых электромагнитных волн с первичной плазмой в эпоху домини­
рования релятивистского вещества во Вселенной.

В начале исследования выведено уравнение распространения метрических
возмущений на фоне произвольного пространства-времени.

Посредством взятия следа от полученного уравнения продемонстрировано
смешивание скалярной и тензорной моды в случае анизотропного фонового
пространства. На основе данного общеизвестного вывода предложен класс задач,
где начальная тензорная гравитационная волна попадает в анизотропную метри­
ку. В таких задачах остается целесообразным разложение возмущений метрики
по спиральностям, так как генерация и детектирование производятся именно
в тензорном секторе. В анизотропной метрике происходит конверсия тензор­
ных возмущений метрики в скалярные и, следовательно, изменяется амплитуда
начальной гравитационной волны.

Примером такой задачи является прохождение реликтовых гравитацион­
ных волн через «блины» Зельдовича при формировании крупномасштабной
структуры Вселенной. Упрощенная задача о прохождении гравитационной вол­
ны через единичный коллапсирующее пылевидный эллипсоид решена в главе 5 с
применением приближенной теории нелинейного коллапса Зельдовича. В резуль­
тате прохождения ГВ с частотой 10−13 Гц через одно облако с характеристиками,
свойственными скоплению галактик, в эпоху доминирования нерелятивистского
вещества получено изменение амплитуды ГВ на доли процента. В диапазоне
чувствительности эксперимента по точному таймингу пульсаров (10−9−10−6 Гц)
влияние на амплитуду ГВ оказывается практически нулевым (∼ 10−9).

Следующим шагом в диссертации получена система уравнений для свя­
занного распространения гравитационной и электромагнитной волн во внешнем
магнитном поле произвольной конфигурации на фоне произвольного искрив­
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ленного пространства-времени. Затем данная система уравнений записана в
пространстве-времени ФЛРУ, заполненном однородным магнитным полем. От­
метим, что в более ранних работах других авторов эффект Герценштейна
рассматривался только на фоне метрики Минковского.

Далее выполнена оценка вкладов в уравнения от эффективного дей­
ствия Гейзенберга-Эйлера. Показано, что на интервале масштабного фактора
10−12 ⩽ 𝑎 < 3× 10−11 петлевая поправка может быть получена только числен­
ными методами, так как для напряженности магнитного поля более 1013 Гс
необходимо учитывать вклады петель высшего порядка. В рамках представлен­
ного исследования учет петлевой поправки может быть осуществлен только для
значений 𝑎 ⩾ 3 × 10−11, когда напряженность магнитного поля 𝐵 ⩽ 1012 Гс.
Решение системы уравнений на данном интервале показывает, что подавление
амплитуд ГВ, получаемых к моменту 𝑎 = 10−4 с учетом и без учета эффек­
тивного действия Гейзенберга-Эйлера, составляет величину порядка 10−12 для
волн с частотой 10−16 Гц и доли процента для волн с частотой 1 нГц. Эти
значения незначительны, поэтому в рассматриваемой задаче автор пренебрегает
петлевыми поправками рассеяния света на свете.

После рассмотрения двух случаев направления волнового вектора от­
носительно вектора напряженности магнитного поля сделаны следующие
качественные выводы:

– эффект Герценштейна оказывает влияние только на амплитуду
ℎ×-поляризации гравитационной волны, распространяющейся пер­
пендикулярно магнитному полю;

– для поляризации ℎ+ при k⊥B присутствует генерация электромагнитной
волны и скалярных возмущений метрики без изменения амплитуды
изначальной гравитационной волны;

– для обеих поляризаций гравитационной волны при k||B и для ℎ+ поля­
ризации при k⊥B присутствует эффективная масса ∝ 𝐵

𝑚pl
из-за наличия

однородного космологического магнитного поля. Однако показано, что
данная поправка для частот 10−18 ⩽ 𝑘 ⩽ 10−11 дает слабое усиление
амплитуды реликтовых ГВ к концу эпохи РД: порядка 0.01% для частот
10−18 ⩽ 𝑘 ⩽ 10−14 Гц, порядка 0.1% для 10−13 ⩽ 𝑘 ⩽ 10−12 Гц и порядка
0.5% для 𝑘 = 10−11 Гц. Таким образом, рассматриваемый эффект не
приводит к новой трактовке современных наблюдательных ограничений
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на скалярно-тензорное отношение, полученное из анализа анизотропии
и поляризации реликтового излучения.

В завершение исследования система дифференциальных уравнений для
конверсии ℎ×-поляризации гравитационной волны в случае k⊥B решена ана­
литически. В результате показано, что эффект Герценштейна приводит к
значительному усилению амплитуды реликтовых гравитационных волн с ча­
стотами 𝑘 ≳ 10−10 Гц. Для частоты 10−10 Гц ≲ 𝑘 < 10−7 Гц и напряженности
магнитного поля, которая соответствует сегодняшнему значению 1 нГс, получа­
ется усиление в 10 раз к концу эпохи доминирования релятивистского вещества.
Для частот 𝑘 ≳ 10−7 Гц — усиление в 300 раз.

Для более реалистичных моделей магнитное поле в эпоху радиационного
доминирования спадает быстрее, чем 1/𝑎2, поэтому для оценки качественно­
го результата в таких моделях было получено усиление для напряженности
магнитного поля 10 нГс. Оно составило величину более трех порядков для
частот 𝑘 ≳ 10−10 Гц.

На основе вышесказанного можно сделать вывод, что значительное уси­
ление амплитуды реликтовых гравитационных волн должно наблюдаться для
𝐵0 ≳ 1 нГс, а также для напряженностей на один-два порядка меньше 1 нГс.
Данная граничная величина модельно зависима, т. к. на окончательный эффект
влияет то, какая модель эволюции напряженности магнитного поля соответ­
ствует действительности.

Немаловажную роль играет длина когерентности первичного магнитного
поля и ее эволюция в модели стохастического магнитного поля. В разделе 4.4
диссертации приведены качественные соображения и графики. Для закона λ ∝ 𝑎

они показывают, при каких длинах когерентности космологического магнитного
поля в современной Вселенной эффект Герценштейна будет оставлять отпеча­
ток на спектре реликтовых гравитационных волн как в эпоху радиационного
доминирования, так и в эпоху доминирования пыли. Так, в модели с длиной
когерентности, соответствующей современному значению ⩾ 10 Мпк, оценки,
полученные в модели однородного магнитного поля, остаются верными. Пока
что модельную зависимость невозможно исключить, т. к. на сегодняшний день
нет ни достоверных измерений напряженности межгалактического магнитного
поля, ни измерений его длины когерентности.

В конце четвертой главы также получена система уравнений с учетом
взаимодействия фотонов с первичной плазмой. Данный вопрос требует даль­
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нейшего исследования. Отметим лишь, что такое взаимодействие, даже если
оно уменьшит эффект усиления реликтовых гравитационных волн с частота­
ми 𝑘 ≳ 10−10 Гц, может оставить характерный след на спектре реликтовых
гравитационных волн.

Результаты, полученные в процессе исследования, имеют практическую
значимость:

– уравнение распространения метрических возмущений на фоне про­
извольного пространства-времени позволяет рассмотреть задачи о
распространении гравитационных волн в более сложных метриках, чем
метрика Минковского или метрика ФЛРУ;

– демонстрация возникновения эффективной массы у гравитона вслед­
ствие смешивания тензрных и скалярных метрических возмущений на
фоне асферичного коллапсирующего облака открывает круг задач о
распространении астрофизических и космологических гравитационных
волн в реалистичных, не требующих расширения стандартной космоло­
гической модели, анизотропных метриках;

– система уравнений для эффекта Герценштейна в произвольном про­
странстве-времени позволяет решать широкий круг задач с различными
фоновыми метриками и в присутствии электромагнитных полей с на­
пряженностью менее 1013 Гс.

Выводы исследования о значительном усилении коротких реликтовых
гравитационных волн под действием эффекта Герценштейна в рассмотренной
упрощенной задаче указывают на необходимость продолжения исследований.
Если после учета взаимодействия фотонов с первичной плазмой результат оста­
нется неизменным, он повлечет за собой необходимость пересмотра ожидаемого
современного спектра реликтовых гравитационных волн. Это важно, так как
значительный рост амплитуды гравитационных волн с частотами выше одного
наногерца будет говорить о возможности детектирования реликтовых грави­
тационных волн с помощью космических интерферометров и в эксперименте
по точному таймингу пульсаров PTA.
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Приложение А
Основные модели инфляции

Первая модель инфляции была предложена Аланом Гутом [140]. В ней
вакуумная энергия выражалась через потенциал, имеющий локальный и гло­
бальный минимумы (Рис. 23). Первый отвечает за состояние ложного вакуума,
ρvac = 𝑉 (φ1), второй — истинного вакуума, ρvac = 𝑉 (φ0). Ложный вакуум пере­
ходит в истинный за счет эффекта квантового туннелирования. Это приводит к
образованию пузырей новой фазы. В модели Гута, модели «старой инфляции»,
предполагалось, что рождение частиц и разогрев происходят при столкновении
стенок пузырей новой фазы. Однако было показано, что из-за экспоненциального
расширения ложного вакуума пузыри новой фазы разбегаются далеко друг от
друга, и столкновения не происходят.

Рисунок 23 — Форма потенциала скалярного поля в модели старой инфляции

Далее, был предложен другой класс моделей. В их основе лежит механизм
медленного скатывания (slow-roll).

Запишем действие для минимально взаимодействующего с гравитацией
скалярного поля

𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔

[︂
1

2
𝑔µν𝜕µφ𝜕νφ− 𝑉 (φ)

]︂
. (39)

Откуда для метрики ФЛРУ получаем уравнение движения

φ̈+ 3𝐻φ̇+ 𝑉 ′(φ) = 0. (40)

Это уравнение физически эквивалентно механическому скатыванию в потен­
циальной яме 𝑉 (φ) с трением 3𝐻, которое зависит от времени.
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Первое условие медленного скатывания состоит в требовании, чтобы «тре­
ние» было много больше ускорения, то есть⃒⃒⃒⃒

φ̈

3𝐻φ̇

⃒⃒⃒⃒
≪ 1. (41)

Выполнение этого условия обеспечивает достаточную длительность инфляции
благодаря медленному перемещению φ по профилю потенциала.

Второе условие заключается в требовании, чтобы кинетическая энергия ска­
лярного поля была пренебрежимо мала по сравнению с потенциальной энергией

φ̇2

2𝑉 (φ)
≪ 1. (42)

Благодаря этому условию приблизительно выполняется равенство 𝑝 ≈ −ρ, и
режим расширения является квази-экспоненциальным.

Из решения уравнения (40) в совокупности с уравнением Фридмана

𝐻2 =
8π

3𝑚2
pl
ρ =

8π

3𝑚2
pl

[︂
φ̇2

2
+ 𝑉 (φ)

]︂
(43)

при выполнении условий медленного скатывания (41-42) можно получить сле­
дующие ограничения на форму потенциала 𝑉 (φ):

ε ≡
𝑚2

pl

48π

(︂
𝑉 ′

𝑉

)︂2

≪ 1, (44)

η ≡
𝑚2

pl

24π

⃒⃒⃒⃒
𝑉 ′′

𝑉

⃒⃒⃒⃒
≪ 1, (45)

где введены общепринятые параметры медленного скатывания ε и η. Они ис­
пользуются при определении инфляционной модели и в расчетах амплитуд и
спектров первичных скалярных и тензорных возмущений. Малость величин
данных параметров обеспечивает медленное скатывания поля φ. Это скалярное
поле, часто называемое инфлатоном, на протяжении стадии инфляции дает
доминирующий вклад в ТЭИ.

Разберем несколько наиболее простых моделей инфляции, в которых вы­
полняются условия медленного скатывания — модели инфлатона со степенным
потенциалом 𝑉 (φ) = 𝑔φ𝑛, где 𝑔 — константа взаимодействия. Из первого усло­
вия медленного скатывания (44) получаем

φ≫ 𝑛𝑚pl

4
√
3π

. (46)
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То есть необходимы сверхпланковские значения инфлатона. Инфляция с боль­
шим, в планковских единицах, полем называется хаотической инфляцией. Она
была предложена Линде [141].

Важно также учесть, что значение поля должно удовлетворять условию
пренебрежимой малости эффектов квантовой гравитации. Уравнения Эйнштейна
будут справедливы, если:

𝑉 (φ) ≪ 𝑚4
pl,

φ≪ 𝑔−1/𝑛𝑚
4/𝑛
pl . (47)

Отсюда видно, что чем меньше константа взаимодействия, тем шире интервал
возможных значений поля, удовлетворяющих обоим условиям (46)-(47).

Наиболее распространены варианты потенциалов с 𝑛 = 2 и 𝑛 = 4 со
следующей общепринятой формой записи:

𝑉 (φ) =
𝑚2

2
φ2, (48)

𝑉 (φ) =
λ

4
φ4, (49)

где 𝑚 имеет размерность массы, λ - безразмерная. При этом

𝑚 ≪ 𝑚pl, (50)

λ≪ 1. (51)

Хаотическая инфляция начинается в условиях сильной неоднородности
пространства, отличной от нуля кривизны и высокой плотности энергии ρ ∼ 𝑚pl.

Присутствует поле инфлатона со степенным потенциалом. Само поле φ
также сильно флуктуирует, из-за чего вклад в ТЭИ членов с производными
𝜕𝑖φ𝜕𝑗φ сравним с вкладом потенциальной энергии. Важен также вклад кри­
визны в уравнение Фридмана. Оба члена спадают обратно пропорционально
квадрату масштабного фактора, поэтому они быстро убывают при расширении.

Переход к инфляционному расширению происходит, если в какой-то об­
ласти размером 𝑙 ≳ 𝑙pl флуктуации приводят к тому, что вклад от членов с
производными 𝜕𝑖φ𝜕𝑗φ и вклад кривизны становятся меньше потенциального
члена. Эта разница не обязательно должна быть большой. Даже при незначи­
тельном перевесе потенциальной энергии начинается расширение и спад доли
градиентных слагаемых и кривизны. Так, режим медленного расширения быст­
ро сменяется экспоненциальным.
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Продолжается инфляция до тех пор, пока поле не скатится в минимум
потенциала. Далее инфлатон начинает быстро осциллировать, и, при условии
наличия его взаимодействия с другими полями, рождает частицы.

Характерным отличием модели хаотической инфляции является отсутствие
требования начального термодинамического равновесия. Равновесие достига­
ется в конце периода инфляционного расширения, после прохождения ряда
нестационарных процессов.

Еще одна модель инфляции — «новая инфляция» вблизи максимума по­
тенциала. Здесь рассматривается потенциал вида

𝑉 (φ) = 𝑉0 − 𝑔φ𝑛. (52)

В сценарии данной модели предполагается начальное состояние, близкое к тер­
модинамическому равновесию. Однородность, изотропность и плоскостность
не требуются.

Форма потенциала зависит от температуры. При высокой температуре
минимум потенциала находится при φ = 0. При понижении температуры, вслед­
ствие расширения Вселенной, форма потенциала видоизменяется — появляется
другой минимум, так что состояние φ = 0 становится неустойчивым (рис. 24).
Из-за квантовых флуктуаций, инфлатон выходит из состояния равновесия, и
начинается инфляционная стадия.

Рисунок 24 — Форма потенциала скалярного поля в модели новой инфляции

Данная модель будет считаться отличной от хаотической инфляции в
случае, если инфляционная стадия заканчивается при небольших значениях
инфлатона. Например, для 𝑛 = 4, 𝑉 (φ) = 𝑉0 − λ

4φ
4, это условие принимает
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Рисунок 25 — Динамика формы потенциала для двух скалярных полей в ги­
бридной модели инфляции

форму следующего неравенства:

𝑉0

𝑚4
pl
≪
(︂

3

8π

)︂2

λ. (53)

Существует также модель инфляции с двумя и более скалярными полями
— гибридная инфляция. Для примера кратко опишем механизм для случая двух
скалярных полей φ и χ (рис. 25). Инфляция происходит вдоль долины χ = 0.
После охлаждения и появления седла в двумерном потенциале происходит
скатывание вдоль другой оси при φ = 0 и осцилляции в окрестности минимума
χ = 𝑣, вследствие чего происходит переход на стадию разогрева [6].

Хотелось бы упомянуть также модель Старобинского. Подход здесь
несколько иной: в лагранжиан вводится нелинейный по скалярной кривизне член.

В этой связи процитируем авторов книги [6] (параграф 11.2): «Теории
гравитации с лагранжианами, нелинейными по скаляру кривизны, эквивалентны
общей теории относительности со скалярным полем».

Действие выглядит следующим образом:

𝑆 = −
𝑚2

pl

16π

∫︁ √
−𝑔𝑑4𝑥𝑓(𝑅), (54)

где 𝑓(𝑅) = 𝑅 − 𝑅2

6𝑚2 и 𝑚 - параметр. Такое действие эквивалентно потенци­
алу вида:

𝑉 =
3𝑚2𝑚2

pl

32π2

(︂
1− 𝑒

−4
√
π√

3
φ

𝑚pl

)︂2

. (55)
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Существуют и другие модели модифицированной гравитации. См. напри­
мер работы [142—145].

Модели инфляции, основанные на механизме медленного скатывания,
предсказывают плоский спектр первичных скалярных возмущений, соответ­
ствующий наблюдениям. Тем не менее, у данного класса моделей существуют
и нерешенные проблемы.

Одна из них заключается в нетривиальности требования достаточно длин­
ного плато в максимуме потенциала. На самом деле, динамику инфлатона задает
эффективный потенциал, который определяется, в том числе, квантовыми по­
правками. Для перехода на стадию разогрева и рождения частиц необходимо
наличие взаимодействия инфлатона с обычными частицами. Это влечет за собой
большие квантовые поправки к потенциалу, лишая его необходимого для медлен­
ного скатывания свойства — плоскостности. Сильно усугубляется эта проблема
в модели хаотической инфляции, где само поле принимает сверхпланковские
значения, и начинают доминировать поправки вида Δ𝑉 (φ) = 𝑐6

φ6

𝑚2
pl
+ 𝑐8

φ8

𝑚4
pl
+ ...,

которые разрушают режим медленного скатывания. До сих пор не придуман
механизм, который может обеспечить плоскостность потенциала для реализации
режима медленного скатывания. Отметим, что данная проблема решается в
суперсимметричных теориях.

Второе замечание о необязательной связи механизма инфляции именно со
скатыванием скалярного поля по профилю потенциала. Существуют альтерна­
тивные модели: модели с неминимальными кинетическими членами скалярных
полей, модели с векторными полями и другие. Однако, в этих моделях, как пра­
вило, нет такого естественного окончания инфляционного режима и перехода
на стадию разогрева [6].
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Приложение Б
Про поднятие и опускание индексов в уравнении Эйнштейна

Возможно, вывод в конце этого раздела покажется очевидным. Автор
к нему пришел не сразу, поэтому счел полезным поместить данный раздел
в приложение.

Начнем с полного уравнения в смешанных компонентах,

𝐺
µ

ν = 𝑇
µ

ν, (56)

где 𝐺µν = 𝑅µν − 1
2δ
µ
ν𝑅 — тензор Эйнштейна, и для краткости множитель 8π𝐺

внесен в определение ТЭИ.
Разложим уравнение (56) до первого порядка по возмущению

𝐺µν +𝐺µ(1)ν = 𝑇 µν + 𝑇 µ(1)ν . (57)

Это все еще уравнение для полных величин, пусть и разложенных, поэтому
опускать индекс нужно полной метрикой 𝑔µν. Получаем:

𝐺µν + ℎµα𝐺
α
ν + 𝑔µα𝐺

α(1)
ν = 𝑇µν + ℎµα𝑇

α
ν + 𝑔µα𝑇

α(1)
ν (58)

Пользуясь уравнением Эйнштейна для фона, получаем сокращение первого
слагаемого слева и справа, и так же для второго слагаемого слева и справа:

𝐺µν = 𝑇µν, (59)

ℎµα𝐺
α
ν = ℎµα𝑇

α
ν . (60)

В итоге само уравнение для возмущения метрики:

𝑔µα𝐺
α(1)
ν = 𝑔µα𝑇

α(1)
ν . (61)

Вывод: в полученном уравнении для первого порядка по возмущению
можно и нужно опускать и поднимать индексы одной только фоновой метрикой.
Если хочется использовать полную метрику при перемещении индексов, то
это нужно делать в полном уравнении Эйнштейна, где и слева и справа есть
нулевой порядок разложения. Тогда слагаемые с произведениями ℎµν и фоновых
величин полностью сократятся.
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Приложение В
Анизотропия пространства с однородным космологическим полем

В работе рассмотрена модель однородного космологического поля. Ясно,
что такое поле приводит к анизотропии фонового пространства, что в свою
очередь приводит к поправкам к компонентам тензора Риччи и меняет уравнение
движения метрических возмущений. Чтобы учесть эти поправки и оценить их
порядок, начнем с вывода уравнений для фона с метрикой

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑡2 − 𝑏2𝑑𝑥2 − 𝑎2(𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2), (62)

где масштабный фактор 𝑎 ̸= 𝑏, а также ни 𝑎, ни 𝑏 не равны масштабному фак­
тору изотропного пространства ФЛРУ. Воспользуемся уравнениями Эйнштейна
для фоновых величин

𝑅µν −
1

2
δµν𝑅 = 8π𝐺

(︁
𝑇 (medium)µ
ν + 𝑇 (EM)µ

ν

)︁
, (63)

где индексом medium обозначен ТЭИ излучения в эпоху РД, а индексом EM
— ТЭИ космологического магнитного поля.

Выпишем ненулевые компоненты тензора Риччи и скаляр кривизны

𝑅𝑡𝑡 = −2
𝑎̈

𝑎
− 𝑏̈

𝑏
,

𝑅𝑥
𝑥 = −2

𝑎̇𝑏̇

𝑎𝑏
− 𝑏̈

𝑏
,

𝑅𝑦
𝑦 = 𝑅𝑧

𝑧 = − 𝑎̇𝑏̇

𝑎𝑏
− 𝑎̈

𝑎
−
(︂
𝑎̇

𝑎

)︂2

,

𝑅 = −2

(︂
𝑎̇

𝑎

)︂2

− 4
𝑎̇𝑏̇

𝑎𝑏
− 4

𝑎̈

𝑎
− 2

𝑏̈

𝑏
. (64)

Покомпонентно получаем аналоги уравнений Фридмана для фона:(︂
𝑎̇

𝑎

)︂2

+ 2
𝑎̇𝑏̇

𝑎𝑏
= 8π𝐺

(︂
ρ+

𝐵2

2

)︂
, (65)(︂

𝑎̇

𝑎

)︂2

+ 2
𝑎̈

𝑎
= 8π𝐺

(︂
−𝑝+

𝐵2

2

)︂
, (66)

𝑎̈

𝑎
+

𝑏̈

𝑏
+

𝑎̇𝑏̇

𝑎𝑏
= 8π𝐺

(︂
−𝑝− 𝐵2

2

)︂
. (67)
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Далее воспользуемся п.3 в Гл. 19 книги [86]. Введем аналогичные обо­
значения

α =
𝑎̇

𝑎
, β =

𝑏̇

𝑏
, (68)

𝑛 =
2α+ β

3
, 𝑟 =

α− β
𝑛

(69)

Теперь, стартуя с (3.5), получим уравнения на метрические возмущения.
Наиболее простым будет вывод для недиагонального элемента ℎ𝑥

𝑦 . Теперь ясно,
что в (3.9) будет присутствовать вклад и от давления, вызываемого магнит­
ным полем. В результате поправка к ТЭИ среды 𝑇

medium (1)
µν тоже изменится на

величину, пропорциональную 𝐵2

2 ℎµν.
Опустим вывод и сразу запишем результат[︃

𝜕2
𝑡 + 3

𝑏̇

𝑏
𝜕𝑡 −

𝜕2
𝑥

𝑏2
−

𝜕2
𝑦 + 𝜕2

𝑧

𝑎2
− 2

(︂
2
𝑎̈

𝑎
+

𝑎̇2

𝑎2

)︂]︃
ℎ𝑥
𝑦 = 16π𝐺

[︂(︂
𝑝− 𝐵2

2

)︂
ℎ𝑥
𝑦 +𝐵𝑓𝑥

. 𝑧

]︂
,

(70)

где использована третья снизу строка в уравнении (3.61) для поправки к ТЭИ.
Поправка ∝ 𝐵2

2 ℎµν здесь уже учтена.
Однако, давление теперь иначе выражается, чем без учета космологиче­

ского магнитного поля. Используя (66), получаем[︃
𝜕2
𝑡 + 3

𝑏̇

𝑏
𝜕𝑡 −

𝜕2
𝑥

𝑏2
−

𝜕2
𝑦 + 𝜕2

𝑧

𝑎2

]︃
ℎ𝑥
𝑦 = 16π𝐺𝐵𝑓𝑥

. 𝑧. (71)

Теперь обратим внимание, что 𝑏̇
𝑏 ̸= 𝐻FLRW. На самом деле, параметр Хаббла

вдоль магнитного поля будет меньше, чем в изотропной вселенной ФЛРУ. Эта
поправка может быть рассчитана из следующего соотношения

𝑟 = 6
ρ𝐵

ρrad
=

3𝐵2

3𝐻2
FLRW/(8π𝐺)

=
8π𝐺𝐵2

𝐻2
FLRW

, (72)

а также из приближенного равенства

𝑛 ≈ 𝐻FLRW (73)

Получаем систему уравнений

2α+ β

3
= 𝐻FLRW, (74)

α− β
𝐻FLRW

=
8π𝐺𝐵2

𝐻2
FLRW

, (75)
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Найдем из нее β

β = 𝐻FLRW

(︂
1− 16π𝐺𝐵2

3𝐻2
FLRW

)︂
(76)

Оценим второе слагаемое в правой части полученного уравнения. Корень из
него равен

𝐵

𝑚pl𝐻FLRW
≈ 𝐵0

𝑎𝑎̇𝑚pl
=

𝐵0τ0

𝑚pl
≈ 2.4 * 10−4, (77)

где 𝐵0 = 1 нГс, τ0 — параметр для обезразмеривания масштабного фактора (𝑎 =√︁
𝑡
τ0

), он равен времени жизни вселенной с некоторой поправкой, необходимой
для нормировки 𝑎0 = 1.

Получается, что поправка к изотропному параметру Хаббла составляет

16π𝐺𝐵2

3𝐻2
FLRW

≈ 10−6, (78)

и можно ей пренебречь.
Осталось разобраться с разными знаменателями в слагаемых, которые

содержат вторую производную по пространственным координатам. Из-за раз­
личных параметров Хаббла в направлениях вдоль и поперек к магнитному полю,
масштабные факторы растут по-разному. То есть 𝑎 ̸= 𝑏 ̸= 𝑎FLRW. Можно найти
поправку к 𝑎FLRW, просто проинтегрировав β∫︁ 𝑏1

𝑏2

𝑑𝑏

𝑏
=

∫︁ 𝑡1

𝑡2

(︀
1− 10−6

)︀
2𝑡

𝑑𝑡 (79)

Получаем

𝑏2
𝑏1

=

√︂
𝑡2
𝑡1

(1−10−6)
≈
√︂

𝑡2
𝑡1

(︂
1− 10−6 ln

√︂
𝑡2
𝑡1

)︂
. (80)

То есть

𝑏 = 𝑎FLRW
(︀
1− 10−6 ln 𝑎FLRW

)︀
, (81)

𝜕2
𝑥

𝑏2
≈ 𝜕2

𝑥

𝑎2FLRW

(︀
1 + 2 * 10−6 ln 𝑎FLRW

)︀
(82)

Наибольшее значение поправка принимает при 𝑎FLRW = 10−9 из интервала,
который выбран для решения. Так, в начальной точке решения поправка составит
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величину порядка 10−5, далее она будет только уменьшаться, а потому можно
ей пренебречь на всем интервале решения.

Отсюда же можно получить условие малости параметра ξ = 𝑎− 𝑏 отно­
сительно 𝑎FLRW, который был введен в конце раздела 3.1.3 для общего случая
малой анизотропии. Действительно

ξ ∝ 10−6 𝑙𝑛 𝑎FLRW, ξ̇ ∝ 10−6𝑎̇FLRW, ξ̈ ∝ 10−6𝑎̈FLRW, (83)

и смешивания мод метрических возмущений в таком приближении действи­
тельно не будет.

Перепишем (71), приняв во внимание все вышесказанное,[︃
𝜕2
𝑡 + 3𝐻FLRW 𝜕𝑡 −

𝜕2
𝑥 + 𝜕2

𝑦 + 𝜕2
𝑧

𝑎2FLRW

]︃
ℎ𝑥
𝑦 = 16π𝐺𝐵𝑓𝑥

. 𝑧. (84)

Можно показать, что для остальных поляризаций возникнет такая же
поправка из неизотропности фонового пространства, и во всех уравнениях (4.6,
4.7, 4.20) последнее слагаемое слева, меняющее эффективную частоту ГВ, на
самом деле в два раза больше.

Подведем итог: единственная важная поправка, которая вызвана неизотроп­
ностью фонового пространства, заполненного однородным магнитным полем,
— это поправка к фоновому тензору Риччи. Она влечет за собой изменение
уравнений Фридмана (сравнить (91) и (65 – 67)). Эта поправка включает слагае­
мое того же порядка, что и правая часть в уравнениях на тензор метрических
возмущений. Остальными эффектами, такими как отличие параметра Хабб­
ла и масштабных факторов от величин в изотропном пространстве, можно
пренебречь ввиду их малости.

Изменение эффективной частоты, полученное в основной части диссер­
тации, приводит к незначительному эффекту влияния на спектр реликтовых
гравитационных волн, и оно не имеет значения для частот > 10−15 Гц при
рассмотрении эффекта конверсии. Поэтому выше приведенные рассуждения
помещены в приложение.
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Приложение Г
Поправка к электромагнитному ТЭИ из действия Гейзенберга–Эйлера

Используя формулу (3.32) и временно опустив верхнее подчеркивание,
получим ТЭИ из действия Гейзенберга-Эйлера (3.30):

𝑇HE
µν = −𝑔µν𝐶0

[︂
(𝐹αβ𝐹

αβ)2 +
7

4
(𝐹αβ𝐹αβ)

2

]︂
+

+8𝐶0

[︂
(𝐹αβ𝐹

αβ)𝐹µλ𝐹
. λ
ν +

7

4
(𝐹αβ𝐹

αβ)𝐹µλ𝐹
. λ
ν

]︂
, (85)

где последнее слагаемое во второй квадратной скобке получено путем раскрытия
соответствующего слагаемого под интегралом в действии (3.30) следующим
образом:

(𝐹 µν𝐹µν)
2 =

(︁
𝐹 µν𝐹µν

)︁(︁
𝐹αβ𝐹

αβ
)︁
=

=

(︂
1

2
√
−𝑔
εµνλη𝐹λη𝐹µν

)︂(︂√
−𝑔

2
εαβφξ𝐹

φξ𝐹αβ
)︂
. (86)

Такая форма записи убирает зависимость от определителя метрического
тензора, но оставляет зависимость от контравариантного метрического тен­
зора, по которому проводится дифференцирование. Действительно, запишем
выражение так, чтобы остались только ковариантные компоненты электро­
магнитного тензора

(𝐹 µν𝐹µν)
2 =

1

4

(︀
εµνλη𝐹λη𝐹µν

)︀ (︀
εαβφξ𝑔

φρ𝑔ξζ𝐹ρζ𝑔
ασ𝑔βτ𝐹στ

)︀
(87)

Можно воспользоваться другим вариантом записи квадрата свертки ду­
ального и обычного тензоров Максвелла:

(𝐹 µν𝐹µν)
2 =

(︁
𝐹 µν𝐹µν

)︁(︁
𝐹αβ𝐹αβ

)︁
=

=

(︂
1

2
√
−𝑔
εµνλη𝐹λη𝐹µν

)︂(︂
1

2
√
−𝑔
εαβφξ𝐹φξ𝐹αβ

)︂
∝ 1

−𝑔
. (88)

Таким образом, сразу получится выражение, содержащее только ковариантные
компоненты электромагнитного тензора.

Теперь, с учетом меры интегрирования
√
−𝑔 в действии (3.30), у слагаемого

с дуальным тензором остается только зависимость от определителя метрического
тензора в виде ∝ 1/

√
−𝑔.
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Воспользуемся формой записи (88) и получим более простое выражение для
ТЭИ от действия Гейзенберга-Эйлера. А также вернем верхнее подчеркивание
и для краткости опустим немые индексы в некоторых свертках:

𝑇
HE
µν = 𝐶0

{︂
−𝑔µν

[︂
𝐹

4 − 7

4
(𝐹𝐹 )2

]︂
+ 8𝐹

2
𝐹 µλ𝐹

. λ
ν

}︂
. (89)

Разложим (89) до первого порядка по возмущению и запишем выражение для
поправки к ТЭИ из действия Гейзенберга-Эйлера

𝑇HE (1)
µν = 𝐶0

{︀
−ℎµν𝐹

4 − 𝑔µν4𝐹
2 (𝐹𝑓 − 𝐹𝐹ℎ)+

+8𝐹 2
(︀
𝐹µλ𝑓

. λ
ν + 𝑓µλ𝐹

. λ
ν − ℎλα𝐹µλ𝐹να

)︀
+ 16 (𝐹𝑓 − 𝐹𝐹ℎ)𝐹µλ𝐹

. λ
ν

}︀
, (90)

где использовано уравнение (3.24) и обозначения (3.36), а также учтено, что в
отсутствие внешнего электрического поля свертка 𝐹 µν𝐹µν = 0.
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Приложение Д
Уравнение для метрических возмущений для фонового ТЭИ

в модели идеальной жидкости

Примем во внимание уравнения Фридмана

8π𝐺𝑝 = −
(︂
2
𝑎̈

𝑎
+𝐻2

)︂
, 8π𝐺ρ = 3𝐻2. (91)

Положим, что пространственная скорость газа равна нулю 𝑢𝑗 = 0. При этом
𝑢0 = 1.

С учетом (1.34), разложим (1.29) до первого порядка по возмущению. В ре­
зультате для правой части уравнения (3.40) для возмущений метрики получаем:

−16π𝐺𝑇 (1)
µν = −16π𝐺

(︁
𝑇medium(1)
µν + 𝑇EM(1)

µν

)︁
=

= 16π𝐺𝑝ℎµν
[︀
1− δ0µδ0ν

]︀
− 16π𝐺ρℎ00δ

0
µδ

0
ν − 16π𝐺𝑇EM(1)

µν =

= −2

(︂
2
𝑎̈

𝑎
+𝐻2

)︂
ℎµν

[︀
1− δ0µδ0ν

]︀
− 6𝐻2ℎ00δ

0
µδ

0
ν − 16π𝐺𝑇EM(1)

µν , (92)

где в последнем равенстве учтено (91), а скобкой с произведением символов
Кронекера показано, что первое слагаемое не равно нулю только для простран­
ственных компонент тензора ℎµν.

Запишем левую часть уравнений Эйнштейна (3.40) для случая фоновой
метрики ФЛРУ, пока что оставив первые два слагаемых без изменения. Ис­
пользуя (1.25, 3.56) и (92), получаем

𝐷2ℎµν − 2ℎαβ𝑅αµνβ − 𝑔µν

[︂
1

2
𝜕2ℎ− 3

𝑎̈

𝑎
ℎ00 −

(︂
𝑎̈

𝑎
+ 2𝐻2

)︂
ℎ𝑖
𝑖

]︂
−

−6𝐻2ℎ00δ
0
µδ

0
ν−2

(︂
2𝑎̈

𝑎
+𝐻2

)︂
ℎµν

[︀
1− δ0µδ0ν

]︀
=

= −2

(︂
2
𝑎̈

𝑎
+𝐻2

)︂
ℎµν

[︀
1− δ0µδ0ν

]︀
− 6𝐻2ℎ00δ

0
µδ

0
ν − 16π𝐺𝑇EM(1)

µν . (93)

Теперь можно сократить одинаковые слагаемые в левой и правой частях урав­
нения. Тогда

𝐷2ℎµν − 2ℎαβ𝑅αµνβ − 𝑔µν
[︀
1
2𝜕

2ℎ− 3 𝑎̈
𝑎ℎ00 −

(︀
𝑎̈
𝑎 + 2𝐻2

)︀
ℎ𝑖
𝑖

]︀
= −16π𝐺𝑇

EM(1)
µν . (94)
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