


Оглавление

Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

Глава 1: Обзор исследований задач о покрытии и упаковке . . . . . . . . . 14

1.1 Прикладные задачи, приводящие к задачам о покрытии и упаковке . 14

1.2 Обзор исследований задачи о покрытии . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.2.1 Задача о покрытии на плоскости . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.2.2 Задача о покрытии в Ed, d ≥ 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3 Обзор исследований задачи об упаковке. . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.3.1 Задача об упаковке на плоскости . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.3.2 Задача об упаковке в Ed, d ≥ 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.4 Численные методы решения задач покрытия и упаковки . . . . . . . 26

1.4.1 Метод «Bottom-Left» . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.4.2 Метод «Итерационный локальный поиск» . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.4.3 Диаграмма Вороного . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.4.4 Оптико-геометрический подход. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.4.5 Бильярдное моделирование . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

1.5 Вывод по главе 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

Глава 2: Математические модели покрытий и упаковок на поверхностях

вращения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.1 Математическая формализация . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.2 Геодезическое расстояние на поверхности . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.2.1 Геодезическое расстояние на сфере . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.2.2 Геодезическое расстояние на боковой поверхности цилиндра. . . . . . . 47

2.2.3 Геодезическое расстояние на боковой поверхности конуса . . . . . . . . 48

2.2.4 Геодезическое расстояние на эллипсоиде . . . . . . . . . . . . . . . 49

2



3

2.3 Свойства геодезического расстояния на сфере. . . . . . . . . . . . . 52

2.3.1 Проектирование сферического сегмента на плоскость. . . . . . . . . . 52

2.3.2 Упаковка геодезических кругов в сферический сегмент . . . . . . . . . 55

2.3.3 Покрытие сферических сегментов геодезическими кругами . . . . . . . 58

2.4 Геометрические методы для построения покрытия на поверхности вра-

щения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

2.4.1 Для сферы. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

2.4.2 Для боковой поверхности цилиндра. . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

2.5 Вычислительные алгоритмы решения задач покрытия и упаковки . . 74

2.5.1 О методе решения задач о покрытии и об упаковке. . . . . . . . . . . 74

2.5.2 Задача о покрытии и об упаковке на сфере или сферическом сегменте . . 74

2.5.3 Задача о покрытии и упаковке на поверхности цилиндра и конуса . . . . 79

2.5.4 Задача о покрытии и упаковке на эллипсоиде . . . . . . . . . . . . . 83

2.6 Выводы по главе 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

Глава 3: Описание и комплекса программ и решение тестовых задач . . . 90

3.1 Описание комплекса программ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

3.1.1 Общая структура комплекса программ . . . . . . . . . . . . . . . . 91

3.1.2 Обработка данных в комплексе программ . . . . . . . . . . . . . . . 93

3.2 Вычислительные эксперименты . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

3.2.1 Покрытие сферы равными сферическими сегментами . . . . . . . . . 98

3.2.2 Упаковка равных сферических сегментов на сфере . . . . . . . . . . . 102

3.2.3 Упаковка равных геодезических кругов в сферический сегмент . . . . . 104

3.2.4 Покрытие сферического сегмента равными геодезическими кругами . . . 106

3.2.5 Покрытие поверхности цилиндра и конуса равными шарами . . . . . . 109

3.2.6 Упаковка равных шаров на боковой поверхности цилиндра и конуса . . . 114

3.2.7 Покрытие эллипсоида равными шарами. . . . . . . . . . . . . . . . 118

3.2.8 Упаковка равных шаров на эллипсоиде . . . . . . . . . . . . . . . . 121

3.3 Выводы по главе 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

Глава 4: Решение прикладных задач . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

4.1 Применение покрытия эллипсоида в медицине при настройке генера-

торов гамма-излучения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

4.1.1 Предметное описание объекта исследования . . . . . . . . . . . . . . 124



4.1.2 Математическая модель . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

4.1.3 Вычислительный эксперимент . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

4.2 Применение упаковки сферического сегмента для проектирования сфе-

рической фокальной поверхности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

4.2.1 Предметное описание объекта исследования . . . . . . . . . . . . . . 133

4.2.2 Математическая модель . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

4.2.3 Вычислительный эксперимент . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

4.3 Применение упаковки сферы для построения равноугольных жестких

фреймов и сферических кодов в пространстве E3 . . . . . . . . . . . 138

4.3.1 Предметное описание объекта исследования . . . . . . . . . . . . . . 138

4.3.2 Математическая модель . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

4.3.3 Вычислительный эксперимент . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

4.4 Применение упаковки полусферы и сферы для проектирования гео-

дезического спутника. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

4.4.1 Предметное описание объекта исследования . . . . . . . . . . . . . . 147

4.4.2 Математическая модель . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

4.4.3 Вычислительный эксперимент . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

4.5 Выводы по главе 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

Приложение A: Свидетельства . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

Приложение Б: Акт . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

Литература . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161



Введение

Актуальность исследования: Исследование, анализ и эффективное распределе-

ние ресурсов на определенной территории является одной из современных задач оптими-

зации, которая с математической точки зрения есть задача размещения – поиск оптималь-

ного расположения объектов в заданном множестве. Двумя наиболее распространенными

классами задач размещения являются задачи построения тончайших покрытий и плотней-

ших упаковок. Построение покрытия заключается в размещении геометрических объектов

в ограниченном множестве таким образом, чтобы множество целиком лежало в объеди-

нении этих объектов. В задаче об упаковке требуется разместить объекты так, чтобы они

располагались внутри множества, не пересекаясь друг с другом. Важным показателем для

оценки качества размещения является плотность – как отношение суммы площадей раз-

мещаемых объектов к площади множества. Качество покрытия тем лучше, чем плотность

меньше, а для упаковки, наоборот – чем больше плотность, тем лучше.

Задачи покрытия и упаковки в некотором смысле являются взаимно обратными и

имеют долгую историю исследований, которая началась в XVII веке с гипотезы Кепле-

ра [159]. В дальнейшем такие задачи рассматривали Л. Ф. Тот [238, 239], Дж. Б. М. Ме-

лиссен [182–185], К. Дж. Нурмела [195–197], Ш. И. Галиев [20, 21], Ю. Г. Стоян [225, 226],

T. Тарнай [230–232], Р. Кершнер [160], В. С. Брусов [11], З. Гаспар [125, 126], Т. С. Хей-

лз [136,137] и многие другие. Первоначально исследования были сосредоточены на реше-

нии задач покрытия и упаковки для простых геометрических объектов: круг и правильные

многоугольники, в качестве покрывающих или упаковываемых объектов использовались

равные круги. При малом числе кругов оптимальные покрытия найдены для квадрата,

круга и равностороннего треугольника в работах Г. Ф. Тота [241, 242], Дж. Б. М. Мелис-

сена [182, 183, 185], А. Хеппес [139], К. Дж. Нурмелы [195] и др. В случае большого чис-

ла кругов решения строились приближенно, применялись эвристический метод Вороного

(В. С. Брусов [11], Ш. И. Галиев [20, 21]), методы линейного программирования (М. Кар-

дей [102], М. Касацца [103]), генетические алгоритмы (A. B. Подлазова [58], А. Борт-

фельдт [99]), методы непрерывной оптимизации (А. Л. Казаков [34, 35], К. Дж. Нурме-

ла [196]) и другие.

В дальнейшем исследования и методы решения задач покрытия и упаковки бы-

ли расширены до трехмерного пространства и выше. В работах Г. Ф. Тота [240, 242],

Ю. Г. Стояна [63, 226], К. А. Роджерса [209], И. Думера [116–118], Дж. Х. Конвея [107],
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А. Бездека [88,89] и др. рассматривались задачи покрытия равными шарами таких трех-

мерных поверхностей, как сфера и куб. Результаты исследования нашли практическое

применение в области цифровой обработки данных [107] и проектирования спутниковых

сетей [54–56]. В настоящее время активно изучается задача покрытия эллипсоида равны-

ми шарами, которая, в частности, возникает в медицине при настройке аппаратуры для

лечения опухолей гамма-лучами [113,174].

Задача упаковки равных шаров на сфере, аналогичная известной задаче Таммеса,

также активно изучалась в работах К. Берецкого [86], Л. Ф. Тота [64,237], К. Шутте [214],

Л. Данцера [112], Р. М. Робинсона [206], О. Р. Мусина [190–192], Н. Дж. А. Слоана [218,219],

Т. Тарнаи [230,231] и др. Некоторые полученные результаты применялись при построении

сферических кодов в теории кодирования и передачи информации на большие рассто-

яния [107]. Для решения таких задач покрытия и упаковки применяются метод итера-

тивной оптимизации (М. Маккей [180], Б. Клэр [106]), метод с наименьшей плотностью

(И. Думер [117,118], К. А. Роджерс [209]), подход к минимизации потенциальной функции

(Э. Г. Биргин [92, 93], А. Гроссо [133]) и др. Отметим, что данные методы применимы

только для решения задачи покрытия и упаковки для сферы и куба. Для поверхностей

вращения, таких как эллипсоиды, конусы и цилиндры, не существует специального метода

решения.

Наконец, в технологии цифровой съемки на больших расстояниях проектируется

сферическая фокальная поверхность [110]. Отсюда возникает задача плотнейшей упаков-

ки в сферический сегмент специальных объектов – геодезических кругов. До настоящего

времени изучались в двумерном пространстве в немногих работах И. Вигана [247], Г. Ра-

банки [205], М. Г. Боргельт [98] и др. Задача упаковки геодезических кругов для поверхно-

стей вращения изучена мало. Здесь обычно применяются сферические упаковки равных

шаров (Х. С. Сон [222]), однако этот метод не гарантирует получение оптимальных упа-

ковок и требует больших затрат процессорного времени.

При решении ряда задач покрытия и упаковки, возникающих в приложениях, на-

пример, в логистике [12,30,32], необходимо учитывать неравномерную скорость перемеще-

ния по поверхности, что, в свою очередь, приводит к необходимости введения специальной

неевклидовой метрики, в которой мерой удаленности двух точек служит наименьшее вре-

мя перемещения между ними. Задача о покрытии и упаковке с неевклидовыми метрика-

ми относительно мало изучены, отметим в этой связи работы А. Л. Казакова [34,35,153],

А. А. Лемперт [171,172], П. Д. Лебедева [51], однако поверхности вращения, кроме сферы

(в евклидовом пространстве), в них не рассматриваются.
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Таким образом, задача построения оптимальных покрытий и упаковок для поверх-

ностей вращения, в том числе, с неевклидовой метрикой, равными шарами или геодези-

ческими кругами является актуальной как с точки зрения вычислительной математики,

так и математического моделирования.

Объект и предмет исследования. Объект исследования: поверхности вращения,

для которых необходимо определить оптимальное расположение покрывающих и упаковы-

ваемых фигур – шаров или геодезических кругов. Предмет исследования: математические

модели размещения покрывающих и упаковываемых фигур на поверхностях вращения,

представленные в виде задач непрерывной оптимизации и численные методы их решения.

Цель и задачи исследования. Целью диссертационной работы является разра-

ботка модельно-алгоритмического инструментария решения задач размещения фигур с

предопределенными свойствами в трехмерном пространстве на основе построения покры-

тий и упаковок для поверхностей вращения, и его применение для решения прикладных

задач. Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие задачи:

1. Выполнить математическую формализацию задач о покрытии и упаковке для

поверхностей вращения в форме задач непрерывной оптимизации.

2. Доказать теорему и утверждения о свойствах геодезического расстояния, на ос-

нове чего разработать метод построения начального приближения для решения задач по-

крытия и упаковки геодезических кругов в сферический сегмент.

3. Разработать вычислительные алгоритмы для решения задачи оптимизации на ос-

нове оптико-геометрического подхода и диаграммы Вороного и доказать для них теоремы

о релаксационности.

4. Создать комплекс программ, реализующий предложенные численные алгоритмы.

Провести вычислительные эксперименты, чтобы проверить работоспособность алгоритма

и убедиться в корректности вычислений.

5. Идентифицировать модели для конкретных прикладных задач из области ме-

дицины и цифровой обработки. Исследовать эти модели, используя созданный комплекс

программ.

Методы исследования. Исследования выполнены с использованием методов ма-

тематического моделирования, непрерывной оптимизации, теории аппроксимации и ма-

тематической статистики. Для реализации модели используются методы вычислительной

геометрии, численные методы решения дифференциальных уравнений и бильярдное мо-

делирование. Оценка результатов расчетов проводилось с использованием методов стати-

стической обработки данных.
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Научная новизна исследования раскрывается в следующих аспектах:

1. Построены математические модели покрытия и упаковки равными шарами и

геодезическими кругами для поверхностей вращения. Впервые для решения рассматрива-

емых задач были предложены модели, допускающие использование специальной метрики,

характеризующей свойства моделируемого объекта.

2. Впервые предложены численные методы для построения геодезической диаграм-

мы Вороного на поверхностях вращения с помощью оптико-геометрического подхода, учи-

тывающие различные скорости световой волны, для которых доказаны теоремы о релак-

сационности.

3. На основе оптико-геометрического подхода были созданы новые численные алго-

ритмы, позволяющие решать задачи о покрытии и упаковке для поверхностей вращения.

В отличие от известных методов, эти алгоритмы могут работать не только на сфере, но и

на других поверхностях вращения.

4. Доказаны строгие математические утверждения о свойствах геодезического рас-

стояния, на основе которых разработан метод построения начального приближения для

задач покрытия и упаковки геодезических кругов в сферический сегмент.

5. Разработан новый комплекс программ, который использует предложенные чис-

ленные алгоритмы и позволяет получать решения различных прикладных задач.

Достоверность и обоснованность. Достоверность подтверждается сопоставле-

нием с известными научными результатами. Полученные результаты согласуются с экспе-

риментальными данными и не противоречат результатам других исследователей. В пред-

ложенном методе используются корректные математические преобразования и строго до-

казанные утверждения.

Теоретическая значимость заключается в том, что полученные результаты спо-

собствуют развитию методов математического моделирования, численных методов опти-

мизации, а также вносят вклад в развитие численных методов для решения различных

задач покрытия и упаковки. Способ введения равномерной сетки для построения диаграм-

мы Вороного на поверхностях вращения вносит вклад в развитие теории аппроксимации и

вычислительной геометрии. Доказанные утверждения о свойствах геодезического рассто-

яния вносят вклад в развитие теории оптимизации, а утверждения о свойствах алгоритмов

– вычислительной математики.

Практическая значимость состоит в том, что разработанный комплекс программ

позволяет построить решение задачи настройки гамма-излучения при лечении опухоли го-

ловного мозга и задачи проектирования сферической фокальной поверхности с большим
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количеством датчиков. Кроме того, предложенные численные алгоритмы могут быть ис-

пользованы для решения других прикладных задач, таких как создание сферических ко-

дов, проектирование систем видеонаблюдения и физической защиты.

Результаты диссертационного исследования могут использованы студентами раз-

личных специальностей при изучении курсов «Методы оптимизации», «Исследование опе-

раций», «Системный анализ».

Апробация результатов исследования

Основные результаты диссертационного исследования были представлены на сле-

дующих научных конференциях:

X Международный семинар «Критические инфраструктуры в цифровом мире IWCI–

2023» (Иркутская область, п. Большое Голоустное, 2023);

Международная (55-я Всероссийская) молодежная школа-конференция «Современ-

ные проблемы математики и ее приложений» (г. Екатеринбург, 2024);

XI Международный семинар «Критические инфраструктуры в цифровом мире IWCI–

2024» (Иркутская область, п. Большое Голоустное, 2024);

XXIII Международная конференция «Теория математической оптимизации и ис-

следование операций MOTOR–2024» (г. Омск, 2024);

6-я международная конференция «Динамические системы и компьютерные науки:

теория и приложения DYSC–2024» (г. Иркутск, 2024);

Baikal Solver Workshop 2024 «Mathematical Optimization and Operations Research»

(г. Красноярск, 2024);

Международная (57-я Всероссийская) молодежная школа-конференция «Современ-

ные проблемы математики и ее приложений» (г. Екатеринбург, 2025);

Всероссийская конференция «Теория управления и математическое моделирова-

ние» (СТММ 2025) (г. Ижевск, 2025);

XXIV Международная конференция «Теория математической оптимизации и ис-

следование операций MOTOR–2025» (г. Новосибирск, 2025).

Результаты диссертационного исследования опубликованы в 16 научных работах,

из них 4 статьи в журналах, входящих в Перечень ВАК по профилю 1.2.2; 4 статьи в изда-

ниях, индексируемых в международных базах WoS и Scopus. Получены 3 свидетельства о

государственной регистрации программы для ЭВМ и 1 сертификат о победе в первом эта-

пе челлендж-конкурса по решению прикладных задач 23-й Международной конференции

MOTOR-2024.

Основные результаты исследования опубликованы в следующих работах.
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Издания, входящие в Перечень ВАК РФ:

1. Нгуен Д. М. О задаче покрытия сферических фигур равными сферическими

сегментами / А. А. Лемперт, П. Д. Лебедев, Д. М. Нгуен // Тр. Ин-та математики и

механики УрО РАН. – 2024. – Т. 30, No. 1. – C. 142–155. DOI: 10.21538/0134-4889-2024-30-

1-142-155.

2. Nguyen D. M. On Covering of Cylindrical and Conical Surfaces with Equal Balls /

A. L. Kazakov, A. A. Lempert, D. M. Nguyen // The Bulletin of Irkutsk State University.

Series Mathematics. – 2024. – Vol. 48. – P. 34—48. DOI: 10.26516/1997-7670.2024.48.34.

3. Нгуен Д. М. О методе упаковки геодезических кругов в сферический сегмент с

использованием плоской проекции / А. Л. Казаков, А. А. Лемперт, Д. М. Нгуен // Изве-

стия Института математики и информатики Удмуртского государственного университета.

– 2025. – Т. 65. – C. 36–53. DOI: 10.35634/2226-3594-2025-65-03.

4. Нгуен Д. М. Покрытие эллипсоида равными шарами / Д. М. Нгуен // System

Analysis & Mathematical Modeling. – 2025. – Т. 7, No. 2. – C. 274–289. DOI: 10.17150/2713-

1734.2025.7(2).274-289.

Издания, индексируемые в базе данных WoS:

5. Nguyen D. M. On the problem of the densest packing of spherical segments into

a sphere / D. T. Vu, T. B. Phung, A. A. Lempert, D. M. Nguyen // Management and

Administrative Professional Review. – 2023. – Vol. 14, Iss. 11. – P. 19307—19323. DOI: 10.7769/gesec.v14i11.3021.

Издания, индексируемые в базе РИНЦ:

6. Nguyen D. M. Numerical Algorithm for Covering Surfaces of Revolution by Balls with

Equal Radii / Nguyen D. M. // Modern Technologies and Scientific and Technological Progress,

2024. Vol. 2024, № 1. P. 156–158. DOI: 10.36629/2686-9896-2024-1-156-158.

7. Нгуен Д. М. О покрытии поверхностей вращения равными шарами / А. Л. Каза-

ков, А. А. Лемперт, Д. М. Нгуен // Современные проблемы математики и ее приложений.

Тезисы докладов Международной молодежной школы-конференции. Екатеринбург: ИММ

УрО РАН, 2024. – С. 48-49.

8. Нгуен Д. М. О построении покрытия эллипсоида равными шарами / А. Л. Каза-

ков, А. А. Лемперт, Д. М. Нгуен // Материалы 6-й Международной конференции «Дина-

мические системы и компьютерные науки: Теория и приложения – DYSC 2024». Иркутск:

ИГУ, 2024. – P. 111–113.

9. Нгуен Д. М. О методе упаковки геодезических кругов в сферический сегмент с

использованием плоской проекции / Д. М. Нгуен // Современные проблемы математики
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и ее приложений: Тезисы докладов Международной молодежной школы-конференции.

Екатеринбург: ИММ УрО РАН, 2025.

Прочие издания:

10. Nguyen D. M. On the problem of covering three-dimensional bodies by spherical

segments / A. L. Kazakov, D. M. Nguyen // Proceeding of International Workshop «Critical

Infrastructures in the Digital World IWCI 2023». Irkutsk: ИСЭМ СО РАН, 2023. – P. 41.

11. Nguyen D. M. Contruction of covering of surfaces of revolution with geodesic circles /

A. L. Kazakov, D. M. Nguyen // Proceeding of International Workshop «Critical Infrastructures

in the Digital World IWCI 2024». Irkutsk: ИСЭМ СО РАН, 2024. – P. 17.

12. Nguyen D. M. A heuristic algorithm for the problem of geodesic circles packing /

A. A. Lempert, A. L. Kazakov, D. M. Nguyen // Сборник тезисов XXIII Международной

конференции «Теория математической оптимизации и исследование операций – MOTOR

2024». Омск: ОмГУ, 2024. – C. 61–62.

13. Nguyen D. M. On Suboptimal Balls Packing in a Multidimensional Space / A. A. Lempert,

D. M. Nguyen // Materials «Baikal Solver Workshop 2024 – Mathematical Optimization and

Operations Research». Krasnoyarsk, 2024.

Свидетельства о регистрации программ для ЭВМ:

14. Нгуен Д. М. Построение покрытий трехмерных поверхностей шарами / Нгу-

ен Д. М., А. А. Лемперт, А. Л. Казаков // Свидетельство о гос. регистрации программы

для ЭВМ. № 2024613801 от 15.02.2024. М.: Федеральная служба по интеллектуальной соб-

ственности. — 2024.

15. Нгуен Д. М. Построение покрытий эллипсоида равными шарами / Нгуен Д. М.,

А. Л. Казаков, А. А. Лемперт // Свидетельство о гос. регистрации программы для ЭВМ.

№ 2025617354 от 25.03.2025. М.: Федеральная служба по интеллектуальной собственности.

— 2025.

16. Нгуен Д. М. Построение упаковки равных гиперкругов на гиперсфере / Нгу-

ен Д. М., А. А. Лемперт, А. Л. Казаков // Свидетельство о гос. регистрации программы

для ЭВМ. № 2025617890 от 31.03.2024. М.: Федеральная служба по интеллектуальной соб-

ственности. — 2025.

Тематика работы соответствует следующим пунктам паспорта специальности 1.2.2:

- пункт 1. «Разработка новых математических методов моделирования объектов и

явлений» – в части математической формализации задачи о покрытии равными объектами

поверхностей вращения и задачи об упаковке равных объектов на поверхностях вращения;
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- пункт 3. «Реализация эффективных численных методов и алгоритмов в виде ком-

плексов проблемно-ориентированных программ для проведения вычислительного экспе-

римента» – в части разработки и реализации численных алгоритмов в виде комплекса

программ «Покрытия и упаковки для поверхностей вращения»;

- пункт 8. «Комплексные исследования научных и технических проблем с приме-

нением современной технологии математического моделирования и вычислительного экс-

перимента» – в части решения модельных и прикладных задач из области медицины и

цифровой обработки изображений.

Личный вклад. Все результаты, представленные в данной диссертации, получены

лично соискателем. Постановки задач о покрытии и об упаковке для поверхностей вра-

щения выполнены А. Л. Казаковым. В совместных работах А. А. Лемперт принадлежит

алгоритм распространения волны в оптически неоднородной среде, П. Д. Лебедеву – гео-

метрический метод построения покрытия и упаковки. В комплексе программ «Покрытия

и упаковки для поверхностей вращения» архитектура комплекса программ разработана

А. Л. Казаковым, интерфейс разработан А. А. Лемперт, разработка алгоритма поддержки

и программная реализация всех модулей принадлежит автору диссертации.

Структура и объем работы. Диссертационная работа состоит из введения, че-

тырех глав, заключения и списка литературы из 255 наименований. Объем диссертации

— 176 страницы, включая 82 рисунка и 29 таблицы.

Кратко изложим содержание основных разделов диссертационной работы:

В главе 1 представлен обзор исследований, посвященных задачам покрытия и

упаковки на плоскости, сфере и для выпуклых объектов. Описаны наиболее известные

и эффективные численные методы решения задач покрытия и упаковки на плоскости и

сфере. Приведено описание оптико-геометрического подхода и метода бильярдного моде-

лирования, а также обсуждена возможность их применения для решения задач покрытия

и упаковки для поверхностей вращения.

В главе 2 выполнена математическая формализация задач о покрытии и упаков-

ке для поверхностей вращения в форме задач непрерывной оптимизации. Обсуждаются

различные варианты постановок задач, которые приводят к необходимости применения

различных типов и способов модификации математической модели. Рассматриваемые по-

верхности включают сферу, боковую поверхность цилиндра, боковую поверхность конуса,

эллипсоид и их сегменты, в том числе в неевклидовой метрике. Для решения задач раз-

работаны новые численные алгоритмы на основе оптико-геометрического подхода и диа-

граммы Вороного. В данной главе также доказаны строгие математические утверждения
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о свойствах геодезического расстояния, на основе которых разработан метод построения

начального приближения для задач покрытия и упаковки геодезических кругов в сфери-

ческий сегмент, и о релаксационности предложенных алгоритмов.

В главе 3 представлен комплекс программ «ПУПоВ» (Покрытия и упаковки для

поверхностей вращения). Комплекс разработан на языке программирования C# в среде

Visual Studio 2022 и включает в себя четыре основных модуля, соответствующих четырем

поверхностям: сфера, эллипсоид, боковая поверхность цилиндра и боковая поверхность

конуса. Каждый модуль содержит функции для ввода данных, изменения параметров ал-

горитма и сохранения результатов. В данной главе также представлены примеры, позво-

ляющие оценить точность предложенных алгоритмов и работоспособность разработанного

комплекса программ. При исследовании использовались как евклидова, так и различные

неевклидовы метрики.

В главе 4 представлены решения 4 прикладных задач с использованием комплек-

са программ «ПУПоВ»: задача о настройке оборудования для лечения опухолей голов-

ного мозга гамма-излучением; задача размещения датчиков на сферической фокальной

поверхности; задача построения равноугольных жестких фреймов, а также задача разме-

щения отражателей на поверхности геодезического лазерного спутника. Для всех задач

представлены предметные и математические модели, выполнено численное решение. По

результатам расчетов сделаны выводы и высказаны содержательные рекомендации.

В заключении сформулированы выводы по диссертационной работе.



Глава 1: Обзор исследований задач о покрытии и упаковке

Исследование, анализ и эффективное распределение ресурсов и объектов на опреде-

ленной территории является одной из современных задач оптимизации, имеющей важное

прикладное значение. C математической точки зрения необходимо решить задачу разме-

щения, т.е. поиск оптимального расположения объектов в заданном множестве. Двумя

наиболее распространенными классами задач размещения являются задачи построения

тончайших покрытий и плотнейших упаковок.

Построение покрытия заключается в размещении геометрических объектов в огра-

ниченном множестве таким образом, чтобы множество целиком лежало в объединении

этих объектов.

В задаче об упаковке требуется разместить объекты так, чтобы они располагались

внутри множества не пересекаясь друг с другом.

1.1 Прикладные задачи, приводящие к задачам о покрытии и упаковке

Задача об упаковке имеет давнюю историю, восходящую задаче укладки пушечных

ядер так, чтобы они занимали как можно меньше места. При ее решении И. Кеплер [159]

в 1611 году выдвинул гипотезу о том, что способ расположения сфер одинакового раз-

мера в форме пирамиды обеспечивает самую высокую среднюю плотность заполнения

пространства среди всех возможных вариантов, которая составляет π

2
√
3

[159] (см. рис.

1.1). Заметим, что строгое математическое доказательство гипотезы было выполнено про-

фессором Томасом Хейлсом и его коллегами лишь в 2017 году с помощью компьютерной

программы под названием Flyspeck [135,136].

Рис. 1.1: Гранецентрированная кубическая упаковка.

Наиболее очевидным практическим применением задачи упаковки в промышлен-

14
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ности является задача раскроя листового материала. Цель этой задачи – разрезать лист

материала на части одинакового или заданного размера, либо вырезать определенные фи-

гуры, как простой формы – круги, квадраты, треугольники, так и более сложной [104,140].

В работах [91,109,114] рассматривается задача упаковки, которая связана с загруз-

кой контейнеров. Если нужно разместить цилиндры в кубическом контейнере, учиты-

вая круглое сечение цилиндров и квадратное – контейнера, эта задача сводится к задаче

упаковки равных кругов в квадрат. Нелинейная оптимизационная модель, позволяющая

определить, существует ли способ расположить N кругов заданного радиуса r в прямо-

угольник заданного размера A×B, предложена в работе [91]. Задача размещения кабелей

с круговым сечением в трубе большего размера приводит к задаче упаковки кругов в

круг [104,249], также задача упаковки возникает при размещении приборов на приборной

панели [104]. Кроме того, задача упаковки находит свое применение при проектировании

поверхности геодезических спутников, когда на ней необходимо разместить набор круглых

отражателей таким образом, чтобы они не перекрывали друг друга [105, 189], что экви-

валентно упаковке сферических сегментов на сфере. Аналогичная задача возникает при

создании сферической фокальной поверхности гигапиксельной камеры. Линза камеры, на

которой необходимо разместить имеющие форму круга микро-оптические устройства так,

чтобы они были упакованы как можно плотнее, рассматривается как сферический сегмент

с определенным угловым размером [222].

В работе [48] рассматривается прикладная задача динамической упаковки в кон-

тейнеры, возникающая в облачных вычислениях. Требуется разместить множество вирту-

альных машин с заданными характеристиками на двухузловых серверах, минимизируя их

общее количество. Ключевая особенность задачи – разделение больших виртуальных ма-

шин между узлами одного сервера, что отличает ее от классических задач упаковки. Для

решения задачи применяется эвристический алгоритм на основе метода генерации столб-

цов. Нижние оценки оптимума вычисляются путем решения статической задачи упаковки

в ключевые моменты времени с пиковой нагрузкой. Для построения допустимого решения

(верхней оценки) полученное статическое расписание расширяется на все временное окно

с помощью алгоритма «Первый подходящий» (First Fit).

В теории кодирования задача упаковки важна при построении сферических кодов,

позволяющих передавать данные на большие расстояния. Сферические коды для табли-

цы символов описывается как шар, на поверхности которого расположены сферические

сегменты, и каждый сферический сегмент представляет собой символ в таблице. При пе-

редаче сигнала шар касается других шаров, и сигнал передается через точку контакта на
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шаре. Точка контакта находится на том сегменте, на котором будет передаваться соответ-

ствующий символ этого сегмента [45]. Для построении сферических кодов для таблицы

из N символов необходимо найти оптимальную упаковку N сферических сегментов на

сфере [218–220].

Задача о покрытии множества возникает в ряде практических областей, где требу-

ется оптимальным образом выбрать подмножество элементов (ресурсов, объектов, услуг),

чтобы удовлетворить все необходимые требования. Наиболее ярким примером является

задача оптимального размещения объектов (Facility Location), когда необходимо разме-

стить минимальное число объектов (складов, магазинов, серверов), чтобы покрыть все

точки спроса [236]. Построение оптимальных покрытий требуется при проектировании

сенсорных сетей [1,7,9,253,254], разработке систем позиционирования и мониторинга [101],

в цифровой обработке [80], в транспортной логистике [12, 30], коммуникации [70, 216] и в

других областях.

При проектировании энергоэффективной системы мониторинга объектов с исполь-

зованием беспроводных сенсоров необходимо решить задачу определения местоположения

сенсоров в заданной области таким образом, чтобы каждая точка в этой области была по-

крыта как минимум одним сенсором. В настоящее время сенсоры могут автоматически

регулировать свою зону мониторинга, в связи с чем возникает задача построения мини-

мальных покрытий плоской области кругами. Это позволит сэкономить электроэнергию и

увеличить время функционирования сенсоров [1, 9]. Зоны действия сенсоров могут пред-

ставлять собой круги разного радиуса, а также эллипсы [8, 9, 253, 254]. Аналогичные про-

блемы возникают при размещении базовых станций, пожарных станций, станций скорой

помощи и т.п. (Emergency Facility Location) [11,15,19,83].

Задача о покрытии трехмерных поверхностей возникает при проектировании си-

стем искусственных спутников, покрывающих часть или всю поверхность Земли. Постро-

ение такой системы можно рассматривать как задачу покрытия сферы шарами [16, 17,

54, 55]. Рассматривались различные модели в зависимости от структуры и орбиты спут-

ника. В работе [54] рассматривается задача проектирования мультиспутниковой системы

на круговой орбите для глобального и непрерывного покрытия. В [16, 17] также описана

система спутников на круговых орбитах для непрерывного наблюдения за Землей, при-

чем с использованием минимально возможного числа спутников. Что касается спутников

с эллиптическими орбитами, то в работе [26] также описана система спутников связи,

покрывающих всю поверхность Земли. В [28] проводится оценка способности спутников

обеспечить полное покрытие; Земля рассматривается как шар, поверхность Земли – сфера,
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а зоны покрытия спутников – равные сферические сегменты.

Для обеих задач важным показателем для оценки качества размещения является

плотность – отношение суммы площадей размещаемых объектов к площади множества.

Качество покрытия тем лучше, чем плотность меньше, а для упаковки, наоборот, чем

больше плотность, тем лучше.

Следующие разделы данной главы посвящены обзору и анализу исследований задач

о покрытии и упаковке и методов их решения.

1.2 Обзор исследований задачи о покрытии

1.2.1 Задача о покрытии на плоскости

Можно сказать, что исследования задачи о покрытии начались в начале XX века

с изучения простых задач на плоскости. В 1915 году Э.Х. Невилл [194] предложил способ

покрытия большего круга пятью равными кругами меньшего радиуса, основанный на по-

пулярной в то время игре, в которой требовалось замаскировать красный круг, используя

пять металлических дисков так, чтобы красный круг не был виден. Однако предложенный

метод оказался неточным и впоследствии был пересмотрен К. Бексдеком [88].

В 1939 году исследования задачи о разбиениях и покрытиях плоскости были про-

ведены известным русским математиком А.Л. Александровым. В работе [2] он доказал

теоремы, связанные с покрытием плоскости компактными множествами. Так, показано,

что любое конечное множество на плоскости может быть покрыто конечным числом об-

ластей, границами которых являются замкнутые кривые L1, L2,... и как бы они ни были

заданы, для этих кривых найдется число n, достаточно большое, так что число областей,

касательных к кривой Ln, будет не меньше 6.

П. Кершнер занимался изучением задачи о покрытии, исследуя расположение сот в

улье — фигуры, образованной соединением правильных шестиугольников. Он установил,

что такая структура позволяет достичь двух оптимальных конфигураций. Если рассмот-

реть окружность, вписанную в каждый шестиугольник, то можно получить максимально

плотное расположение непересекающихся окружностей на плоскости [160]. Эта идея также

используется при доказательстве гипотезы Кеплера в двумерном случае [135,136,159].

Если же рассмотреть окружности, описанные вокруг каждого шестиугольника, эти

окружности покрывают плоскость самым тонким слоем (см. рис. 1.2). В [160] показано,

что минимальная плотность однократного покрытия плоскости составляет 2π
√
3

9
. В 1949

году, основываясь на важных результатах об оценке плотности однократного покрытия,

C. Верблюнский предложил оценки минимального количества единичных кругов, необхо-
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димых для покрытия квадрата [244].

Рис. 1.2: Тончайшее покрытие в евклидовой плоскости.

В конце XX — начале XXI века исследования по данной задаче значительно активи-

зировались. В 1971 году в работе [11] В.С. Брусов и С.А. Пиявский разработали алгоритм,

основанный на методе локального поиска и диаграмме Вороного для решения задачи по-

крытия квадрата равными кругами, и представили наилучшие результаты для покрытий

n ≤ 15 кругами. Можно сказать, что были это первые наилучшие (best-of-known) результа-

ты решения задачи покрытия квадрата равными кругами. В 1995 году была опубликована

работа Т. Тарнаи [232], в которой были теоретически построены и обоснованы оптималь-

ные покрытия квадрата равными кругами для случаев, когда количество кругов не пре-

вышает 10. В [196] К.Дж. Нурмела использовал квазиньютоновский метод с обновлением

секущей BFGS для поиска наилучших покрытий квадрата n ≤ 30 равными кругами. В

работе [225] Ю.Г. Стоян модифицировал метод возможных направлений для нахождения

локального минимального радиуса круга, покрывающего квадрат. Оптимальность покры-

тий доказана для n ≤ 72, n = 81, n = 100 кругов.

Задача о покрытии на плоскости не ограничивается покрытием квадрата равными

кругами, она рассматривается в различных вариациях, включая покрытие треугольника

и других многоугольников, круга и эллипса; покрытие кругами разного радиуса; задачу

покрытия с различными неевклидовыми метриками, а также многократное покрытие. В

2000 году в статье [197] К.Дж. Нурмела предложил наилучшую конфигурацию покры-

тия для правильных многоугольников n ≤ 36 равными кругами, из которых 19 оказались

лучше, чем ранее опубликованные. Не прекращаются исследования, направленные на до-

казательство оптимальности построенных покрытий, особенно когда количество кругов n

невелико. В частности, доказанные оптимальные покрытия круга равными кругами для

n = 6, 7 были опубликованы в работе [126], а для n = 8, 9, 10 — в работе [241]. Наилучшие

известные решения для покрытия квадрата, треугольника, круга и других геометрических
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фигур равными кругами можно найти на сайте [119].

Кроме того, в работах [122, 157, 158] исследована задача покрытия плоских фигур

кругами нескольких типов, а также полностью различными. При этом, как правило, вво-

дятся дополнительные ограничения на соотношения радиусов.

В работе [25] исследована задача о покрытии бесконечной полосы одинаковыми

круговыми секторами. Необходимо такое расположение секторов, при котором плотность

покрытия (отношение общей площади секторов к площади полосы) является минималь-

ной. В работе доказано, что оптимальная конфигурация достигается при симметричном

расположении и определенном угле наклона секторов относительно границы полосы. Для

заданного угла раствора сектора выводятся уравнения для нахождения оптимального уг-

ла наклона. В результате представлено полное решение задачи, определяющее конфигу-

рацию с наименьшей возможной плотностью покрытия. Покрытие полосы эллипсоидами

представлено в [24]. Результаты данных исследований имеют практическое применение

для проектирования и оптимизации сенсорных сетей, где зона обнаружения датчика мо-

делируется сектором или эллипсом.

Отметим также работы, посвященные многократному покрытию кругами, в частно-

сти [21,199], в которых авторы предложили метод поиска наилучшего k-кратного покры-

тия и оценили некоторые свойства плотности покрытия. В [95] показано, что тончайшая

плотность ϑk(n) k-кратного покрытия n равными кругами связана с минимальной плот-

ностью однократного покрытия плоскости ϑ(n) [160] неравенством ϑk(n) ≤ kϑ(n).

Отдельно выделим задачи о покрытии с неевклидовыми метриками, которые впер-

вые приведены в работе [111], и до сих пор остаются малоизученными. Как правило, при-

меняется манхэттенское расстояние (L1), расстояние Чебышева, а также вариационная

метрика, когда мерой удаленности двух точек выступает минимально возможное время

перемещения между ними [154,188].

Задачи покрытия другими геометрическими фигурами также активно исследуются.

Для их решения применяются методы гиперболического сглаживания [248], медиальной

оси [207], оптимизации формы [93] и другие. Особенно эффективен метод оптимизации

формы [93], позволяющий строить покрытия сложных негладких фигур за короткое вре-

мя.

1.2.2 Задача о покрытии в Ed, d ≥ 3

Для трехмерных задач наиболее хорошо изученным покрываемым объектом яв-

ляется сфера. Пионерской считается книга Л.Ф. Тота [64], в которой освещены вопросы



20

построения оптимальных покрытий и изучения их свойств. В частности, показано, что

если покрыть сферу n ≥ 3 равными (сферическими) кругами, то плотность покрытия D

будет удовлетворять условию D ≥ n
2
(1− ctgwn√

3
), где ctgwn = nπ

6(n−2)
[64,237]. Основываясь на

этих результатах, также найдено решение задачи Таммеса для случая n = 3, 4, 6, 12 [229].

В работе [209] К.А. Роджерс доказал три теоремы, касающиеся возможности разме-

щения n сферических сегментов меньшего размера (в англоязычной литературе исполь-

зуется термин ‘spherical caps’) на сфере радиуса R в n-мерном евклидовом пространстве.

Эта работа послужила основой для ряда более поздних исследований И. Думера [117,118],

который разработал метод построения покрытия с наименьшей плотностью, задающий

среднее число сфер радиуса 1, покрывающих точку на сфере радиуса R. Для возрастаю-

щей размерности n найдено покрытие, которое дает плотность порядка n lnn
2

для сферы

любого радиуса R > 1, что в два раза лучше, чем в [209].

Похожий результат получен в работе [90]. А. Бездек показал, что для достаточно

большого числа n можно расположить n равных областей, покрывающих сферу Sd−1,

так что ни одна точка не принадлежит более чем Ad lnn областям, где Ad — константа,

зависящая только от d.

В [240] Г.Ф. Тот установил взаимосвязь между задачами покрытия и упаковки

сферы Sn−1 в евклидовом пространстве En сферическими сегментами. Основываясь на

расчетах радиусов сферических сегментов, полученных при разбиении сферы на области

Дирихле в пространстве En [18], Ш.И. Галиев предложил 4 алгоритма для поиска опти-

мального покрытия сферы. Однако все эти алгоритмы имеют недостаток, связанный с

необходимостью решения многоэкстремальных задач.

Отметим работу [107], в которой Дж. Х. Конвей и Н. Дж. А. Слоан представили

оптимальные решения для задач покрытия и определения точек касания в многомерном

пространстве, возникающих при построении сферических кодов и классификацией сетей.

В 2003 году в работе Б. Дж. Кароли [150] показано, что для d ≥ 3 и любого

0 < ϕ < π/2 единичную сферу Sd можно покрыть сферическими шарами радиуса ϕ,

что каждая точка на сфере Sd будет покрыта не более чем 400d ln d раз. Максимальная

плотность в этом случае равна d ln d, если число шаров полиномиально по d. Более того, ес-

ли число покрывающих сферических шаров равно d+3, то покрытие будет оптимальным.

В развитие данных результатов, в работе [245] установлен верхний предел минимально-

го количества V шаров радиусом 1
2
, которые могут образовать шар радиусом T > 1

2
в

пространстве Rn(n ≥ 2). Используя асимптотические оценки, результаты из [150] были

улучшены в части минимального количества сфер одинакового размера, которые могут
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покрыть единичную сферу Sn−1.

Основываясь на результатах, полученных в работе [90] при изучении проекции так

называемых рентгеновских лучей (X-rays) на выпуклые тела постоянного размера [152], Б.

Кароли с коллегами обнаружили существование перекрытий, симметричных друг другу

относительно центра единичной сферы в n-мерном пространстве En. В этом пространстве

может быть до 2n конгруэнтных сферических покрытий, радиус которых не превышает

arccos
√

n−1
2n

в случае 4 ≤ n ≤ 6 [97]. Гипероктаэдры (кросс-многогранники) в много-

мерном пространстве также были изучены в работе [151], в которой авторы определили

наименьший радиус Rd
n n конгруэнтных шаров, охватывающих гипероктаэдр в d-мерном

пространстве при n = 2, d, 2d. Для d = 3, n = 2, R3
2 =

√
11
4
; для n = 2, d ≥ 4, Rd

2 =
√

1− 1
d
;

для n = d,Rd
d =

√
5
2
; если d = 3, Rd

d =
√

11
20

; если d ≥ 4, R2d
d = 1

2
.

Наконец, отметим работу [153], в которой авторы предложили итерационные ал-

горитмы, основанные на оптико-геометрическом подходе. Эти алгоритмы предназначены

для построения наилучших чебышевских n-сетей и круговых аппроксимаций компактных

множеств на плоскости. С помощью этих алгоритмов можно создавать сети и покрытия,

состоящие из сферических сегментов, как на сфере, так и на ее полной поверхности, то

есть на поверхности с неевклидовой геометрией.

Задача о покрытии рассматривается и для других трехмерных объектов. Так, впер-

вые задачи о покрытии поверхности цилиндра рассмотрены в [94]. Показано, что макси-

мальная плотность упаковки единичных окружностей на цилиндре не менее π
4
, и равна

π
4
, если периметр ортогонального сечения цилиндра равен 2

√
2. Минимальная плотность

покрытия единичными окружностями составляет не более π
2
, и равна π

2
для цилиндра с

периметром ортогонального сечения 2.

Для задачи покрытия поверхности единичного куба равными шарами Дж. Шаер

построил расположение 5 центров шаров так, чтобы минимальное расстояние между дву-

мя центрами было как можно больше [212]. Он доказал, что минимальное расстояние не

может превышать m =
√
5
2

, а значение m достигается, когда центральные точки находятся

в позициях P1 = (0; 0; 0);P2 = (1; 1; 1);P3 = (0; 1
2
; 1);P4 = (1

2
; 1; 0);P5 = (1; 0; 1

2
). Для 6

шаров m = 3
√
2

4
[213]. Оптимальные результаты получаются, когда центры шаров совпа-

дают с точками Ai, i = 1, ..., 6, а расстояние от Ri до вершины Ai куба равняется 1
4
. Эти

точки образуют правильный октаэдр. Результаты представлены на рисунках 1.3, 1.4.

В статье [76] показано, что минимальный радиус шаров, необходимых для покры-

тия единичного куба в 4-мерном пространстве, составляет
√
5

12
, а в [78] — что минималь-
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Рис. 1.3: 5 шаров, покрывающих поверх-
ность единичного куба

Рис. 1.4: 6 шаров, покрывающих поверх-
ность единичного куба

ный радиус восьми конгруэнтных шаров, покрывающих единичный куб в пятимерном

пространстве, равен
√

2
3
.

В 2009 году в статье [63] Ю. Г. Стоян и В. Н. Пацук предложили метод, который

позволяет покрыть выпуклый многогранник минимальным количеством равных количе-

ством сфер заданного радиуса. Задача сведена к последовательности задач минимизации

радиуса сферы при фиксированном числе сфер. Показано, что экстремумы достигаются

в вершинах многогранников Вороного, построенных по центрам сфер. Для поиска экс-

тремумов применен метод допустимых направлений в сочетании со случайным поиском.

Метод протестирован на единичном кубе и успешно вычислил радиус для случаев, когда

количество покрывающих сфер не превышает 10.

Для эллипсоидов рассматривались несколько вариантов задачи покрытия. Так, в

работах [115, 116] И. Думер с коллегами решили три задачи с эквивалентными свойства-

ми: (1) покрытие эллипсоида единичными шарами; (2) покрытие эллипсоида шарами с

радиусом ǫ > 0; (3) покрытие эллипсоида очень маленькими эллипсоидами. В результате

автор доказал теорему о том, что в d-мерном пространстве N(Ed
a) ≥ Kd

a , где N(Ed
a) —

это логарифм минимального количества единичных шаров, необходимых для покрытия

эллипсоида Ed
a , E

d
a =

{
(x1, x2, · · · , xd) ∈ Rd :

∑d

i=1
x2i
a2i

≤ 1
}

и Kd
a =

∑d

i=1 log ai. Кроме то-

го, в статье [113] разработана модель для определения наименьшего количества сфер с

заданным радиусом, которые могут покрыть эллипсоид. В основе предложенной модели

лежит задача о рюкзаке. По оценке автора, результаты были положительными, однако

встречались случаи, когда сферы не покрывали всю поверхность эллипсоида.
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1.3 Обзор исследований задачи об упаковке

1.3.1 Задача об упаковке на плоскости

Простейшая версия задачи упаковки кругов заключается в оптимальном размеще-

нии одинаковых кругов в ограниченной двумерной области. Активные исследования этой

задачи начались в 1960–1970-х годах, причем изначально рассматривались только простые

формы контейнеров, такие как круг или квадрат. Несмотря на кажущуюся простоту, за-

дача остается актуальной, и ее изучение активно продолжается в настоящее время.

В статье [204] У. Пирл впервые представил наиболее плотные упаковки n равных

кругов в круг для n ≤ 10. Впоследствии другие исследователи расширили эти результаты,

решив задачу для количества кругов вплоть до 91 [134, 179]. Дальнейший прогресс был

достигнут в работе [251], где с помощью современных методов оптимизации удалось найти

упаковки для почти 1000 кругов.

В работах [128, 211, 227] исследовалась задача упаковки равных кругов в квадрат

для n ≤ 200, причем для n от 1 до 36 приведенные решения являются строго оптималь-

ными [227]. Параллельно изучались аналогичные задачи упаковки кругов в треугольни-

ки [177] и эллипсы [65]. Оптимальные конфигурации для различных геометрических фи-

гур были установлены в следующих исследованиях: для квадрата — [195, 242], для круга

— [183], для равностороннего треугольника — [182,184]. Наиболее полная база данных, со-

держащая как оптимальные, так и рекордные (наилучшие из известных) упаковки равных

кругов в квадраты, круги, треугольники и другие фигуры, представлена на специализиро-

ванном ресурсе [224]. Следует особо выделить фундаментальную работу [121], в которой

Л. Фейеш доказал, что максимально достижимая плотность упаковки кругов на беско-

нечной плоскости составляет π√
12

. Этот результат имеет принципиальное значение, так

как полученное значение служит теоретической верхней границей для задач упаковки в

ограниченных областях.

1.3.2 Задача об упаковке в Ed, d ≥ 3

Проблема упаковки в трехмерном и многомерных пространствах получила зна-

чительное развитие в работах Галиева Ш.И. [18], П.Г. Жабо [228], Г.Ф. Тота [242] и Т.

Тарная [231]. Особый интерес представляет задача упаковки равных шаров для сферы,

которая тесно связана с проблемой определения контактного числа и задачей Таммеса.

Актуальность этого направления исследований обусловлена широким спектром практи-

ческих приложений – от построения оптимальных сферических кодов в теории кодиро-
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вания [218, 219] до моделирования упаковки белковых молекул в сферических капсидах

вирусов [208].

Фундаментальный вклад в эту область внес П.М.Л. Таммес, который в работе [229]

сформулировал ключевую задачу: «Если n точек расположены на сфере так, что наи-

меньшее расстояние между ними максимально, то какую форму примет этот набор то-

чек?». В 1943 году были найдены решения для n = 3, 4, 6, 12 [64], а в 1951 году — для

n = 5, 7, 8, 9 [214]. В работах [86, 112, 190, 206] задача успешно решена для n ≤ 24. Отме-

тим, что пересечением сферы и шара является круг, поэтому задача Таммеса может быть

сформулирована как задача об упаковке равных сферических сегментов на сфере.

Особый импульс развитию направления придали исследования, вдохновленные струк-

турой вирусных оболочек. Анализируя симметрию правильных многогранников (тетраэд-

ра, октаэдра и икосаэдра), авторы работ [125,230] получили мультисимметричные конфи-

гурации упаковок для ряда значений n, включая 96, 108, 144, 150, 192, 198, 216, 270, 300,

360, 372, 432, 480, 492, 750, 1080. В 2000 году в работе [234] Я. Тешима и Т. Огава предло-

жили новый метод построения упаковок — метод наименьшего зенита, демонстрирующего

эффективность для n ≤ 150. Стартуя с некоторой заданной частичной конфигурации, ал-

горитм последовательно размещает оставшиеся круги на единичной сфере, минимизируя

на каждом шаге зенитный угол. В недавней работе [168] X. Лай решил задачу упаковки

равных кругов на сфере, когда их количество не превышает 200. Однако время, затрачен-

ное на вычисления, оказалось очень большим, достигая десятков тысяч секунд. Некоторые

теоремы, пределы и оценки, которые могут помочь в разработке алгоритма решения за-

дачи об упаковке кругов на сфере, представлены в работах [82,85].

Помимо аналитических подходов к построению оптимальных упаковок, значитель-

ное внимание уделяется разработке численных методов глобальной оптимизации. Важный

результат был получен А. Маккаем в 1977 году [180], который применил метод итератив-

ной оптимизации для решения задачи упаковки кругов на сфере при n ≤ 27. Дальнейшее

развитие это направление получило в работе Б. Клэра и Д. Киперта [106], где за счет ми-

нимизации специально введенной потенциальной функции (определяемой через обратные

расстояния между кругами) удалось улучшить упаковки для n = 20÷40. Эффективность

данного подхода была подтверждена в исследовании [166], расширившем область его при-

менения до n = 15 ÷ 90. Впоследствии различные модификации этого метода с альтер-

нативными потенциальными функциями нашли применение в работах [92, 104, 133, 168],

хотя сохраняющаяся вычислительная сложность остается существенным ограничением

при увеличении числа кругов. Современный этап развития метода связан с работой П.



25

Амора [75], где были устранены ключевые недостатки оригинального подхода [195] при-

менительно к упаковкам на сферических сегментах. Полученные в этом исследовании

конфигурации в настоящее время считаются наилучшими известными решениями для

данного класса задач.

В работе [165] рассмотрен вариант задачи упаковки в контейнеры с ограничением на

цвет, где количество предметов одного цвета в одном контейнере ограничено. Для решения

этой задачи авторы предлагают гибридный метаэвристический метод, сочетающий поиск

с чередующимися окрестностями (VNS) [164] и целочисленное программирование (IP).

При этом VNS обеспечивает глобальный поиск для генерации приемлемых решений, в

то время как модель IP используется как инструмент для локального совершенствования

и улучшения этих решений. Предложенный метод был протестирован на стандартных

наборах данных и показал лучшую производительность по сравнению с существующими

алгоритмами.

В [186] рассмотрена задача размещения n точек на сферическом октанте так, что-

бы расстояние между ними было максимальным. Оптимальные решения найдены для

n = 2 ÷ 6 точек. Кроме того, выдвинута гипотеза об оптимальных размещениях для

n = 7÷ 15. Задача упаковки n ≤ 40 кругов на полусфере исследуется в [79], в [37] для ее

решения предложен эвристический алгоритм на основе поиска центров Хаусдорфа. Для

сферических сегментов с угловыми размерами π
6
, π
4
, π
2
, 3π

4
и 5π

6
, в работе [75] предлагает-

ся метод, позволяющий упаковывать до 200 кругов, оцениваются плотность упаковки и

влияние кривизны на равномерность распределения кругов. Отметим, что решение задачи

упаковки равных кругов в сферические сегменты может быть применено при создании мя-

чей для гольфа [233], построении сети лазерных динамических спутников LAGEOS (Laser

Geodynamics Satellite) [108], а также для распределения детекторов сигнала и детекторов

солнечной энергии на полусфере [79]. В указанных приложениях для вычисления радиуса

круга используется угловой размер, который, в свою очередь, может рассматриваться как

геодезическое расстояние от центра до границы круга.

Под геодезической окружностью будем понимать совокупность точек, расположен-

ных на равном геодезическом расстоянии до заданной точки, называемой центром геоде-

зической окружности [252]. Геодезический круг представляет собой область на поверхно-

сти, ограниченную геодезической окружностью. Задача упаковки равных геодезических

кругов в сферический сегмент возникает при проектировании сферических фокальных

поверхностей [110], когда необходимо упаковать большое количество датчиков (до тыся-

чи). В работе [222] представлен метод распределения геодезических кругов, основанный
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на использовании искаженной икосаэдрической геодезии, однако плотность упаковки с ис-

пользованием этого метода ниже, чем у других методов и его можно применять не для

любого количества кругов.

В трехмерном пространстве проблема вложения «мыльного пузыря» внутрь тетра-

эдра изучал известный русский математик А.В. Погорелов [57]. Эта задача аналогична

задаче упаковки шаров в тетраэдр и имеет применение в горнодобывающей промышлен-

ности [255]. На основе предшествующих известных работ А.Д. Александрова о выпуклых

многогранниках и выпуклых поверхностях [3, 4] он доказал, что внутри тетраэдра суще-

ствует замкнутая гладкая выпуклая поверхность, касающаяся всех его граней, имеющая

постоянную среднюю кривизну и целиком лежащая внутри тетраэдра.

Для пространства большой размерности (n ≥ 3) изучалась задача о гиперсфериче-

ских плотных сетях. В 2016 году в работе [246] М.С. Вязовская представила оптимальную

упаковку гиперсфер в восьмимерном пространстве, на основе которой в [138] доказано,

что решетка Лича оптимальна в 24-мерном пространстве. Кроме того, предложен метод

поиска конфигураций упаковки гиперсферы в различных пространствах [46,221].

Количество работ, связанных с задачей о покрытии и упаковке показывает, что

обе задачи привлекают внимание исследователей уже много лет. Их решение находит

широкое применение в различных сферах, таких как: система распределения спутников

на геостационарной орбите для наблюдения за Землей [54]; система спутниковой навигации

GPS [18,56]; расположение базовых станций сотовой связи [27,42], космической связи [23],

в логистике [12] и мониторинге окружающей среды [42] и многие другие.

Однако обе задачи является NP-полными задачами комбинаторной оптимизации

[18, 124], поэтому исследователи часто используют приближенные методы, методы оцен-

ки с высокопроизводительными алгоритмами, чтобы помочь найти наилучшее решение и

максимально быстрое время выполнения. В зависимости от сложности задачи возрастает

и сложность алгоритмов.

1.4 Численные методы решения задач покрытия и упаковки

Для глобальных решений задач покрытия и упаковки поиск осуществлялся лишь в

отдельных случаях при малом числе объектов [119,120]. Эффективный подход к решению

таких задач заключается в их формулировке в виде задач невыпуклого квадратичного

программирования с последующим применением методов глобальной оптимизации [176].

Методы и алгоритмы решения задач невыпуклого квадратичного программирования по-

дробно изложены в работах [68,69,100].
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Исследователи используют различные методы для решения задачи упаковки с боль-

шим количеством кругов, такие как генетические [22] и эвристические [143] алгоритмы, ал-

горитмы бильярдного моделирования [96,132,179], методы пространственного поиска [177],

повторный локальный поиск [71,133,167], алгоритм поиска пучка [73], эвристический метод

Вороного [175], смешанно-целочисленное программирование [146], жадный поиск вакан-

сий [144], муравьиный алгоритм [74], алгоритм вероятностного поиска с запретами [47,61]

и др. Среди них некоторые методы позволяют решить задачу упаковки в квадрат с коли-

чеством кругов до 10 тыс.; 2600 кругов в круг и 299 кругов в равносторонний треугольник.

Опишем более подробно наиболее известные подходы.

1.4.1 Метод «Bottom-Left»

Это один из известных базовых эвристических методов, который десятилетиями

широко использовался для решения различных типов задач упаковки в двухмерном и

трехмерном пространстве: упаковка разных квадратов в контейнеры разной формы, упа-

ковка разных кругов внутри разных фигур [72, 141, 142, 149] и т.д. Метод «Bottom-Left»

подразумевает размещение объектов в контейнере таким образом, чтобы они занимали как

можно меньше места по высоте и оставляли больше пространства для других объектов.

Идея метода основана на выборе самой нижней и самой левой позиции для размеще-

ния следующего объектов, т.е. метод выбирает позицию p(x, y), y-координата которой ми-

нимальна (вниз); если таких позиций несколько, выбирает среди них ту, чья x-координата

минимальна (слева). Например, для упаковки равных кругов в круг, на рис. 1.5 (а) и

1.5(б) метод соответственно выбирает p5 и p6 для размещения следующего круга. Рис. 1.5

(в) показывает окончательную конфигурацию, полученную с помощью метода, где было

упаковано максимум 28 кругов, начиная с конфигурации рис. 1.5 (а)

Этот метод и его модификации активно используются для решения разнообразных

задач упаковки, но у него есть существенные ограничения. Главный недостаток заключа-

ется в том, что он не оценивает оптимальность положения каждого круга в отдельности и

не гарантирует построение глобально оптимального решения. Вместо этого алгоритм про-

сто располагает все круги в левом нижнем углу, что далеко не всегда приводит к самому

плотному размещению.

1.4.2 Метод «Итерационный локальный поиск»

Это один из численных методов, который позволяет решать как задачи покрытия,

так и задачи упаковки не только для равных кругов, но и для различных кругов в дву-
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Рис. 1.5: Конфигурация 7, 8 кругов и окончательная конфигурация

мерном пространстве [71,133,167]. Задача упаковки разных кругов в круг формулируется

следующим образом:

r → min,

x2i + y2i ≤ (r − ri)
2, i = 1, n,

(xi − xj)
2 + (yi − yj)

2 ≥ (ri + rj)
2, i 6= j,

r ≥ max
i=1,n

ri,

где ri – радиус i-го круга. Если ri = 1, ∀i = 1, 2, ..., n, то имеем задачу упаковки равных

кругов в круг. Основными компонентами метода являются: процедура локального поиска

LS, возмущение движения P и правило остановки SR.

Шаг 1: Пусть X – локальный минимум удовлетворяет определенным условиям

(оптимальности). Случайно сгенерированной может быть стартовая точка.

Шаг 2: Пусть Y := LS(P (X)).

Шаг 3: Если f(Y ) < f(X), то X := Y .

Шаг 4: Если критерий SR не удовлетворен, повторить шаг 2. В противном случае

алгоритм завершается.

Задача локального поиска может быть рассмотрена как невыпуклая с непрерывно

дифференцируемыми бесконечным числом раз целевыми и ограничительными функция-

ми. В таких случаях можно использовать любой метод локального поиска.

Ключом к успешному применению метода является возмущение движения. Основ-

ная идея заключается в том, что метод должен перемещаться между различными, но

«близкими» локальными минимумами. Для этого необходимо равномерно случайным об-
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разом возмущать каждую координату каждого центра окружности в некотором интервале

[−∆,∆].

Правило остановки заключается в том, чтобы прекратить процесс поиска, когда не

наблюдается улучшений в течение определенного количества итераций MaxNoImp.

1.4.3 Диаграмма Вороного

Диаграмма Вороного представляет собой фундаментальные структуры данных, ко-

торые активно исследуются в области вычислительной геометрии [81] и применяются

на практике. Она активно используется в распознавании образов [163, 202], робототех-

нике [62], компьютерной графике [60, 198] и многих других областях. Диаграмму Воро-

ного можно рассматривать как инструмент минимизации конечного набора непрерывных

функций, каждая из которых интерпретируется как функция расстояния до определенно-

го объекта. Диаграмма Вороного разбивает пространство на области, состоящие из точек,

которые находятся ближе к заданному объекту, чем к любым другим. Именно это свой-

ство делает ее полезным инструментом при исследовании задач упаковки, покрытия и

оптимального размещения [20,22,89]. Дадим определение диаграммы Вороного.

Определение. Пусть P = p1, p2, ..., pn ⊂ R2 — мнножество из 2 < n < ∞ попарно

различных точек (см. рис. 1.6); для произвольных точек a и b плоскости обозначим через

||a − b|| расстояние от a до b. Назовем Vi = V (pi) = {x ∈ R2 : ||x − pi|| ≤ ||x − pj||, j =

1, 2, ..., n} многоугольником (ячейкой) Вороного точки pi, являющим множеством, в кото-

ром точки более близких к pi, чем к любым остальным точкам множества (см. рис. 1.7).

Множество V = {V (p1), V (p2), ..., V (pn)} — разбиением или диаграммой Вороного, порож-

денной множеством P . Точку pi назовем порождающей для множества V (pi), а множество

P — порождающим для диаграммы Вороного.

К определению диаграмм Вороного существует альтернативный подход [59], кото-

рый позволяет конструктивно строить нужное разбиение.

Назовем биссектрисой для точек pi и pj серединный перпендикуляр к отрезку [pipj]

и обозначим его b(pi, pj); биссектриса разбивает плоскость на две части H(pi, pj) иH(pj, pi).

H(pi, pj) = {x ∈ R2 : ||x − pi|| ≤ ||x − pj||} — множество точек, расположенных ближе к

pi, чем к pj. Очевидно, H(pi, pj) — полуплоскость; назовем ее областью близости точки pi

относительно точки pj. В результате пересечения n−1 полуплоскостей образуется множе-

ство точек V (pi). Это множество представляет собой выпуклую многоугольную область,

которая имеет не более n− 1 сторон.

V (pi) = H(pi, p1) ∩H(pi, p1) ∩ ... ∩H(pi, pn)
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Свойства. При создании диаграммы Вороного на плоскости следует обратить вни-

мание на основные свойства:

1. В диаграмме Вороного каждая вершина является точкой, где сходятся ровно

три ребра. Это свойство можно сформулировать иначе: вершины диаграммы Вороного

представляют собой центры окружностей C(v), каждая из которых определяется тремя

точками из исходного множества P .

2. Для каждого многоугольника Вороного V (pi) его каждое ребро образуется от

серединного перпендикуляра отрезка, соединяющего точку pi ∈ P с ближайшими соседями

точки pi.

3. Многоугольник V (pi) является ограниченным тогда и только тогда, когда точка

pi ∈ P лежит внутри в выпуклой оболочки множества P .

4. Для набора из n ≥ 3 точек диаграмма Вороного имеет не более 2n− 5 вершин и

3n− 6 ребер.

Рис. 1.6: набора из n = 10 точек Рис. 1.7: Диаграмма Вороного

Диаграмму Вороного можно определить не только в двухмерном пространстве, но и

обобщить на пространства произвольной размерности. Например, в трехмерном простран-

стве ее можно построить для сферы [187,193], а также для всего пространства R3. В этом

случае биссекторные плоскости разбивают пространство на полупространства близости,

аналогично тому, как в двумерном случае биссектрисы разделяют плоскость. В результате

вместо многоугольников Вороного возникают многогранники. Это определение естествен-

ным образом обобщается на векторное пространство Rd любой размерности.

Методы построения диаграммы Вороного на плоскости
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Для создания диаграммы Вороного было разработано множество алгоритмов, кото-

рые демонстрируют оптимальную асимптотическую сложность O(n log n). Некоторые из

них даже показывают среднюю сложность O(n). Рекурсивный алгоритм [59] и алгоритм

Форчуна [87,123] являются самыми известными алгоритмами.

Рекурсивный алгоритм: Сложность: O(n log n)

Шаг 1: Множество точек P сортируется по одной из координат и делится на два

примерно равных подмножества P1 и P2 (количество точек может быть нечетным);

Шаг 2: Каждое из полученных подмножеств также делится на два новых до тех

пор, пока в каждом из них не останется не более двух точек. Этот процесс повторяется

рекурсивно для обоих множеств, позволяя нам построить диаграммы Вороного для P1 и

P2.

Шаг 3: Для каждого из подмножеств строятся свои диаграммы Вороного, а затем

они объединяются в одну в порядке, обратном их делению. Эта объединенная диаграмма

и будет окончательным результатом.

Алгоритм Форчуна: Сложность: O(n log n)

Заданы n точек на плоскости. Алгоритм поддерживает заметающую прямую и бере-

говую линию, которые двигаются по плоскости. Заметающая прямая — это прямая двига-

ется сверху вниз. В процессе выполнения алгоритма заметающая прямая разделяет набор

точек на две группы. Часть над заметающей прямой – это точки, которые были созданы

и включены в диаграмму Вороного. Часть под заметающей прямой – точки, которые еще

не отработаны.

Когда заметающая прямая встречается с новой точки, она создает новую параболу,

центром которой является этой точкой, а директрисой — заметающая прямая. Эта пара-

бола делит плоскость на две части: внутренняя область соответствует точкам, которые

находятся ближе к сайту, а внешняя — тем, что ближе к заметающей прямой. Точки,

расположенные на самой параболе, равноудалены от точки и заметающей прямой. Форма

параболы изменяется в зависимости от расстояния между заметающей прямой и точкой.

По мере удаления от точки, расположенной внизу, заметающая прямая становится все бо-

лее пологой, а парабола — все более широкой. В начальной точке парабола представляет

собой отрезок, направленный вверх.

Далее, по мере расширения параболы, у нее появляются две контрольные точки —

точки пересечения с остальными параболами, образующими «береговую линию». В этой

«береговой линии» хранятся дуги парабол, простирающиеся от одной точки пересечения

до другой. При пересечении парабол эти точки пересечения станут вершинами ячейки
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Вороного, дуги между этими двумя точками будут удалены от «береговой линии» и со-

единившись, получим ребро ячейки Вороного.

Шаг 1: Задано n различных точек на плоскости.

Шаг 2: Построить «заметающую прямую» – горизонтальную линию, перемещая ее

сверху вниз.

Шаг 3: Границы сегментов строятся относительно точек Ai, которые находятся над

«заметающей прямой» (см. рис. 1.8).

Граница сегмента определяется как множество точек пересечения парабол, которые

представляют собой геометрическое место точек, равно удаленных от прямой и заданной

точки. Согласно работе [87], парабола описывается уравнением yi =
x2i−2Ai,xxi+A

2
i,x+A

2
i,y−l2y

2(Ai,y−ly) ,

где xi, yi представляют собой координаты параболы для точки Ai(i = 1, n), Ai,x и Ai,y –

абсцисса и ордината точки Ai соответственно, ly – это ордината «заметающей прямой».

Шаг 3: Если прямая, которая проходит через всю плоскость, заметает ее, то решение

найдено. Если прямая не сканировала всю плоскость, перейти к шагу 2.

Рис. 1.8: Применение заметающей прямой

Алгоритм «в лоб»: Сложность: O(n4)

Идея алгоритма заключается в том, чтобы вместо полуплоскостей пересекать се-

рединные перпендикуляры отрезков, соединяющих данную точку со всеми остальными.

Этот алгоритм основан на основном свойстве диаграммы Вороного: каждое ребро ячейки

Вороного определяется как перпендикуляр, проведенный из середины отрезка, соединяю-

щего две ближайшие точки. Таким образом, каждая ячейка Вороного представляет собой

область, образованную пересечением двух полуплоскостей. Следуя определению ячейки

Вороного, мы будем строить область диаграммы Вороного для точки p следующим обра-

зом:
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Шаг 1: Получаем n−1 прямых (серединные перпендикуляры), так как мы провели

серединные перпендикуляры всех отрезков, соединяющих данную точку p с остальными;

Шаг 2: Пересекаем попарно все прямые, получая O(n2) точек пересечения (потому

что каждая прямая может пересечь все остальные в «худшем случае»);

Шаг 3: Проверяем все эти O(n2) точек на принадлежность каждой из n − 1 по-

луплоскостей, что приводит к асимптотике O(n3). Такие точки будут вершинами ячейки

Вороного V (p), если они принадлежат всем полуплоскостям.

Шаг 4: Повторяем первые три шага для всех n точек, что приводит к итоговой

асимптотике O(n4).

Алгоритм на основе пересечения полуплоскостей:

Сложность: O(n2 log n)

Заданы n различных точек pi, i = 1, n на плоскости.

Шаг 1: Для каждой точки pi на плоскости строим n − 1 прямых, являющихся се-

рединными перпендикулярами отрезков, соединяющих pi с остальным точкам pj(i 6= j).

Обозначим такие прямые Hij.

Шаг 2: Каждая прямаяHij делит плоскость на две полуплоскости:H+
ij , содержащую

точку pi, и H−
ij , содержащую точку pj. Очевидно, что область Дирихле точки pi будет

лежать в полуплоскости H+
ij .

Шаг 3: Пересечение всех полуплоскостей H+
ij , j 6= i определяет область Дирихле

искомой точки pi. В этом случае можно сделать за O(n log n) время работы алгоритма.

Шаги 1–3 выполняются для всех заданных n точек. В итоге асимптотическое зна-

чение временной сложности алгоритма равно nO(n log n) = O(n2 log n).

1.4.4 Оптико-геометрический подход

Описанные выше методы позволяют эффективно решать задачи построения по-

крытий и упаковок когда расстояние между точками полагается евклидовым. Однако при

моделировании прикладных задач в ряде случаев необходимо разрабатывать специаль-

ные методы и уметь работать в пространстве с неевклидовыми метриками. Например,

для расчета расстояния между двумя городами с заданными координатами используется

геодезическое расстояние. При построении маршрутов в городе, когда не всегда можно

перейти из одной точки в другую по прямой из-за застройки, запретных зон и т.д., ис-

пользуется манхэттенское расстояние. В задачах логистики, связанных с доставкой това-

ра, ключевую роль играет время доставки, а не пройденное при этом расстояние, в связи

с чем вводится специальная вариационная метрика, оперирующая временем перемещения
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между двумя точками. Для решения задачи покрытия и упаковки с такой метрикой при-

меняются методы, основанные на оптико-геометрическом подходе, который базируется на

двух фундаментальных физических принципах Ферма и Гюйгенса [6, 49, 67] и позволяет

заменить расстояние между точками минимальным временем перемещения между ними.

Согласно принципу Ферма, свет выбирает из множества путей между двумя точ-

ками тот путь, который потребует наименьшего времени, это обозначает, что световая

волна двигается из одной точки в другую по маршруту, преодолеваемому за минимальное

возможное время. В соответствии с принципом Гюйгенса, каждая точка на фронте свето-

вой волны является источником новых вторичных волн, а распространение света в целом

представляет собой сумму вторичных волн, исходящих из каждой точки среды, через ко-

торую прошла волна. Таким образом, появляется возможность отыскания быстрейшего

пути между точками: выполнив распространение световой волны из точки a, зафиксируй-

те первую точку распространения до целевой точки b и двигаясь в обратном направлении

по времени, восстанавливая траекторию распространения волны. Таким образом, крат-

чайшее расстояние между этими точками можно вычислить, если известна траектория

световой волны, движущейся от одной точки к другой.

Пусть в некоторой оптической среде источник света начал излучать световую волну

– поток фотонов, обладающих определенной энергией и нулевой массой. Фронтом волны

называется поверхность, до которой дошел волновой процесс к заданному моменту вре-

мени. Форма этой поверхности зависит от оптических свойств среды.

Если среда является оптически однородной, то скорость распространения волны по-

стоянна, и фронт световой волны, порожденной точечным источником, является окружно-

стью (в пространстве является сферой), а «быстрейший» путь – отрезком прямой. В случае

оптически неоднородной среды, скорость распространения световой волны становится пе-

ременной, форма ее фронта искажается, а «быстрейший» путь из прямой превращается в

кривую.

Помимо естественных приложений в физике, в частности, в оптике, данный подход

использовался для решения ряда задач безопасности: определения вероятных маршрутов

проникновения на охраняемую территорию, охраны периметра, мониторинга протяжен-

ных объектов. Так, в работе [10] В.В. Башуров применил оптико-геометрический подход,

чтобы найти кратчайший путь от объекта к объекту, а затем, в сочетании с предложенной

им моделью безопасности, решить задачу усиления защиты объекта.

В области транспортной логистики оптико-геометрический подход впервые приме-

нен в научной школе А.Л. Казакова. В работе [29] предложены алгоритмы для решения
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Рис. 1.9: Иллюстрация процесса распространения световой волны.

задачи оптимального размещения логистического центра на полигоне обслуживания и

сегментации логистических зон, а в [30] – нескольких логистических центров в услови-

ях, когда потребители непрерывно распределены на всей территории обслуживания. Эти

численные алгоритмы были реализованы в рамках программной системы «ВИГОЛТ» [13].

Кроме того, в [31] была рассмотрена задача о построении оптимальной сети коммуникаций

в виде неориентированного графа с учетом различных особенностей местности.

Позднее, оптико-геометрический подход совместно с диаграммой Вороного был ис-

пользован для решения задач о покрытии и упаковке специального вида. В работах [34,35]

предложены эвристические алгоритмы для решения упаковки равных кругов и покрытия

замкнутого множества равными кругами в двумерном пространстве. Алгоритмы включа-

ет в себя 3 этапа: (1) построение диаграммы Вороного позволяет разделить множество на

области, тем самым свести задачу покрытия/упаковки n кругов к последовательности из

n задач покрытия/упаковки для одного круга; (2) решение задач покрытия/упаковки для

одного круга; (3) замена центров области Дирихле на новые центры, что позволяет улуч-

шить результат покрытия. Алгоритмы были использованы для создания программного

комплекса «ОТЛП» [32,36].

В работе [51] П.Д. Лебедев и А.А. Лемперт обратились к задаче упаковки кругов в

выпуклые компактные множества на плоскости. Они предложили итерационные алгорит-

мы, основанные на оптико-геометрическом подходе и чебышевских центрах множеств, для

построения оптимальных однократных упаковок равных кругов. Для реализации этих ал-

горитмов и представления результатов расчетов был разработан программный комплекс

в среде MATLAB.
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В статье [153] оптико-геометрический подход был модифицирован для задачи упа-

ковки двух типов кругов, а в [157] — для покрытия различными кругами, путем введения

световых волн с различными моментами импульса. В последующих работах [171,172] изу-

чены задачи многократной упаковки равных кругов и многократного покрытия равными

кругами [38].

Для решения задачи упаковки шаров в трехмерном пространстве с неевклидо-

вой метрикой разработаны алгоритмы, сочетающие в себе оптико-геометрические мето-

ды и элементы бильярдного моделирования. Решены задачи упаковки одинаковых ша-

ров в ограниченные односвязные контейнеры [155]; равных шаров в многосвязные множе-

ства [156]; шаров двух различных типов [39] и неравных (различных) шаров [40].

В рамках данной диссертации применяются алгоритмы моделирования распростра-

нения волн как в пространстве, так и вдоль поверхности вращения. Пусть заданы поверх-

ность S в метрическом пространстве X и точки A,B ∈ S. Мгновенная скорость распро-

странения волны в каждой точке пространства (x, y, z) ∈ X задана скалярной функцией

f(x, y, z) ≥ 0. Для вычисления кратчайшего времени прохождения волнового фронта из

точки A в точку B применяется метод типа быстрого марша (Fast Marching Method) [215].

Алгоритм заключается в построении фронта волны, последовательно обходящего узлы

расчетной сетки в порядке возрастания времени прихода волны, которое находится как

решение уравнения эйконала.

Алгоритм 1 (Wave3D). Алгоритм распространения волны в пространстве

Шаг 1: Вводится равномерная сетка Xh с шагом h в метрическом пространстве

X, Xh ⊂ X. Для каждой точки p(xp, yp, zp) ∈ Xh устанавливается время распростране-

ния волны Tp = +∞, для начальной точки A: TA = 0. Создается приоритетная очередь

Q, Q = {A}.
Шаг 2: Если Q 6= ∅, для первого элемента p ∈ Q определяется множество M ,

включающее 26 точек, соседних по сетке с точкой p

M = {m(xp + δx, yp + δy, zp + δz) : δx ∈ {−h, 0, h}, δy ∈ {−h, 0, h}, δz ∈ {−h, 0, h}}.

Шаг 3: Для каждой точки m ∈ M вычисляется время прохождения световой

волны от точки A до m: T
′

m = Tp + tpm, где

tpm = 2

√
(xp − xm)2 + (yp − ym)2 + (zp − zm)2

f(xp, yp, zp) + f(xm, ym, zm)
.

Шаг 4: Если найденное значение T
′

m < Tm, то Tm = T
′

m и Q = Q ∪ {m}.



37

Шаги 3 и 4 выполняются независимо для каждого элементов m ∈M .

Шаг 5: Точка p исключается из очереди Q = Q \ {p}. Если Q = ∅, алгоритм

завершается, иначе переход к шагу 2.

По завершении алгоритма получаем набор времен распространения волны из точки

A до всех точек p ∈ Xh, включая точку B.

В отличие от алгоритма Wave3D, в представленном ниже алгоритме WaveSurface

световая волна будет распространяться по поверхности S. Пусть ρ(p, q) — геодезическое

расстояние между двумя точками p, q ∈ S, а поверхность вращения S задана параметри-

чески в сферических или цилиндрических координатах α, β.

Алгоритм 2 (WaveSurface). Алгоритм распространения волн по поверхности

Шаг 1: Вводится равномерная сетка S(sα, sβ) ⊂ S с шагами параметров sα, sβ.

Для каждой точки p(αp, βp) ∈ S(sα, sβ) устанавливается время распространения волны

Tp = +∞, для начальной точки A: TA = 0. Создается приоритетная очередь Q, Q = {A}.
Шаг 2: Если Q 6= ∅, для первого элемента p ∈ Q определяется множество M ,

включающее 8 точек, соседних по сетке с точкой p

M = {m(αp + δα, βp + δβ) : δα ∈ {−sα, 0, sα}, δβ ∈ {−sα, 0, sα}}.

Шаг 3: Для каждой точки m ∈ M определяется время прохождения световой

волны от точки A до m: T
′

m = Tp+ tpm, где tpm — время прохождения световой волны по

поверхности от точки p до m:

tpm = 2
ρ(p,m)

f(p) + f(m)
.

Шаг 4: Если найденное значение T
′

m < Tm, то Tm = T
′

m и Q = Q ∪ {m}.
Шаги 3 и 4 выполняются независимо для каждого элементов m множества M .

Шаг 5: Точка p исключается из очереди Q = Q \ {p}. Если Q = ∅, алгоритм

завершается, иначе переход к шагу 2.

Главное отличие в алгоритмах состоит в том, что алгоритм Wave3D для вычис-

ления времени перемещения между точками использует евклидово расстояние, тогда как

алгоритм WaveSurface — геодезическое расстояние.

1.4.5 Бильярдное моделирование

Бильярдное моделирование — один из немногих методов глобальной оптимизации,

применяемых для решения задач покрытия и упаковки как в двухмерном, так и в трех-

мерном пространстве. Этот метод был представлен в работе [178] при рассмотрении задачи
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упаковки кругов в двумерном пространстве. Основной метод заключается в следующем:

каждый шар рассматривается как бильярдный шар, способный свободно перемещаться

в определенном пространстве, но при этом он должен соответствовать двум правилам:

не накладываться на другие и не выходить за границы множества. Впоследствии ученые

объединили этот метод с другими методами для решения задачи упаковки в трехмерном

пространстве.

В двумерном пространстве Р.Л. Грехем и его коллеги использовали метод бильярд-

ного моделирования в сочетании с моделированием тяги, чтобы найти плотнейшие упа-

ковки равных кругов в единичный круг. Метод, представленный в работе [132], заклю-

чается в следующем: каждый круг в контейнере рассматривается как бильярдный шар с

небольшим радиусом и случайным начальным направлением движения. Процесс нахож-

дения результата осуществляется после серии столкновений и постепенного увеличения

размеров шариков. Путем итерационного запуска алгоритма можно найти глобально оп-

тимальное решение. Оптимальные результаты были достигнуты при количестве шаров

25 ≤ n ≤ 65. Среди них были случаи, когда оптимальных решений было два варианта.

С помощью этого методабыли найдены оптимальные упаковки n равных шаров в равно-

сторонний треугольник при количестве шаров 22 ≤ n ≤ 34 [129] и в квадрат в некоторых

особых случаях n [130].

В трехмерном пространстве в работе [127] автор применил данный метод для раз-

мещения равных сфер и нашел несколько оптимальных решений за конечное число шагов.

Предложенный метод заключается следующим: сначала случайным образом выбираются

n точек в качестве центров сфер в кубе, при этом диаметр сфер выбирается по кратчайше-

му расстоянию между их центрами. Дальше рассматриваются два типа движения сфер.

Первый тип представляет собой случайное движение сфер: направление движения сфер

выбирается произвольно и остается неизменным, сферы движутся последовательно, одна

за другой. При этом радиус сфер не изменяется, и если какая-либо сфера перекрывает

другую, то такое перемещение не происходит. Второй тип представляет собой одновре-

менное хаотичное движение всех сфер. Сферы хаотично движутся, при этом их радиус

постепенно увеличивается.

В работе [39] Казаков А.Л. и его коллеги использовали бильярдный метод для

решения задачи упаковки двух типов шаров в замкнутое ограниченное множество в трех-

мерном пространстве. Авторы объединили оптико-геометрический подход и бильярдное

моделирование для максимизации радиуса шаров при известном количестве шаров каж-

дого типа и определенном соотношении между радиусами. Эта комбинация выполняется
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не только в евклидовой, но и в неевклидовой метрике, а также может использоваться с

различными типами замкнутых множеств, такими как кубы, сферы и другие.

1.5 Вывод по главе 1

Проведенный анализ литературы свидетельствует о тесной связи задач построения

оптимальных покрытий и упаковок с прикладными проблемами. Основные исследования

сосредоточены на решении двумерных задач с простыми множествами-контейнерами, та-

кими как квадраты, круги и прямоугольники. Однако даже в этих случаях оптимальные

конфигурации найдены лишь для небольшого числа покрывающих или упаковываемых

элементов. Несмотря на наличие теоретических оценок максимальной плотности покры-

тий и упаковок, они не предлагают конструктивных методов их построения. Важно отме-

тить, что эти задачи относятся к классу NP-трудных, что стимулировало развитие числен-

ных методов поиска рекордных (best of known) конфигураций. Среди них можно выделить

подходы, основанные на математическом программировании и конечномерной оптимиза-

ции, геометрические и эвристические методы, а также методы, использующие физические

аналогии.

В трехмерном пространстве и пространствах большей размерности задачи постро-

ения оптимальных покрытий и упаковок исследованы в значительно меньшей степени.

Большинство известных методов ориентировано на работу со сферой или эллипсоидом,

тогда как другие поверхности вращения остаются практически не изученными в этом

контексте.

Эффективным инструментом решения задач с неевклидовой метрикой зарекомен-

довал себя оптико-геометрический подход, который демонстрирует высокую результатив-

ность как в двумерном, так и в трехмерном случаях.

В данной диссертационной работе развиваются исследования, проводимые в науч-

ной школе А.Л. Казакова. Автор разрабатывает математические модели в форме задач

покрытия и упаковки для поверхностей вращения, а также предлагает методы их решения

на основе модификации оптико-геометрического подхода.



Глава 2: Математические модели покрытий и упаковок на поверхностях

вращения

2.1 Математическая формализация

Задача о покрытии: в системах мониторинга требуется разместить устройства в

трехмерном пространстве таким образом, чтобы их совокупное поле зрения полностью

охватывало заданную поверхность. При этом отдельные участки поверхности могут на-

ходиться в зоне действия нескольких устройств, а радиус покрытия каждого устройства

зависит от характеристик окружающей среды, таких как оптическая плотность. Посколь-

ку радиус действия устройства напрямую связан с его энергопотреблением, важно ми-

нимизировать этот параметр, что позволяет снизить требования к емкости источников

питания.

Покрываемая поверхность в общем случае может иметь сложную геометрическую

форму. В рамках данного исследования рассматриваются поверхности вращения: сфера,

эллипсоид, цилиндр и конус. Сферическая и эллипсоидная модели актуальны, например,

при проектировании спутниковых сетей связи, где необходимо расположить спутники так,

чтобы обеспечить покрытие всей поверхности Земли. В таких задачах Землю часто ап-

проксимируют сферой [210]. Аналогичная проблема возникает в радиохирургии при ле-

чении опухолей головного мозга с помощью гамма-излучения. Врач должен так распре-

делить сферические зоны облучения, чтобы опухоль была равномерно покрыта, избегая

участков с чрезмерной дозой радиации, что может негативно сказаться на здоровье па-

циента. В данном случае форма опухоли моделируется эллипсоидом [113, 174]. Цилин-

дрические и конические поверхности характерны для архитектурных конструкций и их

элементов.

Задача об упаковке: необходимо организовать систему наблюдения таким образом,

чтобы поле зрения каждого устройства на поверхности было максимально возможным,

а зоны действия не пересекались. Как и в задаче о покрытии, рассматриваются различ-

ные геометрические формы поверхности: сфера, эллипсоид, цилиндр, конус и другие. Та-

кие задачи возникают, например, при размещении датчиков для регистрации сигналов на

больших расстояниях или при проектировании солнечных энергетических установок [79].

В частности, при создании сферических фокальных поверхностей необходимо размещать

микрооптические элементы на сферическом сегменте с заданным угловым шагом, мак-

симизируя плотность упаковки [145, 222]. Кроме того, задача об упаковке широко приме-

40
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няется в теории информации при построении сферических кодов. Такие коды использу-

ются для повышения помехоустойчивости при передаче данных на большие расстояния,

например, в спутниковой связи [218, 219]. Для их реализации требуется решить задачу

оптимального размещения равных кругов на сфере [14,216].

При исследовании задач покрытия и упаковки необходимо учитывать следующие

ключевые аспекты:

• Геометрическая форма рассматриваемых поверхностей может существенно варьиро-

ваться: сфера, цилиндр, конус, эллипсоид и другие поверхности вращения.

• Важным фактором является неравномерность движения по поверхности, что требует

введения специальной неевклидовой метрики для корректного математического описания.

• В системах мониторинга возможны два варианта размещения устройств: непосредствен-

но на поверхности или на некотором расстоянии от нее. Однако поскольку зоны действия

устройств в обоих случаях проецируются на одну и ту же поверхность, в рамках данного

исследования рассматривается только первый вариант - размещение непосредственно на

поверхности.

• Форма зоны действия устройства существенно зависит от типа поверхности:

– Для сферической поверхности зона действия представляет собой сферический сег-

мент (см. рис. 2.1)

– В случае цилиндрической или конической поверхности зона действия образуется пе-

ресечением цилиндра (конуса) и шара, что дает кривую четвертого порядка [169]

• В отдельных случаях зону действия целесообразно определять как «геодезический круг»,

что позволяет учитывать геодезические расстояния между точками на поверхности. Такой

подход применяется, например, при проектировании сферических фокальных поверхно-

стей [252].

Выполним математическую формализацию предметных моделей.

Пусть в метрическом пространстве X заданы поверхность вращения S ⊂ X; n —

количество устройств; Oi(xi, yi, zi) ∈ S, i = 1, n – координаты i-ого устройства, которые

принадлежат поверхности вращения S и непрерывная функция 0 6 f(x, y, z) 6 β, опре-

деляющая мгновенную скорость движения в каждой точке (x, y, z) ∈ X. Минимальное



42

Рис. 2.1: Сферический сегмент Ci центром Oi с геодезическим радиусом R.

время перемещения между двумя точками a, b ∈ X определяется из решения задачи

σ(a, b) = min
Γ∈H(a,b)

∫

Γ

dΓ

f(x, y, z)
, (2.1)

где H(a, b) — множество непрерывных кривых, соединяющих точки a и b. Иначе говоря,

кратчайшим путем между двумя точками мы будем считать кривую, на перемещение

вдоль которой требуется наименьшее время [29].

Если f(xi, yi, zi) = 0, то точка (xi, yi, zi) считается непроходимой. Если f(x, y, z) = 1,

выражение σ(a, b) определяет обычное евклидово расстояние. В остальных случаях (2.1)

определяет минимальное время перемещения между a и b, которое будет использоваться

как мера удаленности этих точек.

Рассматривается множество G(a, b) — множество непрерывных кривых, принадле-

жащих S и соединяющих точки a и b, тогда минимальное время перемещения между

двумя точками a, b вдоль поверхности S определяется из решения

ρ(a, b) = min
Γ∈G(a,b)

∫

Γ

dΓ

f(x, y, z(x, y))
. (2.2)

Если f(x, y, z(x, y)) = 1, интеграл из (2.2) легко вычисляется и выражение ρ(a, b) опреде-

ляет наименьшее расстояние на поверхности S между двумя точками a и b – геодезическое

расстояние. В остальных случаях (2.2) определяет минимальное время перемещения меж-

ду a и b, которое будет использоваться как мера удаленности этих точек.

Рассматриваем задачу о покрытии и упаковке в следующем виде:

Постановка задачи о покрытии. Необходимо разместить n ≥ 1 устройств с оди-

наковыми радиусами действия R на поверхности S так, чтобы поверхность S принадле-

жала объединению зон действия устройств и радиус действия устройств был минимально

возможным.
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Поскольку в этой постановке устройства имеют одинаковый радиус действия R,

зона действия i-го устройства определяется формулой

Di = {p ∈ S : σ(Oi, p) ≤ R},

и условие, гарантирующее, что поверхность S принадлежала объединению зон действия

устройств, можно записать как

S ⊂
n⋃

i=1

Di.

Это также значит, что каждая точка p на поверхности S будет покрыта минимум одним

устройством:

∀p ∈ S, ∃i : σ(Oi, p) 6 R.

Кроме того, поскольку устройства находятся на поверхности, Oi ∈ S, i = 1, n.

С другой стороны, необходимо минимизировать радиус действия устройств, поэто-

му целевая функция задачи может быть описана следующим образом:

Fcov = max
1≤i≤n

max
p∈Di

σ(Oi, p) → min . (2.3)

Функция (2.3) минимизирует время распространения сигнала от устройства до гра-

ницы его зоны действия. Если рассматривать зону действия устройства как единый объ-

ект, то положение устройства Oi – центр объекта и радиус зоны действия – радиус объекта,

тогда решение задачи с целевой функцией (2.3) аналогично решению задачи о покрытии

поверхности равными объектами с минимальным радиусом. Задачу о покрытии можно

представить следующим образом.

Необходимо разместить n одинаковых объектов Ci с центрами Oi = (xi, yi, zi) ∈ S и

одинаковыми радиусами R, который будем называть радиусом покрытия, чтобы поверх-

ность S принадлежала объединению объектов и радиус R был минимальным:

R → min, (2.4)

∀p ∈ S, ∃i : σ(Oi, p) 6 R, (2.5)

Oi ∈ S, i = 1, n, (2.6)

Целевая функция (2.4) минимизирует радиус покрытия. Условие (2.5) гарантирует, что

любая точка поверхности S принадлежит по крайней мере одному покрывающему объек-

ту, а (2.6) означает, что все центры объектов располагаются на поверхности S.

Исходя из разных типов поверхностей и типов объектов, мы рассматриваем следу-

ющие варианты:
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Вариант П1. Поверхность S является единичной сферой и принадлежит объеди-

нению заданного числа шаров. Исключим из рассмотрения части шаров, лежащие внутри

сферы, тогда сфера будет покрыта набором поверхностей, представляющими собой пе-

ресечения шаров и сферы. Иначе говоря, покрывающие объекты Ci будут равными сфе-

рическими сегментами, а радиус покрытия R есть их угловой размер — геодезическое

расстояние между центром и границей сферического сегмента (см. рис. 2.1). Тогда задача

(2.4)–(2.6) примет вид:

R → min, (2.7)

∀p ∈ S, ∃i : ρ(Oi, p) 6 R, (2.8)

Oi ∈ S, i = 1, n, (2.9)

Вариант П2. Поверхность S является сферическим сегментом c угловом размером

θ, а объекты Ci – геодезические круги. Тогда радиус покрытия R – радиус геодезического

круга. Данный вариант соответствует задаче покрытия сферического сегмента равными

геодезическими кругам. Задача (2.7)-(2.9) не изменится.

Вариант П3. Поверхность S является эллипсоидом, боковой поверхностью цилин-

дра или боковой поверхностью конуса, а объекты Ci — шары. Тогда зона действия устрой-

ства понимается как пересечение шара Ci и поверхности S, поэтому радиус покрытия R

– радиус шара. Данный вариант соответствует задаче покрытия поверхности S равными

шарами.

Постановка задачи об упаковке: Необходимо разместить n устройств с оди-

наковыми радиусами действия R на поверхности S так, чтобы радиус действия R был

максимальным, все зоны действия устройств не пересекались и не выходили за границу

поверхности S.

В этой постановке задачи устройства находятся на поверхности, поэтому Oi ∈ S, i =

1, n. Кроме того, что зона действия i-го устройства определяется формулой

Di = {p ∈ S : σ(Oi, p) ≤ R},

тогда условие, гарантирующее, что все зоны действия устройств не пересекались, будет

эквивалентно условию, что расстояние между двумя устройствами должно быть больше

радиуса действия. Это можно записать как

σ(Oi, Oj) ≥ 2R, ∀i, j = 1, n, i 6= j.
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Условие, гарантирующее, что все зоны действия устройств не выходят за границу

поверхности, задается следующими образом. Пусть ∂S – граница поверхности S, тогда

σ(Oi, ∂S) ≤ R, ∀i = 1, n.

Отметим, что в случае, когда поверхность S замкнута (например, сфера или эллипсоид),

данное условие выполняется автоматически.

Необходимо максимизировать радиус действия устройств, поэтому целевая функ-

ция задачи может быть описана следующим образом:

Fpack = min
1≤i≤n

max
p∈Di

σ(Oi, p) → max (2.10)

Если рассматривать зону действия устройства как единый объект, то положение

устройства Oi — центр объекта и радиус зоны действия — радиус объекта, тогда реше-

ние задачи с целевой функцией (2.10) аналогично решению задачи о упаковке равных

объектов с максимальным радиусом на поверхности S с метрикой (2.1). Тогда задача пе-

реформулируется следующим образом:

Необходимо разместить n одинаковых объектов Ci с центрами Oi = (xi, yi, zi) ∈ S и

одинаковыми радиусами R, который будем называть радиусом упаковки, чтобы радиус R

был максимальным, объекты Ci не пересекались друг с другом и не выходили за границу

∂S поверхности S:

R → max, (2.11)

σ(Oi, Oj) ≥ 2R, ∀i, j = 1, n, i 6= j (2.12)

σ(Oi, ∂S) ≥ R, ∀i = 1, n (2.13)

Oi ∈ S, i = 1, n, (2.14)

Целевая функция (2.11) максимирует радиус упаковки. Условие (2.12) гарантирует, что

расстояние между двумя центрами объектов не меньше чем 2R, т.е. объекты не пересека-

ются. Условие (2.13) обеспечивает, что объекты не пересекают границу ∂S. Условие (2.14)

означает, что все центры объектов располагаются на поверхности S. Если поверхность S

является сферой или эллипсоидом, то условие (2.13) выполняется автоматически.

Исходя из разных типов поверхностей и типов объектов, мы рассматриваем следу-

ющие варианты:

Вариант У1. Множество S является единичной сферой, а упаковываемые объек-

ты Ci — сферические сегменты. Тогда радиус упаковки R является угловым размером

сегмента. В этом варианте, условие (2.13) автоматически выполняется и угловой размер
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R определяется как геодезическое расстояние между центром и границей сферического

сегмента (см. рис. 2.1), поэтому задача (2.11)-(2.14) примет вид:

R → max, (2.15)

ρ(Oi, Oj) ≥ 2R, ∀i, j = 1, n, i 6= j (2.16)

ρ(Oi, ∂S) ≥ R, ∀i = 1, n (2.17)

Oi ∈ S, i = 1, n, (2.18)

Вариант У2. Множество S является сферическим сегментом c угловом размером θ,

а Ci – геодезические круги. Тогда радиус упаковкиR – радиус геодезического круга. В этом

варианте геодезические круги не выходят за границу ∂S сферического сегмента S и радиус

R определяется как геодезическое расстояние от центра до геодезической окружности.

Отсюда, задача (2.11)-(2.14) примет вид:

R → max, (2.19)

ρ(Oi, Oj) ≥ 2R, ∀i, j = 1, n, i 6= j (2.20)

Oi ∈ S, i = 1, n, (2.21)

Вариант У3. Множество S является эллипсоидом, боковой поверхностью цилин-

дра или боковой поверхностью конуса, а Ci — шары. Тогда радиус упаковки R — радиус

шара. Данный вариант соответствует задаче упаковки равных шаров на поверхности S.

Тогда задача (2.11)-(2.14) не изменится.

2.2 Геодезическое расстояние на поверхности

В рассматриваемых постановках важной задачей является определение геодезиче-

ского расстояния между двумя точками на поверхности. Для каждого типа поверхности

геодезическое расстояние определяется по-разному. В данном разделе вводится геодези-

ческое расстояние для сферы, боковых поверхностей цилиндра и конуса, а также для

эллипсоида.

2.2.1 Геодезическое расстояние на сфере

Если поверхность S представляется собой единичную сферу, тогда представим еди-

ничную сферу S в сферических координатах:

S = {(α, β) : 0 6 α < 2π,−π/2 6 β 6 π/2},
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где (α, β) — долгота и широта соответственно. Тогда




x = cos β cosα,

y = cos β sinα,

z = sin β.

Из геометрии сферы следует, что геодезическое расстояние dsph(a, b) между двумя

точками a и b на сфере S равно длине наименьшей дуги, соединяющей точки a и b на S :

dsph(a, b) = arccos(~a ·~b), (2.22)

где ~a ·~b — скалярное произведение векторов
−→
Oa и

−→
Ob, O – начала координат (см. рис 2.2).

Рис. 2.2: Дуга большого круга, соединяющая точки a и b.

2.2.2 Геодезическое расстояние на боковой поверхности цилиндра

Если поверхность S представляется собой боковую поверхность прямого цилиндра

с радиусом основания r и высотой h, тогда S может быть описана как:

S = {x = r cosα, y = r sinα, z = u : α ∈ [0, 2π); u ∈ [0, h]} , (2.23)

где α – угол вращения, и u – высота точки.

Пусть a(α1, u1) и b(α2, u2) лежат на поверхности цилиндра. Развернув боковую по-

верхность цилиндра, получим прямоугольник с размерами 2πr и h. Каждой точке a на бо-

ковой поверхности будет соответствовать одна и только одна точке a
′

на прямоугольнике.

Координаты точки a
′

будут (πα1, u1) и b
′

(πα2, u2) (см. рис. 2.3). Тогда длина кратчайшей

кривой dcyl(a, b) между двумя точками a и b на боковой поверхности прямого цилиндра

будет равна длине d(a
′

, b
′

) прямой, соединяющей две точки a
′

и b
′

на плоскости:

dcyl(a, b) = d(a
′

, b
′

) =
√
π2(α1 − α2)2 + (u1 − u2)2. (2.24)
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Рис. 2.3: Развертка боковой поверхности цилиндра

2.2.3 Геодезическое расстояние на боковой поверхности конуса

Боковая поверхность конуса с радиусом основания r и высотой h имеет вид

S =
{
x = u cosα, y = u sinα, z = h

(
1− u

r

)
: α ∈ [0, 2π); u ∈ [0, r]

}
, (2.25)

где α – угол вращения, и u – отношение радиуса к высоте.

Пусть a(α1, u1) и b(α2, u2) лежат на поверхности конуса. Кратчайшая кривая dcon(a, b),

соединяющая эти точки есть часть спирали. Развернув боковую поверхность конуса, полу-

чим сектор, в котором центр сектора O является вершиной конуса, радиус сектора равен

образующей конуса, а длина дуги сектора равна периметру основания конуса. Каждой

точке a на поверхности конуса будет соответствовать одна и только одна точке a
′

в сек-

торе. Тогда Oa
′

=

√
u21
r2
(h2 + r2) и угол вращения α1 (см. рис. 2.4). Аналогично, точке b

соответствует точка b′. Кратчайшее расстояние dcon(a, b) между точками a и b на поверх-

ности конуса равно евклидову расстоянию d(a′, b′) между соответствующими точками на

плоскости развертки. Применяя теорему косинусов к треугольнику Oa′b′, получаем:

dcyl(a, b) = d(a′, b′) =

√(
1 +

h2

r2

)(
u21 + u22 − 2u1u2 cos

r|α1 − α2|√
h2 + r2

)
(2.26)
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Рис. 2.4: Развертка поверхности конуса

2.2.4 Геодезическое расстояние на эллипсоиде

Пусть поверхность S представляется собой эллипсоид с центром в начале координат,

заданный параметрически:




x = a cosµ cos θ

y = b cosµ sin θ

z = c sinµ

, 0 ≤ θ ≤ 2π;
−π
2

≤ µ ≤ π

2
, (2.27)

где величины a, b, c — полуоси эллипсоида, θ — долгота и µ — широта.

Геодезическое расстояние ds определяется из решения уравнения

ds2 = Hdµ2 +Gdθ2, (2.28)

где значения H и G разные для каждого типа эллипсоида.

Рассмотрим двухосный эллипсоид, полуоси которого удовлетворяют условию a =

b > c [200], тогда

H =
a2(1− d2)2

(1− d2 sin2 µ)3
, G =

a2 cos2 µ

1− d2 sin2 µ
, d =

√
a2 − c2

2
.

Для трехосного эллипсоида [201] с полуосями a > b > c параметры H и G опреде-

ляются по следующим формулам:

H = Hµ(h
2
y cos

2 µ+ h2z sin
2 θ), G = Gθ(h

2
y cos

2 µ+ h2z sin
2 θ),

Hµ =
b2 sin2 µ+ c2 cos2 µ

h2x − h2y sin
2 µ

,Gθ =
a2 sin2 θ + b2 cos2 θ

h2x − h2z sin
2 θ

,

hx =
√
a2 − c2, hy =

√
b2 − c2, hz =

√
a2 − b2.
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Мы считаем, что кривая на эллипсоиде описывается соотношением µ = µ(θ) , т.е.

эллипсоидальная широта является функцией эллипсоидной долготы. Из (2.28) следует,

что криволинейный элемент имеет вид: ds =
√
H(u′)2 +Gdθ, где u

′

= dµ

dθ
.

Следовательно, длина s кривой µ = µ(θ) из θ0 до θ1 (θ0 < θ1) определяется как

s =

∫ θ1

θ0

g(θ, µ, µ
′

)dθ,

где g(θ, µ, µ
′

) =
√
H(u′)2 +G.

Пусть θ0 6= θ1 , иначе говоря, s 6= 0. Тогда µ = µ(θ) удовлетворяет уравнению

Эйлера-Лагранжа: d
dθ

(
∂g

∂µ
′

)
− ∂g

∂µ
= 0. Записывая полную производную, получим:

∂2g

∂µ′∂µ′
µ

′′

+
∂2g

∂µ∂µ′
µ

′

+
∂2g

∂θ∂µ′
− ∂g

∂µ
= 0. (2.29)

Подставляя выражение g(θ, µ, µ
′

) =
√
H(u′)2 +G, получаем

∂g

∂µ′
=

Hµ
′

√
H(u′)2 +G

,
∂g

∂µ
=
Hµ((µ

′

)2 +G
′

)

2
√
H(u′)2 +G

, (2.30)

где Hµ = dH
dµ
, Gµ = dG

dµ
, Hθ =

dH
dθ
, Gθ =

dG
dθ

.

Подставив соотношения (2.29) в уравнение (2.30), получаем

2HGµ
′′

+HHθ(µ
′

)3 − (2HGµ −HµG)(µ
′

)2 + (2HθG−HGθ)µ
′ −GGµ = 0. (2.31)

Это нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка с кра-

евыми условиями

µ(θ0) = µ0, µ(θ1) = µ1. (2.32)

Краевая задача (2.31), (2.32) преобразуются в задачу Коши, в которой уравнение

(2.31) записывается как система двух дифференциальных уравнений первого порядка:





d
dθ
(µ) = f1(θ, µ, µ

′

)

d
dθ
(µ

′

) = f2(θ, µ, µ
′

)
, (2.33)

где f1(θ, µ, µ
′

) = µ
′

и f2(θ, µ, µ
′

) = −Hθ

2G
(µ

′

)3 + (2HGµ−HµG

2HG
(µ

′

)2 − 2HθG−HGθ

2HG
µ

′

+ Gµ

2H
.

Начальные значения, связанные с этой системой, следующие:

µ(θ0) = µ0, µ
′

0 = µ
′

(θ0), (2.34)

где µ
′

0 = µ
′

(θ0) - неизвестное значение и необходимо найти. При заданных начальных

значениях (2.34) система уравнений (2.33) может быть численно интегрирована, что поз-

воляет определить решение µ = µ(θ), которое соответствует начальным значениям (2.34).
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По этой причине геодезическую линию удобнее описать как µ = µ(µ0, µ
′

0, θ). Поэтому нам

нужно определить неизвестное значение µ
′

0, удовлетворяющее µ(µ0, µ
′

0, θ) = µ1.

Мы начнем с значением µ
′(0)
0 и система уравнений (2.33) может быть интегрирова-

на на интервале [θ0; θ1] любым удобным численным методом (например, методом Рунге-

Кутты 4-го порядка). Таким образом, мы определяем геодезическую линию Γ(0) : µ =

µ(µ0, µ
′(0)
0 , θ) , где µ(µ0, µ

′(0)
0 , θ1) = µ

(0)
1 6= µ1 (см. рис. 2.5).

Рис. 2.5: Геодезическая линия на эллипсоиде

После этого, мы ищем поправку ∆(0) такую, что: µ(µ0, µ
′(0)
0 +∆(0), θ1) = µ1 . Исполь-

зуем теорему Тейлора для произвольных дифференцируемых функций (только свободный

член и член первого порядка), получаем:

µ1 = µ(µ0, µ
′(0)
0 +∆(0), θ1) = µ(µ0, µ

′(0)
0 , θ1) +

∂µ

∂µ
′(0)
0

∆(0),

откуда ∆(0) =
µ1−µ(0)1

∂µ

∂µ
′(0)
0

. В этом уравнении есть неизвестное значение, поэтому для решения,

система уравнений имеет вид





d

dθ

(
∂µ

∂µ
′

0

)
=
∂f1
∂θ

∂θ

∂µ
′

0

+
∂f1
∂µ

∂µ

∂µ
′

0

+
∂f1
∂µ′

∂µ
′

∂µ
′

0

,

d

dθ

(
∂µ

′

∂µ
′

0

)
=
∂f2
∂θ

∂θ

∂µ
′

0

+
∂f2
∂µ

∂µ

∂µ
′

0

+
∂f2
∂µ′

∂µ
′

∂µ
′

0

.

(2.35)

Интегрируя и решая систему уравнений (2.33) и (2.35), мы получаем геодезическую

линию Γ(0) и значение ∆(0) , которое требуется для начала новой итерации.
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Теперь мы начинаем со значения: µ
′(1)
0 = µ

′(0)
0 +∆(0). С помощью численного инте-

грирования на интервале [θ0; θ1] определяем геодезическую линию Γ(1) : µ = µ(µ0, µ
′(1)
0 , θ),

где µ(µ0, µ
′(1)
0 , θ1) = µ

(1)
1 6= µ1 (см. рис. 2.5) и снова находим поправку ∆(1) =

µ1−µ(1)1
∂µ

∂µ
′(1)
0

.

Процесс повторяется m раз до тех пор, пока не будет получено значение µ
′(m)
0 , такое,

что |µ′(m)
0 −µ1| < ε , где ε – это точность, которая должна быть достигнута. Отсюда также

определяются и рассчитываются координаты любой точки геодезической линии [200,201].

Следовательно, этот метод можно использовать для расчета и построения геодезических

линий между двумя заданными точками на двухосном или трехосном эллипсоиде.

Решение системы уравнений (2.35) положим g1 = µ, g2 = µ
′

, g3 = ∂µ

∂µ
′

0

, g4 = ∂µ
′

∂µ
′

0

.

Система уравнений (2.35) примет вид





g
′

1 = g2,

g
′

2 = p3(g2)
3 + p2(g2)

2 + p1g2 + p0,

g
′

3 = g4,

g
′

4 = [q3(g2)
3 + q2(g2)

2 + q1g2 + q0]g3 + [3p3(g2)
2 + 2p2g2 + p1]g4,

(2.36)

где p3 = −Hθ

2G
, p2 =

2HGµ −HµG

2HG
, p1 = −2HθG−HGθ

2HG
, p0 =

Gµ

2H
,

q3 =
∂p3
∂µ

=
HθµG−HθGµ

2G2
, q2 =

∂p2
∂µ

=
GGµµ −GµGµ

G2
− HHµµ −HµHµ

H2
,

q1 =
∂p1
∂µ

=
GGµθ −GµGθ

2G2
− HHµθ −HµHθ

H2
, q0 =

∂p0
∂µ

=
HGµµ −HµGµ

2H2
.

Следовательно, система (2.36) четырех дифференциальных уравнений первого по-

рядка может быть решена на интервале [θ0; θ1] с использованием подходящего метода

численного интегрирования.

2.3 Свойства геодезического расстояния на сфере

Рассмотрим единичную сферу Θ с центром O, который находится в начале ко-

ординат. На сфере задан сферический сегмент S(A, θ) ⊂ Θ, где A — центр сегмента и

одновременно северный полюс сферы, θ — угловой размер сегмента (0 < θ ≤ π
2
). Пусть ∂S

— замкнутая кривая на сфере, ограничивающая поверхность S(A, θ).

2.3.1 Проектирование сферического сегмента на плоскость

Идея предлагаемого способа проектирования состоит в следующем. На сфере вы-

бираются полюс и нулевой меридиан. Для каждой точки сферы определяются две гео-

дезические координаты, первая из которых — геодезическое расстояние ρ до полюса, а



53

вторая — угол ϕ, который составляет между собой проекции на экваториальную плос-

кость нулевого меридиана и дуги, соединяющей точку с полюсом. Далее, на плоскости

вводится полярная система координат. Проекцией точки сферы с геодезическими коор-

динатами ρ и ϕ на плоскость будет точка, имеющая те же самые полярные координаты.

Можно без труда убедиться, что данный метод не является ортогональным проектирова-

нием и переводит сферу и любой сферический сегмент в круг, причем каждой точке круга

соответствует единственная точка на сфере. Исключением является южный полюс полной

сферы, который может быть спроектирован в любую точку на окружности.

Единичную сферу запишем в сферических координатах

Θ = {(ϕ, β) : 0 6 ϕ < 2π,−π/2 6 β 6 π/2},

где (ϕ, β) — долгота и широта соответственно. Пусть Π — координатная плоскость z = 0.

Зададим отображение

F : S(A, θ) 7−→ Π,

следующим образом. Сначала спроецируем центр A сегмента в начало координат O на

плоскость Π. Каждой точке P (ϕ0, β0) ∈ S(A, θ) с геодезическим расстоянием до центра

сегмента ρ(A,P ) и углом вращения ϕ0 будет соответствовать одна и только одна точка

P
′

(ρ0, α0) на плоскости, где ρ0 = π
2
− β0, α0 = ϕ0 (см. рис. 2.6). Образом сферического

сегмента при подобном проектировании будет круг S ′ радиуса θ с центром O.

P ′(ρ0,α0)

1

P (ϕ0,β0)

0.5

y

0

ρ0

x

α0 = ϕ0

ρ0

-0.5

ρ0

-1

O

z

A

1

θ

θ

0.5
0

-0.5
-1

1

0.5

0

Рис. 2.6: Метод проекции
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1
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1

0

-0.5

-1

Рис. 2.7: Иллюстрация леммы

Пусть точки B1, C1 принадлежат сферическому сегменту S(A, θ), причем ρ(A,B1) =

ρ1, ρ(A,C1) = ρ2. Точки B2, C2 ∈ Π, причем B2 = F (B1), C2 = F (C1) (см. рис. 2.7). Пусть

ρ(B1, C1) = a1 и B2C2 = a2.
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Лемма 1. Если ρ1 = ρ2 = q, то

sin
a1
2

=
a2
2

sin q

q
. (2.37)

Доказательство. Пусть угол B̂1OC1 = γ, B̂2OC2 = α, B
′

, C
′

– проекции B1, C1 на плос-

костьΠ, соответственно. Геодезическое расстояние между B1 и C1 будет частью дуги боль-

шого круга сферы Θ (см. рис. 2.7), поэтому a1 = ρ(B1, C1) = γ. Нетрудно видеть, что

B
′

C
′

= B1C1 = 2 sin γ

2
= 2 sin a1

2
и OC

′

= cos(π
2
− q) = sin q.

Из подобия треугольников OB2C2 и OB
′

C
′

имеем, что
B

′

C
′

B2C2

=
OC

′

OC2

, следовательно

2 sin a1
2

a2
=

sin q

q
, т.е. sin

a1
2

=
a2
2

sin q

q
. Лемма доказана.

Теорема 1. Геодезическое расстояние между двумя точками на сегменте не превосхо-

дит расстояния между двумя их образами на плоскости.

Доказательство. Введем обозначение B̂2OC2 = α. Пусть для определенности ρ1 ≥ ρ2.

Покажем, что a1 ≤ a2 для всех ρ1, ρ2 ∈
(
0; π

2

]
, для этого выразим a1 и a2 через ρ1, ρ2, α.

По теореме косинусов для треугольника B2OC2 имеем, что

a22 = ρ21 + ρ22 − 2ρ1ρ2 cosα = (ρ1 + ρ2)
21− cosα

2
+ (ρ1 − ρ2)

21 + cosα

2
. (2.38)

Применяя формулу для нахождения длины ортодромии, получаем

cos a1 = cos ρ1 cos ρ2+sin ρ1 sin ρ2 cosα =
1− cosα

2
cos(ρ1+ρ2)+

1 + cosα

2
cos(ρ1−ρ2). (2.39)

Введем дополнительные обозначения ξ = (ρ1 + ρ2)
2, χ = (ρ1 − ρ2)

2, ξ ≥ χ ≥ 0,

ζ = (1 − cosα)/2, ζ ∈ [0; 1]. Можно видеть, что из равенства ξ = χ следует, что a1 = a2.

Будем далее считать, что ξ > χ. С учетом введенных обозначений из формул (2.38) и

(2.39) получаем, что

cos a1 − cos a2 = ζ cos
√
ξ + (1− ζ) cos

√
χ− cos

√
ζξ + (1− ζ)χ. (2.40)

Покажем, что правая часть (2.40) неотрицательна.

Для этого достаточно доказать выпуклость функции h(t) = cos
√
t при t ∈ (0, π2).

В самом деле, найдем вторую производную

d2h

dt2
=

sin
√
t

4t
√
t
− cos

√
t

4t
=

1

4t
√
t
(sin

√
t−

√
t cos

√
t). (2.41)

Легко убедиться, что функция sin s − s cos s > 0 при s ∈ (0, π), откуда следует положи-

тельность (2.41) при t ∈ (0, π2), то есть выпуклость функции h(t) на целевом интервале.
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Применим теперь неравенство Йенсена к (2.40)

ζ cos
√
ξ+(1−ζ) cos√χ−cos

√
ζξ + (1− ζ)χ ≥ cos

√
ζξ + (1− ζ)χ−cos

√
ζξ + (1− ζ)χ = 0,

при этом неравенство является равенством только при ζ = 0 и ζ = 1.

Отсюда следует, что cos a1 − cos a2 ≥ 0, то есть a1 ≤ a2. Теорема 1 доказана.

2.3.2 Упаковка геодезических кругов в сферический сегмент

В данном разделе рассматривается задача упаковки геодезических кругов в сфери-

ческий сегмент (задача У2), решение которой находится с использованием теоремы 1 и

леммы 1. Идея построения решения состоит в следующем.

Сначала используется метод проекции, который позволяет отобразить сферический

сегмент S(A, θ) на круг S ′ радиуса θ, сохраняя при этом некоторые важные свойства геоде-

зического расстояния между полюсом и точками на сегменте. Затем круг S ′ преобразуется

в единичный, для которого используется наилучшая из известных упаковок [132,224], если

таковая имеется. В противном случае применяется оптико-геометрический подход [29,52],

основанный на аналогии между распространением световой волны в оптически однород-

ной среде и минимизацией интегрального функционала. На следующем шаге выполняется

обратная проекция, и находится соответствующая упаковка на сферическом сегменте. До-

казывается теорема, согласно которой геодезическое расстояние между двумя точками на

сегменте не превышает расстояния между их образами на плоскости. Наконец, после по-

строения обратной проекции выполняется процедура улучшения.

Для восстановления упаковки геодезических кругов в сферический сегмент доста-

точно выполнить обратное проектирование только центров упакованных кругов в круг,

которые принимаются за центры элементов сферической упаковки, при этом теорема 1

позволяет оценить геодезический радиус упаковки сверху радиусом кругов плоской упа-

ковки. Процесс преобразования осуществляется следующим образом.

Пусть M0 — множество из N равных кругов, упакованных в единичный круг

M0 =
{
(Ji, R

′

), i = 1, N
}
,

где (Ji, R
′

), i = 1, N – круг с центром Ji ∈ Π, имеющий полярные координаты (ρi, αi) и

радиус R
′

(см. рис. 2.8). Тогда M1 — множество N равных кругов, упакованных в круг

радиуса θ определяется как

M1 =
{
(Ii, R

′

θ), i = 1, N
}
,
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где Ii ∈ Π имеет полярные координаты (ρiθ, αi) и M2 — множество точек Oi ∈ S(A, θ),

которые находятся обратной проекцией точек Ii ∈ Π:

M2 =
{
Oi = F−1(Ii), i = 1, N

}
.

Найдем геодезический радиус элементов сферической упаковки. Из леммы 1 и тео-

ремы 1 следует, что геодезические круги с центрами Oi ∈M2 и радиуса

R̄i = 2arcsin

(
R

′

2ρi
sin(ρiθ)

)
(2.42)

образуют упаковку для сферического сегмента S(A, θ). Для того, чтобы упаковываемые

круги были равными, выберем

R = min
i=1,N

R̄i. (2.43)

На рисунках 2.8 и 2.9 показаны результаты упаковки равных кругов в единичный

круг и упаковки равных геодезических кругов в сферический сегмент в случае N = 10

после преобразования.
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Рис. 2.8: Упаковка 10 равных кругов в еди-
ничный круг
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Рис. 2.9: Упаковка 10 равных геодезических
кругов в сферический сегмент

Метод улучшения упаковки

Утверждение 1. Если ρi ≥ ρj, то R̄i ≤ R̄j, ∀i, j = 1, N, i 6= j.

Доказательство. Действительно, в формуле (2.42), функция f(x) = sinx
x

убывает на
(
0; π

2

]

и функция arcsin(x) возрастает на (0; 1], получаем:

R̄i = 2arcsin

(
R

′

2ρi
sin(ρiθ)

)
≤ 2 arcsin

(
R

′

2ρj
sin(ρjθ)

)
= R̄j, ∀i, j = 1, N, i 6= j.

Утверждение 1 доказано.
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Из утверждения 1 следует что, чем ближе центр геодезического круга к полюсу A,

тем больше радиус геодезического круга. Тогда, в силу (2.43), некоторые геодезические

круги могут не иметь точек касания.

Кроме того, при построении упаковки равных кругов в единичный круг ρi ≤ 1−R′

.

Тогда расстояние ρ(Oi, ∂S) от точки Oi до границы ∂S удовлетворяет неравенству

ρ(Oi, ∂S) =
(π
2
− ρiθ

)
−
(π
2
− θ
)
= θ − ρiθ ≥ R

′

θ.

Из теоремы 1 и формулы (2.43) получаем R = min
i=1,N

R̄i < R
′

θ ≤ ρ(Oi, ∂S), поэтому

геодезические круги могут не иметь точек касания границей сегмента.

Вышесказанное означает, что построенная упаковка, вообще говоря, не является

оптимальной. Выполним ее улучшение с помощью метода бильярдного моделирования.

Утверждение 2. Если ∆ = γ(R
′

θ − R), 0 < γ < 1, φi = ρiθ + ∆, O∗
i

(
π
2
− φi, αi

)
∈

S(A, θ), ∀i = 1, N ,

Rimp = min

{
min

i,j=1,N,i 6=j

ρ(O∗
i , O

∗
j )

2
, R

′

θ −∆

}
, (2.44)

то

Rimp > R.

Доказательство. Сначала докажем R
′

θ−∆ > R, ∀0 < γ < 1. Действительно, из теоремы

1 получаем R
′

θ > R̄i ≥ R, откуда R
′

θ−∆ = (1−γ)R′

θ+γR > (1−γ)R+γR = R, ∀γ ∈ (0, 1).

Далее покажем, что

min
i,j=1,N,i 6=j

ρ(O∗
i , O

∗
j ) > min

i,j=1,N,i 6=j
ρ(Oi, Oj) ≥ 2R.

Легко видеть, что точка Oi расположена на геодезической линии между A и O∗
i , т.

е. φi > ρiθ, ∀i = 1, N . Для каждой пары {i, j} из формулы определения длины ортодромии

получаем:

cos ρ(O∗
i , O

∗
j ) = cosφi cosφj+sinφi sinφj cos ζ =

1 + cos ζ

2
cos(φi−φj)+

1− cos ζ

2
cos(φi+φj),

cos ρ(Oi, Oj) =
1 + cos ζ

2
cos(ρiθ − ρjθ) +

1− cos ζ

2
cos(ρiθ + ρjθ),

где ζ — угол ∠OiAOj в сферическом треугольнике OiAOj.

Так как φi − φj = ρiθ − ρjθ и φi + φj > ρiθ + ρjθ получаем ρ(O∗
i , O

∗
j ) > ρ(Oi, Oj).

Тогда

min
i,j=1,N,i 6=j

ρ(O∗
i , O

∗
j ) > min

i,j=1,N,i 6=j
ρ(Oi, Oj) ≥ 2R.

Утверждение 2 доказано.
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Из утверждения 2 следует, что для всех значений 0 < γ < 1 геодезические круги с

новыми центрами O∗
i

(
π
2
− ρiθ −∆, αi

)
и радиусом Rimp образуют лучшую упаковку, чем

предыдущая упаковка с радиусом R.

Нетрудно видеть, что при увеличении коэффициента γ значение R
′

θ − ∆ умень-

шается, а min
i,j=1,N,i 6=j

ρ(O∗
i , O

∗
j ) увеличивается. Наилучший радиус упаковки достигается при

выполнении равенства

R
′

θ −∆ = min
i,j=1,N,i 6=j

ρ(O∗
i , O

∗
j ). (2.45)

Процесс улучшения осуществляется следующим образом:

Шаг 1: γ = 1
m
, где m — заданный большой натуральный параметр.

Шаг 2: Вычисляется Rimp из утверждения 2. Если значение Rimp больше предыду-

щего, оно сохраняется в качестве решения задачи.

Шаг 3: Увеличивается значение γ = γ + 1
m

и выполняется переход к шагу 2.

Процесс завершается после m итераций. Чем больше значение m, тем точнее вы-

полняется равенство (2.45).

Время работы алгоритма упаковки равных геодезических кругов в сферический

сегмент складывается из времени выполнения алгоритма упаковки равных кругов в круг

большего радиуса и процесса улучшения. При этом, если используется известная опти-

мальная упаковка на плоскости, то первый этап не требуется, и выполняется только про-

цесс улучшения. Отметим, что, поскольку координаты точки O∗
i зависят от единственного

параметра γ = 1/m, а значения R
′

, θ, ρi, αi, R̄i не изменяются после m циклов, то время

выполнения процесса улучшения относительно невелико.

2.3.3 Покрытие сферических сегментов геодезическими кругами

В данном разделе рассматривается задача покрытия сферических сегментов геоде-

зическими кругами (задача П2), решение которой находится с использованием теоремы

1 и леммы 1.

Следствие 1. После выполнения обратной проекции покрытие круга равными кругами

окажется покрытием сферического сегмента геодезическими кругами того же радиуса.

Доказательство. Пусть M0 — множество из n равных кругов, покрывающих единичный

круг

M0 =
{
(Ji, R

′

), i = 1, N
}
,

где (Ji, R
′

), i = 1, N — круг с центром Ji ∈ Π, имеющий полярные координаты (ρi, αi) и

радиус R
′

(см. рис. 2.10). Тогда M1 — множество N равных кругов, покрывающих круг
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радиуса θ определяется как

M1 =
{
(Ii, R

′

θ), i = 1, N
}
,

где Ii ∈ Π имеет полярные координаты (ρiθ, αi), а M2 — множество точек Oi ∈ S(A, θ),

которые находятся обратной проекцией точек Ii ∈ Π:

M2 =
{
Oi = F−1(Ii), i = 1, N

}
.

Покажем, что сферический сегмент S будет покрыт геодезическими кругами с цен-

трами Oi и радиусом R
′

θ. Действительно, из теоремы 1 следует, что

∀P ∈ S, ∃Oi : ρ(Oi, P ) ≤ |IiP
′ | ≤ R

′

θ,

где P
′

= F (P ) и | · | — длина отрезка.

Следствие 1 доказано.

Для построения покрытия сферического сегмента геодезическими кругами доста-

точно выполнить обратное проектирование центров кругов плоского покрытия на сферу.

Эти проекции будут служить центрами геодезических кругов. Согласно теореме 1, ради-

усы покрывающих кругов на плоскости можно использовать в качестве радиусов соот-

ветствующих геодезических кругов на сфере, что обеспечивает корректность построения

покрытия.

На рисунке 2.10 представлено покрытие единичного круга семью равными кругами,

а на рисунке 2.11 показано соответствующее покрытие сферического сегмента семью рав-

ными геодезическими кругами, полученное в результате преобразования исходной плоской

конфигурации.

Метод улучшения покрытия

Утверждение 3. Если P ∈ ∂S, то ∃i∗, ρ(Oi∗ , P ) < R
′

θ.

Доказательство. Из теоремы 1 следует что, для всех точек P на границе сегмента ∂S и

всех центров Oi, i = 1, n, геодезическое расстояние между Oi и P не превосходит расстоя-

ния между Ii и P
′

, где P
′

= F (P ). Тогда получаем:

ρ(Oi, P ) ≤ |IiP
′ |, ∀P ∈ ∂S, P

′

= F (P ), i = 1, N.

С другой стороны Ii, i = 1, N – центры кругов, образующие покрытие круга радиуса

θ, поэтому существует круг с центром Ii∗ такой, что |Ii∗P ′ | ≤ R
′

θ. Это, в свою очередь,

означает выполнение неравенств

ρ(Oi∗ , P ) ≤ |Ii∗P
′ | ≤ R

′

θ. (2.46)



60

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

x

-1

-0.5

0

0.5

1

y

J
1

J
2

J
3

J
4

J
5

J
6

J
7

R
'

Рис. 2.10: Покрытие единичного круга 7 рав-
ными кругами.

Рис. 2.11: Покрытие сферическом сегмента
7 равными геодезическими кругами

Неравенства (2.46) не выполняться как равенства одновременно поскольку, если

ρ(Oi∗ , P ) = |Ii∗P ′ |, то три точки A,Oi∗ , P должны лежать на одной геодезической линии.

Однако, если |Ii∗P ′ | = R
′

θ, то точки A,Oi∗ , P не могут располагаться на одной геодезиче-

ской линии (рис. 2.12). Полученное противоречие доказывает утверждение.

Определение 1. Обозначим Υ =
⋃

i 6=j

{
P ∈ Θ : ρ(Oi, P ) = R

′

θ, ρ(Oj, P ) = R
′

θ, ρ(A,P ) > θ
}
,

— множество точек пересечения геодезических окружностей, лежащих вне сферическо-

го сегмента S.

Рис. 2.12: Иллюстрация утверждения 3. Рис. 2.13: Иллюстрация определения 1.

Утверждение 4. Множество Υ непусто, Υ 6= ∅.
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Доказательство. Предположим противное: пусть множество Υ пусто, то есть все точки

пересечения геодезических окружностей лежат либо строго внутри сегмента S, либо на

его границе ∂S.

Если пересечения лежат строго внутри ∂S, то имеем, что некоторые точки грани-

цы не принадлежат ни одной из геодезических окружностей. Это противоречит условию

полноты покрытия.

Пусть теперь существует точка P ∗ ∈ ∂S, являющаяся пересечением двух геодезиче-

ских окружностей радиуса R′θ. Согласно утверждению 3, точка P ∗ должна лежать внутри

некоторой геодезической окружности радиуса, меньшего R′θ. Однако это невозможно, по-

скольку P ∗ по определению принадлежит двум окружностям радиуса ровно R′θ, и ника-

кая меньшая окружность не может содержать ее в своей внутренней области. Полученное

противоречие доказывает, что исходное предположение неверно, а значит, множество Υ

непусто (рис.2.13).

Утверждение 4 доказано.

Из утверждений 3 и 4 следует, что система геодезических кругов с центрами в точ-

ках Oi (i = 1, n) и радиусом R′θ покрывает границу ∂S сегмента, но при этом их попарные

пересечения содержат точки, лежащие вне ∂S. Следовательно, построенное покрытие не

является оптимальным, поскольку содержит избыточные области перекрытий.

Для его улучшения применим метод бильярдного моделирования, который позво-

лит минимизировать радиусы покрывающих кругов при сохранении условия полного по-

крытия.

Определение 2. Три точки Ii, Ij, Ik называются смежными тогда и только тогда, ко-

гда расстояние между любыми двумя из них не больше 2R
′

θ. Обозначим Ψ – множество

смежных точек:

Ψ =
{
{i, j, k} : ∀a, b ∈ {i, j, k}, a 6= b, |IaIb| ≤ 2R

′

θ
}
.

На рисунке 2.14 изображено множество из трех смежных точек в случае R = 0.5 и

θ = 1: Ψ = {{1, 2, 3}; {1, 3, 4}; {1, 4, 5}; {1, 5, 6}; {1, 6, 7}; {1, 7, 2}} .

Определение 3. Пусть {i, j, k} ∈ Ψ, Oi = F−1(Ii), Oj = F−1(Ij), Ok = F−1(Ik). Обозна-

чим △ΘOiOjOk — сферический треугольник с вершинами Oi, Oj, Ok ∈ Θ и R̄OiOjOk
—

наименьший возможный радиус геодезического круга, в который может быть вложен

сферический треугольник △ΘOiOjOk.
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Рис. 2.14: Иллюстрация определения 2. Рис. 2.15: Иллюстрация утверждения 5.

Утверждение 5. Если {i, j, k} ∈ Ψ, то △ΘOiOjOk будет покрыт объединением трех

геодезических кругов с центрами Oi, Oj, Ok и радиусом R̄OiOjOk
.

Доказательство. Покажем, что ∀P ∈ △ΘOiOjOk,mina∈{i,j,k}{ρ(Oa, P )} ≤ R̄OiOjOk
.

Действительно, пусть C – центр геодезического круга наименьшего радиуса R, по-

крывающей сферический треугольник △ΘOiOjOk. Из точки C проведем геодезические ли-

нии, перпендикулярные сторонам сферического треугольника △ΘOiOjOk. Тогда каждая

точка P ∈ △ΘOiOjOk, P 6= C будет лежать в одной из частей, разделенных перпендику-

лярами и сторонами △ΘOiOjOk (рис. 2.16). Отсюда получаем

min
a∈{i,j,k}

{ρ(Oa, P )} < min
a∈{i,j,k}

{ρ(Oa, C)}.

Далее из определения 3 получаем

R̄OiOjOk
= max

a∈{i,j,k}
{ρ(Oa, C)} ≥ min

a∈{i,j,k}
{ρ(Oa, C)} > min

a∈{i,j,k}
{ρ(Oa, P )}.

Утверждение 5 доказано.

Утверждение 6. Если {i, j, k} ∈ Ψ, то R̄OiOjOk
< R

′

θ.

Доказательство. Пусть C
′

– центр круга наименьшего радиуса, покрывающей треуголь-

ник IiIjIk, а R̃ – радиус этого круга. Тогда точка C
′

лежит внутри треугольника IiIjIk.

Легко видеть, что R̃ ≤ R
′

θ поскольку, если R̃ > R
′

θ, то треугольник IiIjIk не может быть

полностью покрыт кругами с центрами Ii, Ij, Ik и радиусом R
′

θ. Отсюда получаем:

R
′

θ ≥ R̃ = max
a∈{i,j,k}

{|IaC
′ |} (2.47)



63

Рис. 2.16: Иллюстрация доказательства утверждения 5 5.

С другой стороны, пусть C = F−1(C
′

). Тогда из теоремы 1 следует, что

ρ(Oi, C) ≤ |IiC
′ |; ρ(Oj, C) ≤ |IjC

′ |; ρ(Ok, C) ≤ |IkC
′ |,

т.е.

max
a∈{i,j,k}

{|IaC
′ |} ≥ max

a∈{i,j,k}
{ρ(Oa, C)}. (2.48)

Из (2.47) и (2.48) получаем неравенство:

R̄OiOjOk
= max

a∈{i,j,k}
{ρ(Oa, C)} ≤ R

′

θ. (2.49)

Однако (2.49) не может выполниться как равенство, так как тогда точки Oi, Oj, Ok, C

должны лежать на одной геодезической линии, что невозможно. Утверждение доказа-

но.

Из утверждения 5 следует, что сферический сегмент S покрывается геодезическими

кругами с центрами в точках Oi и радиусом R = max

{
max

{i,j,k}∈Ψ
R̄OiOjOk

; max
P∈∂S

min
i=1,N

ρ(Oi, P )

}
.
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Рис. 2.17: Иллюстрация доказательства
утверждения 6.
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Рис. 2.18: Иллюстрация доказательства
неравенства 2.50.

Кроме того, из утверждений 3 и 6 следует, что R < R
′

θ, т.е. такое покрытие лучше, чем

покрытие с радиусом R
′

θ, однако может не быть оптимальным.

Как показано в утверждениях 3 и 4, в покрытии существуют избыточности вне

границы ∂S сферического сегмента S. Эти избыточности определяются точками P ∈ Υ,

для которых расстояние до границы ∂S равно ω = min
P∈Υ

ρ(A,P ) − θ. Для минимизации

избыточности предлагается сдвинуть центры Oi в точку O∗
i вдоль геодезических линий

в направлении центра A на расстояние ∆ и постепенно уменьшить радиус геодезических

кругов. При этом предыдущие точки пересечения, лежащие за пределами границы P ∈ Υ

не оказались внутри, сохраняя условие ω ≥ 0. Радиус нового покрытия определяется как

R∗ = max

{
max

{i,j,k}∈Ψ
R̄O∗

iO
∗

jO
∗

k
; max
P∈∂S

min
i=1,N

ρ(O∗
i , P )

}
. Тогда, поскольку R∗ ≥ max

{i,j,k}∈Ψ
R̄O∗

iO
∗

jO
∗

k
,

новое покрытие также покрывает все сферические треугольники △ΘO
∗
iO

∗
jO

∗
k, а R∗ ≥

max
P∈∂S

min
i=1,N

ρ(O∗
i , P ), оно покрывает границу ∂S. Таким образом, выбирая подходящее ∆,

можно получить улучшенное покрытие с радиусом, не превышающим R′θ. Это утвержде-

ние формулируется ниже.

Утверждение 7. Если ω = min
P∈Υ

ρ(A,P ) − θ, то: ∃γ, 0 < γ < 1, ∆ = γω, φi = ρiθ − ∆,

O∗
i

(
π
2
− φi, αi

)
∈ S(A, θ), ∀i = 1, N :

R̄O∗

iO
∗

jO
∗

k
< R

′

θ, ∀{i, j, k} ∈ Ψ. (2.50)

и

min
i=1,N

ρ(O∗
i , P ) < R

′

θ, ∀P ∈ ∂S. (2.51)

Доказательство. Покажем, что неравенство (2.50) выполняется для всех 0 < γ < 1.
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Пусть I∗i = F (O∗
i ), i = 1, N , и R∗

ijk, Rijk – наименьшие радиусы кругов, покрываю-

щих треугольники △I∗i I∗j I∗k ,△IiIjIk, соответственно. Поскольку для любого γ > 0 точки

Ii, Ij, Ik являются сдвигами точек Ii, Ij, Ik в направлении начала координат на расстоя-

ние δ > 0, то расстояния между ними уменьшаются: |IaIb| > |I∗aI∗b |, a, b ∈ {i, j, k}, a 6= b.

Следовательно, выполняется неравенство

Rijk > R∗
ijk. (2.52)

Пусть C
′

– центр круга наименьшего радиуса, покрывающей треугольник I∗i I
∗
j I

∗
k и

C∗ = F−1(C
′

), тогда из теоремы 1 следует, что

ρ(O∗
i , C

∗) ≤ |I∗i C
′ |; ρ(O∗

j , C
∗) ≤ |I∗jC

′ |; ρ(O∗
k, C

∗) ≤ |I∗kC
′ |.

Таким образом,

R∗
ijk = max

a∈{i,j,k}
{|I∗aC

′ |} ≥ max
a∈{i,j,k}

{ρ(O∗
a, C

∗)}. (2.53)

Поскольку R̄O∗

iO
∗

jO
∗

k
– наименьший возможный радиус геодезического круга, в который

может быть вложен сферический треугольник △ΘO
∗
iO

∗
jO

∗
k, с учетом (2.52), (2.53) получаем

R
′

θ ≥ Rijk > R∗
ijk ≥ max

a∈{i,j,k}
{ρ(O∗

a, C
∗)} ≥ R̄O∗

iO
∗

jO
∗

k
.

Неравенство (2.50) доказано.

Для доказательства неравенства (2.51) рассмотрим точку P (π
2
− θ, αP ) ∈ ∂S. Со-

гласно утверждению 3, для точки P существует такой индекс u, что ρ(Ou, P ) < R
′

θ.

Применяя формулу для нахождения длины ортодромии, получаем

cos ρ(O∗
u, P ) = cos(ρuθ −∆) cos θ + sin(ρuθ −∆) sin θ cos(αu − αP ).

Рассмотрим функцию

G(∆) = cos(ρuθ −∆) cos θ + sin(ρuθ −∆) sin θ cos(αu − αP ), 0 ≤ ∆ ≤ ω.

Функция G(∆) непрерывна на отрезке [0, ω] и G(0) = cos ρ(Ou, P ) > cos(R
′

θ), поскольку

ρ(Ou, P ) < R′θ и функция косинуса убывает на [0, π].

По теореме о промежуточном значении существует такое ∆∗ 6= 0, что G(∆∗) >

cos(R
′

θ), т.е.

cos ρ(O∗
u, P ) > cos(R

′

θ), ρ(O∗
u, P ) < R

′

θ.

Утверждение 7 доказано.
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Таким образом, можно построить улучшенное покрытие, выбрав в качестве центров

точки O∗
i , i = 1, N , и назначив радиус равным

Rimp = max

{
max

{i,j,k}∈Ψ
R̄O∗

iO
∗

jO
∗

k
; max
P∈∂S

min
i=1,N

ρ(O∗
i , P )

}
. (2.54)

Из утверждения 7 следует, что существует такое γ (0 < γ < 1), что геодезические круги

с центрами в точках O∗
i

(
π
2
− (ρiθ −∆), αi

)
и радиусом Rimp образуют покрытие, более

эффективное (имеющее меньший радиус), чем исходное покрытие с радиусом R′θ.

Процесс улучшения осуществляется следующим образом:

Шаг 1: γ = 1
m

где m — заданный больший натуральный параметр.

Шаг 2: Вычисляется Rimp в формуле (2.54). Если значение Rimp меньше предыду-

щего, оно сохраняется в качестве решения задачи.

Шаг 3: Увеличивается значение γ = γ + 1
m

и выполняется переход к шагу 2.

Время работы алгоритма покрытие сферического сегмента равными геодезически-

ми кругами складывается из времени выполнения алгоритма покрытие круга большего

радиуса равными кругами и процесса улучшения. При этом, если используются извест-

ные оптимальные покрытия на плоскости, то первый этап не требуется, и выполняется

только процесс улучшения. Отметим, что, поскольку координаты точки O∗
i зависят от

единственного параметра γ = 1/m, а значения R
′

, θ, ρi, αi, R̄i не изменяются после m цик-

лов, то время выполнения процесса улучшения относительно невелико.

2.4 Геометрические методы для построения покрытия на поверхности враще-

ния

В этом разделе рассматривается случай покрытия на поверхности S в евклидовой

метрике, для которого описан алгоритм построения наилучшего покрытия для задачи по-

крытия поверхности равными шарами. Алгоритм включает в себя итеративное построение

диаграммы Вороного на поверхности и нахождение центров шаров наименьшего радиуса

ее областей.

В трехмерном пространстве задана поверхность S. Введем обозначение Θ(O, r) и

∂Θ(O, r) как шар и сфера с центром O ∈ S и радиусом r:

Θ(O, r) = {P ∈ R
3 : |OP | ≤ r},

∂Θ(O, r) = {P ∈ R
3 : |OP | = r},

где | · | — длина отрезка.
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Определение 4. Обозначим R(p,M) = min{r ≥ 0 : M ⊆ Θ(p, r)} — наименьший радиус

шара с центром в точке p ∈M , в который может быть вложено множество M .

Определение 5. Обозначим R(M) = min{R(p,M), p ∈ M} — наименьший возможный

радиус шара, в который может быть вложено множество M ; c(M) — центр данного

шара.

Определение 6. Обозначим H(M,W ) — минимальное число λ, такое, что множество

M может быть вложено в объединение шаров радиуса λ с центрами в точках из мно-

жества W

H(M,W ) = max
m∈M

min
w∈W

|mw|.

Пусть задано непустое множество M ⊆ S и набор из n точек W = {w}ni=1 ⊂M. Для

набора из n точек W = {w}ni=1 ⊂M , составляющие диаграмму Вороного области Дирихле

Vi c центрами wi определяется следующим образом:

Vi = {p ∈M : |pwi| 6 |pwj|, ∀j 6= i},

Вычисление нового массива точек Ŵ = {ŵ}ni=1 ⊂ M может быть реализовано с

помощью геометрических процедур:

Алгоритм 3 (GeoCover). Построение покрытия на поверхности

Шаг 1: Для множества W , строим области диаграммы Вороного Vi, i = 1, n точек

wi, i = 1, n на множестве M ⊆ S.

Шаг 2: Для каждой области Vi находим покрывающий ее шар наименьшего радиуса

R(Mi) c центром c(Mi).

Шаг 3: Для каждого i = 1, n берем в качестве элемента нового массива точек

ŵi = c(Mi),

Ŵ = {ŵi ∈M, i = 1, n}.

Алгоритм GeoCover при программной реализации применяется многократно в

цикле. Условием выхода является достаточно малое расстояние между точками wi, ŵi, i =

1, n. Получаем следствие из результата применения алгоритма:

Следствие 2. В результате применения алгоритма 1 для множества Ŵ выполняется

оценка:

H(M,W ) ≥ H(M, Ŵ ). (2.55)
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Доказательство. Из определения 5 следует что, для каждой области Mi:

R(wi,Mi) ≥ R(Mi), ∀i = 1, n. (2.56)

Для каждой области Mi, ŵi = c(Mi) — центр шара наименьшего радиуса:

R(ŵi,Mi) = R(Mi), ∀i = 1, n. (2.57)

По построению областей Дирихле выполняются равенства:

H(M,W ) = max
i=1,n

R(wi,Mi). (2.58)

Из (2.57) вытекает неравенство:

H(M, Ŵi) ≤ max
i=1,n

R(Mi), ∀i = 1, n. (2.59)

Из (2.58) и (2.59) можно записать:

H(M,W )−H(M, Ŵi) ≥ max
i=1,n

R(wi,Mi)−max
i=1,n

R(Mi). (2.60)

Из неравенства (2.56) следует, что правая часть в неравенстве 2.60 не меньше, чем

0. Получаем оценку (2.55).

Если maxi=1,nR(wi,Mi) > maxi=1,nR(Mi), то неравенство (2.55) является строгим.

В общем случае следствие означает, что алгоритм GeoCover при его применении к про-

извольному массиву точек по крайней мере не увеличивает радиус шаров, который нужен,

чтобы шары с радиусом и центрами в элементах данного массива полностью покрывали

M ⊂ S.

Рассмотрим некоторые типы поверхности вращения.

2.4.1 Для сферы

Не ограничивая общности, можно считать, что поверхность S есть единичная сфера

с центром O в начале координат.

Лемма 2. Пусть задана точка p ∈M ⊂ S. Если |c(M)p| = δ и

R(M) <
√
2, (2.61)

то

R2(p,M) ≥ R2(M) + δ2 − δ2R2(M)

2
. (2.62)
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Доказательство. Если точка p совпадает с точкой c(M), то неравенство (2.62) превра-

щается в равенство. В противном случае поскольку p 6= c(M) существует единственную

плоскость Λ, содержащую три точки O, c(M) и p. Рассматриваем плоскость Π, содержащая

две точки O и c(M) и перпендикулярная плоскости Λ (см. рис. 2.19a).

Тогда плоскость Π разделит сферу ∂Θ(c(M), R(M)) на две половины: ∂Θ+ — полу-

сфера, находящаяся по ту же сторону, что и точка p с плоскостью Π, а ∂Θ− – полусфера

по другую сторону от точки p.

Докажем, что ∂Θ− ∩M 6= ∅. Предположим обратное, т.е. ∂Θ− ∩M = ∅.

Тогда все точки m ∈ M разделятся на 2 типа: m ∈ M ∩ ∂Θ(c(M), R(M)) и m 6∈
M ∩ ∂Θ(c(M), R(M)).

Рассмотрим точки m ∈M ∩ ∂Θ(c(M), R(M)):

Для точек m ∈ M ∩ ∂Θ(c(M), R(M)), поскольку ∂Θ− ∩ M = ∅, точки m будут

в множестве M ∩ ∂Θ+. Докажем, что существует шар с радиусом меньше, чем R(M), в

который может быть вложены точки m.

Пусть Φ — окружность, пересекающая единичную сферу S и сферу ∂Θ(c(M), R(M)),

а Ξ — плоскость, содержащая окружность Φ. Окружность Φ пересекает плоскость Π в двух

точках 0 и 1. Видим, что такая окружность имеет центр в точке X, которая является пе-

ресечением линии, соединяющей между точками O и c(M), с плоскостью Ξ. Ее радиус

r = |a0a1|
2

=
√
R2(M)− |c(M)X|2 (рис. 2.19b).

Тогда точки m лежат на дуге сектора окружности Φ с некоторым центральным

углом γ < π, пусть ω1, ω2 — концы дуги и X ′ — их середина. Отсюда видно, что все точки

m находятся внутри в окружности с центром X ′ и радиусом r′ = |ω1ω2|
2

< r (рис. 2.19c).

Рассмотрим прямую, проходящую через точку X ′ и перпендикулярную плоскости

Ξ. Эта прямая пересекается множество M в точке O′. Видно, что шар с центром O′ и

радиусом R′ =
√
r′2 + |O′X ′ |2 будет шаром, содержащим все точки m.

Из условия (2.61) видим, что точка X лежит между двумя точками O и c(M), а

расстояние |c(M)X| является наибольшим расстоянием от всех точки множества M до

плоскости Ξ. Тогда получим

R′ =
√
r′2 + |O′X ′|2 <

√
r2 + |Xc(M)|2 = R(M),

т.е. существует шар с центром в точке O′ и радиусом R′ < R(M), в который может быть

вложены точки m.

Рассмотрим точки m 6∈M ∩ ∂Θ(c(M), R(M)):
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Пусть R′′ — наибольшее расстояние от c(M) до всех этих точек:

R′′ = max{|c(M)m|,m 6∈M ∩ ∂Θ(c(M), R(M))}.

Значение R′′ также меньше, чем R(M), т.е. R′′ < R(M).

Отсюда, на геодезической линии между точками c(M) и O′, выберем точку O∗ так,

чтобы |c(M)O∗| < R(M)−max{R′, R′′}.
Тогда если m 6∈M ∩ ∂Θ(c(M), R(M)), получим:

|mO∗| ≤ |c(M)m|+ |O∗c(M)| < R
′′

+R(M)−max{R′, R′′} ≤ R(M).

Если m ∈M ∩ ∂Θ(c(M), R(M)), получим: |mO∗| ≤ R′ < R(M).

Таким образом, шар с центром O∗ и радиусом, меньшим R(M), будет покрывать

множество M . Это противоречит определению R(M). Следовательно, ∂Θ− ∩M 6= ∅.

Пуст σ ∈ ∂Θ− ∩ M и a0 ∈ Π ∩ S ∩ ∂Θ(c(M), R(M)) — одна из двух пересечений

между сферой S, сферой ∂Θ(c(M), R(M)) и плоскостью Π. Тогда получим неравенство:

R2(p,M) ≥ |pσ|2 ≥ |pa0|2. (2.63)

Применяя теорему Пифагора в прямоугольных треугольниках △pXa0,△a0Xc(M),

получаем:

|pa0|2 = |pX|2 + |Xa0|2 = |pX|2 +R2(M)− |c(M)X|2. (2.64)

Пусть K — проекция точки p на отрезок прямой, соединяющий O и c(M), тогда из

геометрии сферы: |c(M)K| = δ2

2
, |Xc(M)| = R2(M)

2
, |XK| = R2(M)−δ2

2
и получим:

|pa0|2 = R2(M) + |pK|2 + |KX|2 − |c(M)X|2

= R2(M) + |c(M)p|2 − |c(M)K|2 + |KX|2 − |c(M)X|2

= R2(M) + δ2 − δ4

4
+

(R2(M)− δ2)2

4
− R4(M)

4

= R2(M) + δ2 − δ2R2(M)

2
.

(2.65)

Из (2.63), (2.64) и (2.65) получим неравенство (2.62). Лемма доказана.
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a b c

Рис. 2.19: Иллюстрация доказательства для сферы.

2.4.2 Для боковой поверхности цилиндра

Если поверхность S представляется собой боковую поверхность прямого цилиндра

с радиусом основания r и высотой h, тогда S может быть описана как:

S = {x = r cosα, y = r sinα, z = u : α ∈ [0, 2π); u ∈ [0, h]} , (2.66)

Лемма 3. Задана точка p(α1, u1) ∈ M ⊂ S и пуст точка c(M) имеет параметры α =

0, u = 0. Если

R(M) < r
√
2, (2.67)

то:

R2(p,M) ≥ R2(M) + u21. (2.68)

Доказательство. Для упрощения предположим, что c(M) = 0. Если точка p совпадает с

точкой 0, то неравенство (2.68) превращается в равенство.

В противном случае построим плоскость Π следующим образом: введем обозначе-

ние Ψ как осевая линия цилиндра, построим плоскость, проходящую через точку c(M)

и перпендикулярную прямой Ψ в точке O, затем построим плоскость Ξ, содержащую 3

различные точки O,0, p. Плоскость Π проходит через точки 0 и p, и перпендикулярна

плоскости Ξ (см. рис. 2.20).

Тогда плоскость Π разделит сферу ∂Θ(0, R(M)) на две половины: ∂Θ+ — полусфера,

находящаяся по ту же сторону, что и точка p с плоскостью Π, а ∂Θ− – полусфера по другую

сторону от точки p. Пуст a1, a2 ∈ Π ∩ S ∩ ∂Θ(0, R(M)) — два пересечений между боковой

поверхностью цилиндра S, сферой ∂Θ(0, R(M)) и плоскостью Π.

Покажем, что ∂Θ− ∩M 6= ∅. Предположим обратное, т.е. ∂Θ− ∩M = ∅.

Тогда все точки m ∈ M разделятся на 2 типа: m ∈ M ∩ ∂Θ(0, R(M)) и m 6∈ M ∩
∂Θ(0, R(M)).

Рассмотрим точки m ∈M ∩ ∂Θ(0, R(M)):
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Для точек m ∈ M ∩ ∂Θ(0, R(M)), поскольку ∂Θ− ∩ M = ∅, точки m будут в

множестве M ∩ ∂Θ+. Пусть Φ — пересечение между полусферой ∂Θ+ и поверхностью

цилиндра S. Тогда все точки m ∈ M ∩ ∂Θ(0, R(M)) будут лежать на этой кривой Φ.

Покажем, что существует шар с радиусом, меньше чем R(M) содержит все эти точки.

Действительно, пуст ω1, ω2 ∈ M ∩ ∂Θ(0, R(M)) — две точки на кривой Φ, где ω1

ближе всего к a1, а ω2 ближе всего к a2, а точка ξ — середина отрезка между ω1 и ω2.

Построим прямую Λ, проходящую через точку ξ, пересекающую осевую линию цилиндра

и параллельную плоскости основания цилиндра. Прямая Λ единственна и пересекается

множество M в точкой χ (см. рис. 2.20).

Тогда для всех точек m ∈ Φ видим, что ∠m0χ ≤ ∠ω10χ. Тогда в треугольнике,

образованный из точек m, χ, 0 получим:

|χm|2 = |0m|2 + |0χ|2 − 2|0m||0χ| cos∠m0χ

≤ |0ω1|2 + |0χ|2 − 2|0ω1||0χ| cos∠ω10χ

= |χω1|2.

С другой стороны из условия (2.67) видим, что расстояние между ξ и χ — крат-

чайшее расстояние от точки ξ до боковой поверхности цилиндра, т.е. |ξχ| < |ξ0|. Прямая

ω1ω2 перпендикулярна плоскость через 3 точки 0,ξ,χ, поэтому:

|χω1|2 = |ξχ|2 + |ξω1|2

< |ξ0|2 + |ξω1|2

= |0ω1|2 = R2(M).

Итак |χm| < R(M), т.е. существует шар с центром χ и радиусом, меньше чем R(M)

содержит все эти точки m ∈M ∩∂Θ(0, R(M)). Пуст ρ1 — радиус такого шара, ρ1 < R(M).

Рассмотрим точки m 6∈M ∩ ∂Θ(0, R(M)):

Для все точки m 6∈ M ∩ ∂Θ(0, R(M)), пусть ρ2 – наибольшее расстояние от 0 до

всех этих точек:

ρ2 = max{|0m|,m 6∈M ∩ ∂Θ(0, R(M))}.

Значение ρ2 также меньше, чем R(M), т.е. ρ2 < R(M).

На геодезической линии между точками 0 и χ, выберем точку O∗ так, чтобы |0O∗| <
R(M)−max{ρ1, ρ2}.

Тогда если m 6∈M ∩ ∂Θ(0, R(M)), получим:

|mO∗| ≤ |m0|+ |O∗0| < ρ2 +R(M)−max{ρ1, ρ2} ≤ R(M)
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Если m ∈M ∩ ∂Θ(0, R(M)), получим :

|mO∗| ≤ ρ1 < R(M).

Таким образом, существует шар с центром O∗ и радиусом, меньшим R(M), в кото-

рых может быть вложено множество M . Это противоречит определению R(M). Следова-

тельно, ∂Θ− ∩M 6= ∅.

Пуст σ ∈ ∂Θ− ∩M , тогда получим неравенство:

R2(p,M) ≥ |pσ|2 ≥ |pa0|2. (2.69)

Пусть a — середина между a1, a2, применяя теорему Пифагора в прямоугольных

треугольниках △paa1,△a1a0), получаем:

|pa1|2 = |pa|2 + |aa1|2 = |pa|2 +R2(M)− |a0|2. (2.70)

Пусть K — проекция точки p на отрезок прямой, соединяющий O и 0, тогда из

геометрии цилиндра и условия (2.67): |a0| ≤ r, |K0| = |p0|2−u21
2r

(см. рис. 2.21), получим:

|pa0|2 = R2(M) + |pK|2 + |Ka|2 − |a0|2

= R2(M) + |p0|2 − |K0|2 + |Ka|2 − |a0|2

= R2(M) + |p0|2 − 2|K0||a0|

≥ R2(M) + |p0|2 − 2r|K0|

= R2(M) + u21.

(2.71)

Из (2.69), (2.70) и (2.71) получим неравенство (2.68). Лемма доказана.

Рис. 2.20: Иллюстрация доказательства для
боковой поверхности цилиндра.

Рис. 2.21: Иллюстрация вычисления из гео-
метрии цилиндра.
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2.5 Вычислительные алгоритмы решения задач покрытия и упаковки

2.5.1 О методе решения задач о покрытии и об упаковке

Для решения задач о покрытии применяется оптико-геометрический подход [29],

который является следствием физических принципов Ферма и Гюйгенса [67].

Решение задачи о покрытии включает два этапа: (1) поверхность S разбивается на

n областей с помощью диаграммы Вороного, которая строится по произвольному набору

начальных точек; (2) для каждой области диаграммы Вороного строится один покрываю-

щий объект минимального радиуса, находится его центр. Далее строится новая диаграмма

Вороного относительно найденных центров. Итерационный процесс продолжается до вы-

полнения критерия останова.

Алгоритмы построения покрытия равными шарами и геодезическими кругами со-

стоят из одинаковых шагов. Ключевое отличие заключается в том, что в первом случае

расстояния измеряются в обычном евклидовом смысле, а во втором — вдоль кратчай-

шего пути на поверхности — геодезической линии.

Решение задачи об упаковке выполняется аналогично, но на этапе (2) находится

объект максимального радиуса, который можно поместить в область диаграммы Вороно-

го.

2.5.2 Задача о покрытии и об упаковке на сфере или сферическом сегменте

В данном разделе рассматриваются алгоритмы решения задачи о покрытии П1 и

упаковке У1 для сферы. В этих двух задачах, учитывая, что свойства геометрий сфериче-

ского сегмента и геодезического круга в евклидовой метрике одинаковы, задача покрытия

или упаковки сферическими сегментами и геодезическими кругами становится эквива-

лентной, если используется евклидова метрика. Обычное евклидово и геодезическое рас-

стояние связаны формулой:

σ(a, b) = 2 sin
ρ(a, b)

2
, ∀a, b ∈ Θ.

Построение диаграммы Вороного на сфере

Для набора из n точек Oi = (xi, yi, zi) ∈ S, i = 1, n, составляющие диаграмму Воро-

ного области Дирихле Vi c центрами Oi определяется следующим образом:

Vi = {p ∈ S : ρ(p,Oi) 6 ρ(p,Oj), ∀j 6= i}.

Наиболее известным алгоритмом построения классической диаграммы Вороного

является алгоритм Форчуна [123]. В рамках данной диссертаций, предлагается обобще-
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ние оптико-геометрического подхода и алгоритма построения диаграммы Вороного для

множества точек, лежащих на сфере или сферическом сегменте.

Пусть заданы n точек Oi, i = 1, n, а промежутки изменения сферических координат

α и β определяют поверхность S: если 0 6 α < 2π,−π/2 6 β 6 π/2, то S — сфера, если

0 < α∗ 6 α 6 α∗ < 2π,−π/2 < β∗ 6 β 6 β∗ < π/2 — различные сферические сегменты.

Алгоритм 4 (SphereVoronoi). Построение сферической диаграммы Вороного

Шаг 1: Вводится равномерная сетка с шагом по углу sα и sβ: S(sα, sβ) ⊂ S.

Шаг 2: Из каждой точки Oi ∈ S(sα, sβ), i = 1, n, выпускается световая волна с

помощью алгоритма WaveSurface и определяется время достижения Ti(p) всех точек

p(α, β) ∈ S(sα, sβ). Это позволяет найти вектор

T (p) =
{
Ti(p), i = 1, n

}
.

Шаг 3: Для каждой точки p ∈ S(sα, sβ) определяется номер волны, возможно

не единственный, которая первой достигла данной точки, и формируется множество

D(p) =
{
k : Tk(p) = min

i
Ti(p)

}
номеров таких волн.

Шаг 4: Определяются области Дирихле диаграммы Вороного Vi с центром Oi как

Vi = {p ∈ S(sα, sβ) : i ∈ D(p)} .

Построения покрытия областей диаграммы Вороного на сфере

Идея алгоритма основана на решении следующей смешанной экстремальной зада-

чи: найти такую точку области Дирихле, из которой максимальное время достижения

любой точки границы области минимально возможно (минимакс). Нахождение максиму-

ма гарантирует полное покрытие, а минимум – его оптимальность. Алгоритм состоит из

шагов:

Алгоритм 5 (SphereCover). Построение покрытия равными сферическими сегментами

/ геодезическими кругами

Шаг 0: Задать сферу S(sα, sβ), количество элементов покрытия n, параметр

останова δ > 0, максимальное число итераций Nmax. Задать параметр type = 0 для

покрытия сферическими сегментами или type = 1 для покрытия геодезическими круга-

ми. Установить Rbest = +∞, iter = 0.

Шаг 1: Случайным образом генерируются начальные координаты центров элемен-

тов Oi ∈ S(sα, sβ), i = 1, n.
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Шаг 2: Для множества C =
{
Oi ∈ S(sα, sβ), i = 1, n

}
, строятся области Дирихле

Vi, i = 1, n диаграммы Вороного с помощью алгоритма SphereVoronoi.

Шаг 3: Определяются границы ∂Vi областей Vi и аппроксимируются замкнутыми

ломаными с узлами в точках vi,k, k = 1,m. Если при этом три точки или более оказы-

ваются лежащими на одной прямой, то средние точки исключается из рассмотрения.

Шаг 4: Из каждой точки vi,k, выпускаются световые волны. Если type = 0, ис-

пользуется алгоритм Wave3D, если type = 1 – WaveSurface.

Для каждой точки p(α, β) ∈ Vi определяется источник, выпущенная из которого

волна первой достигла точки p, и время перемещения T (α, β):

T (α, β) = min
k=1,m

Tk(α, β),

где Tk(α, β) — время распространения световой волны из vi,k до p(α, β) ∈ Vi.

Шаг 5: Определяются радиус и центр покрывающих элементов области Vi по фор-

мулам:

Ri = max
p(α,β)∈Vi

T (α, β),

O∗
i = arg max

p(α,β)∈Vi
T (α, β).

Шаги 3–5 выполняются независимо для каждой области Vi.

Шаг 6: Чтобы гарантировать полное покрытие множества S, в качестве радиуса

покрытия выбирается максимальный

R = max
i=1,n

Ri.

Шаг 7: Если ρ(Oi, O
∗
i ) < δ, i = 1, n, переход к шагу 8, иначе Oi := O∗

i и переход к

шагу 2.

Шаг 8: Если R < Rbest, обновить Rbest := R и сохранить текущие центры. Если

iter < Nmax, то выполнить новую генерацию начальных позиций и iter := iter + 1. Если

iter = Nmax, алгоритм завершается.

Алгоритм SphereCover принадлежит семейству алгоритмов типа Ллойда и отли-

чается от известных тем, что расстояние между точками здесь оперделяется из решения

задачи о брахистохроне, которая, в свою очередь, решается с использованием оптико-

геометрической аналогии. Здесь, в отличие от [217], выбор метрики оказывает существен-

ное влияние на решение задачи.

Недостатком алгоритма является то, что он не гарантирует получения глобального

решения. На каждой итерации находится локальный оптимум. Применение случайной
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генерации начальных координат центров позволяет говорить о нахождении наилучшего

из известных решений.

Построения упаковки областей диаграммы Вороного на сфере

Области Дирихле диаграммы Вороного на сфере являются сферическими много-

гранниками. Упакуем сферический сегмент или геодезический круг с максимизацией его

радиуса. В отличие от задачи покрытия, где находится чебышевский центр множества, т.

е., определяется расстояние между точками, в задаче об упаковке необходимо определить

расстояние между точкой и ребром. Здесь предлагается алгоритм нахождения центра и

радиуса упакованного сферического сегмента или геодезического круга с использованием

оптико-геометрического подхода.

Ключевая идея заключается в следующем: для каждой области Дирихле диаграм-

мы Вороного находим аналог чебышевского центра [100] относительно метрики (2.1). Сна-

чала центр случайно сгенерированного сегмента смещается в сторону увеличения мини-

мального расстояния до границы области Дирихле. Это направление определяется как

вектор суммы сил отталкивания от точек касания. Эта точка дает нам центр упакованно-

го сферического сегмента или геодезического круга, имеющего максимально возможный

радиус. Далее, используя все эти центры, перестраиваем диаграмму Вороного, пока ради-

ус продолжает увеличиваться (см. рис. 2.22). Отметим, что расстояние между точкой C

и кривой AB на сфере рассчитывается по формуле:

d(C,AB) = min
P∈AB

d(C, P ).

Рис. 2.22: Иллюстрация алгоритма упаковки областей диаграммы Вороного

Алгоритм 6 (SpherePacking). Построение упаковки равных сферических сегментов /

геодезических кругов
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Шаг 0: Задать сферу S(sα, sβ), количество элементов упаковки n, параметр оста-

нова δ > 0, максимальное число итераций Nmax. Задать параметр type = 0 для упаковки

сферических сегментов или type = 1 для упаковки геодезических кругов. Установить

Rbest = 0, iter = 0.

Шаг 1: Случайным образом генерируются начальные координаты центров элемен-

тов Oi ∈ S(sα, sβ), i = 1, n.

Шаг 2: Для множества C =
{
Oi ∈ S(sα, sβ), i = 1, n

}
, строятся области Дирихле

Vi, i = 1, n диаграммы Вороного с помощью алгоритма SphereVoronoi.

Шаг 3: Определяются границы ∂Vi областей Vi и аппроксимируются замкнутыми

ломаными с узлами в точках vi,k, k = 1,m. Таким образом, получаются наборы

P (∂Vi) = {vi,k, k = 1,m}.

Шаг 4: Из точек p(α, β) ≡ Oi выпускается световая волна. Если type = 0, исполь-

зуется алгоритм Wave3D, type = 1 – WaveSurface. Вычисляется минимальное время,

необходимое для достижения P (∂Vi):

T (p, ∂Vi) = min
k=1,m

Ti(p, vi,k),

где Ti(p, vi,k) — время распространения световой волны из p до vi,k.

Шаг 5: Множество соседних с точкой p(α, β) точек определяется как

∆p = {(α +∆α, β +∆β) : ∆α ∈ {−sα, 0, sα},∆β ∈ {−sβ, 0, sβ}}.

Шаг 6: Вычисляется T (pnew, ∂Vi) для каждой точки pnew ∈ ∆p.

Если T (pnew, ∂Vi) > T (p, ∂Vi), то p := pnew и выполняется переход к шагу 4. В противном

случае, элемент с центром O∗
i = p и радиусом Ri = T (p, ∂Vi) является оптимальным

для области Vi.

Шаги 3–6 выполняются независимо для каждой области Vi.

Шаг 7: Чтобы гарантировать, что элементы не пересекаются друг с другом, вы-

бирается минимальный радиус упаковки R∗ = min
i=1,n

Ri.

Шаг 8: Если ρ(Oi, O
∗
i ) < δ, i = 1, n, выполняется переход к шагу 9, иначе Oi := O∗

i

и переход к шагу 2.

Шаг 9: Если R > Rbest, обновить Rbest = R и сохранить текущие центры. Если

k < Nmax, то выполнить новую генерацию начальных позиций и iter = iter+1. Алгоритм

завершается по достижении указанного количества генераций.
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2.5.3 Задача о покрытии и упаковке на поверхности цилиндра и конуса

Построение диаграммы Вороного на поверхности цилиндра и конуса

В данном разделе, предлагается обобщение оптико-геометрического подхода и ал-

горитма построения диаграммы Вороного для множества точек, лежащих на боковой по-

верхности цилиндра и конуса.

Алгоритм 7 (CylConeVoronoi). Построение геодезической диаграммы Вороного

Шаг 1: Вводится равномерная сетка с шагом по углу sα и по высоте su: S(sα, su) ⊂
S. Эта сетка одинакова для цилиндра и конуса.

Шаг 2: Выпускается световая волна из каждой точки Oi ∈ S(sα, su), i = 1, n c

помощью алгоритма WaveSurface. Для цилиндра используется геодезическое рассто-

яние (2.24), а для конуса — (2.26). В результате подсчитывается время Ti(p), затра-

ченное на достижение каждой точки p(α, u) ∈ S(sα, su), что позволяет найти вектор

T (p) =
{
Ti(p), i = 1, n

}
.

Шаг 3: Для каждой точки p ∈ S(sα, su) определяется номер волны, которая пер-

вой достигла данной точки. Данные номера образуют множество D(p) =
{
k : Tk(p) =

min
i
Ti(p)

}
. Для каждого p, D(p) содержит хотя бы один элемент.

Шаг 4: Области Дирихле диаграммы Вороного Vi относительно Oi, i = 1, n опре-

деляются как

Vi = {p ∈ S(sα, su) : i ∈ D(p)} .

Построения покрытия поверхности цилиндра и конуса равными шарами

Идея алгоритма аналогична алгоритму построения покрытия на сфере, который

заключается в нахождении точки области Дирихле, из которой максимальное время до-

стижения любой точки границы области минимально возможно (минимакс). Основное

отличие заключается в использовании цилиндрических координат вместо сферических.

Алгоритм 8 (CylConeCover). Построение покрытия поверхности цилиндра и конуса

равными шарами / геодезическими кругами

Шаг 0: Задать поверхность S(sα, su), количество элементов покрытия n, пара-

метр останова δ > 0, максимальное число итераций Nmax. Задать параметр type = 0

для покрытия шарами или type = 1 для покрытия геодезическими кругами. Установить

Rbest = +∞, iter = 0.
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Шаг 1: Случайным образом сгенерировать точки Oi ∈ S(sα, su), i = 1, n, которые

являются начальными центрами элементов покрытия.

Шаг 2: Построить диаграмму Вороного и определить области Дирихле Vi отно-

сительно Oi, i = 1, n с помощью алгоритма CylConeVoronoi.

Шаг 3: Найти границу ∂Vi области Vi, которая состоит из точек vi,k, k = 1,m.

Шаг 4: Из каждой точки vi,k выпускается световая волна. Если type = 0, исполь-

зуется алгоритм Wave3D, type = 1 – WaveSurface.

Это позволяет для каждой точки p(α, u) ∈ Vi выяснить, какая волна достигла ее

первой, и рассчитать время достижения

T (α, u) = min
k=1,m

Tk(α, u),

где Tk(α, u) — время распространения световой волны от vi,k до p(α, u) ∈ Vi.

Шаг 5: Радиус и центр элементов покрытия области определяются как

Ri = max
p(α,u)∈Vi

T (α, u), O∗
i = arg max

p(α,u)∈Vi
T (α, u).

Шаги 3–5 выполняются независимо для каждой области Vi.

Шаг 6: Для обеспечения полного покрытия множества S выбирается максималь-

ный радиус покрытия: R = max
i=1,n

Ri.

Шаг 7: Если ρ(Oi, O
∗
i ) < δ, i = 1, n, переход к шагу 8, иначе Oi := O∗

i и переход к

шагу 2.

Шаг 8: Если R < Rbest, обновить Rbest = R и сохранить текущие центры. Если

k < Nmax, то выполнить новую генерацию начальных позиций и iter = iter+1. Алгоритм

завершается по достижении указанного количества генераций.

В результате мы получаем набор равных шаров или геодезических кругов, объеди-

нение которых полностью покрывает поверхность S, а радиус покрытия минимален.

Построение упаковки равных шаров на поверхности цилиндра и конуса

Построение упаковки на поверхности цилиндра и конуса, базируется на тех же

принципах, что и построение упаковок на сфере. Ключевое отличие заключается в выборе

системы координат и построении диаграммы Вороного.

Алгоритм 9 (CylConePacking). Построение упаковки равных шаров / геодезических

кругов на поверхности цилиндра или конуса

Шаг 0: Задать поверхность S(sα, su), количество элементов упаковки n, пара-

метр останова δ > 0, максимальное число итераций Nmax. Задать параметр type = 0 для
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упаковки шаров или type = 1 для упаковки геодезических кругов. Установить Rbest = 0,

iter = 0.

Шаг 1: Случайным образом сгенерировать точки Oi ∈ S(sα, su), i = 1, n, которые

являются начальными центрами элементов упаковки.

Шаг 2: Построить диаграмму Вороного и определить области Дирихле Vi отно-

сительно Oi, i = 1, n с помощью алгоритма CylConeVoronoi.

Шаг 3: Найти границу ∂Vi области Vi, которая состоит из точек vi,k, k = 1,m.

Шаг 4: Из точек p(α, u) ≡ Oi выпускаются световые волны. Если type = 0, ис-

пользуется алгоритм Wave3D, type = 1 – WaveSurface. Вычисляется минимальное

время, необходимое для достижения ∂Vi:

T (p, ∂Vi) = min
k=1,m

Ti(p, vi,k),

где Ti(p, vi,k) — время распространения световой волны из p до vi,k.

Шаг 5: Множество ближайших точек к точке p(α, u) определяется следующим

образом ∆p = {(α +∆α, u+∆u) : ∆α ∈ {−sα, 0, sα},∆u ∈ {−su, 0, su}}.
Шаг 6: Вычисляется T (pnew, ∂Vi) для каждой точки pnew ∈ ∆p.

Если T (pnew, ∂Vi) > T (p, ∂Vi) то p := pnew и выполняется переход к шагу 4. В противном

случае, элемент с центром O∗
i = p и радиусом Ri = T (p, ∂Vi) является оптимальным

для области Vi.

Шаги 3–6 выполняются независимо для каждой области Vi.

Шаг 7: Чтобы гарантировать, что элементы не пересекаются друг с другом, вы-

брать минимальный радиус упаковки R∗ = min
i=1,n

Ri.

Шаг 8: Если ρ(Oi, O
∗
i ) < δ, i = 1, n, переход к шагу 9, иначе Oi := O∗

i и переход к

шагу 2.

Шаг 9: Если R > Rbest, обновить Rbest := R и сохранить текущие центры. Если

k < Nmax, то выполнить новую генерацию начальных позиций и iter := iter+1. Алгоритм

завершается по достижении указанного количества генераций.

Развертка боковых поверхностей

Для сравнения полученных результатов с наилучшими известными решениями за-

дачи покрытия единичного квадрата, а также для визуализации найденных покрытий

предлагается использовать метод развертки боковой поверхности.

Развертка и сама поверхность являются изометричными фигурами, между точ-

ками которых существует взаимно однозначное соответствие. Благодаря этому свойству,

кратчайшему пути на поверхности соответствует прямая линия на ее развертке.
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В контексте задачи покрытия поверхности вращения (цилиндра, конуса) это озна-

чает, что проекция сферического сечения — пересечения поверхности со сферой — пред-

ставляет собой не окружность, как в классической двумерной задаче, а более сложную

кривую. Данное пересечение является пространственной кривой четвертого порядка. В

данном разделе описывается процедура построения таких кривых на развертке для слу-

чаев цилиндрической и конической поверхностей.

Рассмотрим цилиндр (2.66) и сферу с центром в точке O(αO, uO) радиуса R. Для

описания линии пересечения этих поверхностей введем окружность I, являющуюся на-

правляющей цилиндра и проходящую через точку O.

Из произвольной точки M(αM , uM) ∈ I проведем по цилиндрической поверхности

прямолинейную образующую, перпендикулярную плоскости окружности I, до пересече-

ния со сферой в точке N(αN , uN) (см. рис. 2.23). По построению длина отрезка MN равна:

MN =
√
ON2 −OM2 =

√
R2 − 4r2 sin2 |αO − αM |

2
.

Заметим, что uO = uM , поскольку точки O иM лежат на одной направляющей, а αM = αN ,

так как точкиM иN принадлежат одной образующей. Следовательно, координата u точки

N определяется выражением:

uN = uO ±
√
R2 − 4r2 sin2 |αO − αM |

2
.

Когда точка M пробегает дугу ℓ окружности I, удовлетворяющую условию

|αO − αM | ≤ 2

∣∣∣∣arcsin
R

2r

∣∣∣∣ ,

соответствующее множество точек пересечения описывается соотношением:

Jcyl(αO, uO) =

{
(α, u) : α ∈ ℓ; u = uO ±

√
R2 − 4r2 sin2 |αO − α|

2

}
. (2.72)

Рассмотрим теперь поверхность конуса, заданную уравнением (2.25), и сферу с цен-

тром в точке O(αO, uO) радиуса R. По аналогии со случаем цилиндра введем окружность

I, являющуюся направляющей конуса и проходящую через точку O. Для каждой точ-

ки M(αM , uM) ∈ I проведем прямолинейную образующую конуса, соединяющую M с его

вершиной D, до пересечения со сферой в точке N(αN , uN) (см. рис. 2.23).

Введем обозначение L =
√
h2 + r2 для длины образующей конуса. Из построения

следуют соотношения:

DM = DO = uO
L

r
,MO = 2uO sin

|αO − αM |
2

.



83

Следовательно, cos(∠MDO) = 1− MO2

2DO2 . Таким образом, согласно теореме косинусов, по-

лучаем следующее квадратное уравнение для вычисления DN :

DN2 − 2DNuO
L

r

(
1− 2r2 sin2( |αO−αM |

2
)

L2

)
+

(
uO
L

r

)2

−R2 = 0. (2.73)

Чтобы решить (2.73), найдем его дискриминант

∆ = 4R2 − 8u2O sin2 |αO − αM |
2

.

Когда точка M пробегает дугу ℓ окружности I, удовлетворяющую ограничению

∆ ≥ 0, соответствующее множество точек пересечения имеет вид

Jcon(O(αO, uO)) =
{
(α, u) : α ∈ ℓ; u =

r

L
k±;L =

√
h2 + r2

}
, (2.74)

где k± — корни (2.73).
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Рис. 2.23: Иллюстрация построения множества точек пересечения сферы с цилиндром и
конусом

2.5.4 Задача о покрытии и упаковке на эллипсоиде

Построение диаграммы Вороного для эллипсоида

Пусть на поверхности эллипсоида (2.27), определено множество из n точекOi(xi, yi, zi) ∈
S, где i = 1, n. Область определения параметров θ и µ задает тип рассматриваемой по-

верхности S:

• Если 0 6 θ < 2π и −π/2 6 µ 6 π/2, то S представляет собой полный эллипсоид.
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• Если 0 < θ∗ 6 θ 6 θ∗ < 2π и −π/2 < µ∗ 6 µ 6 µ∗ < π/2, то S является сегментом

эллипсоида.

Алгоритм 10 (EllipsoidVoronoi). Построение диаграммы Вороного на эллипсоиде

Шаг 1: Вводится равномерная сетка с шагами по углам sθ и sµ: S(sθ, sµ) ⊂ S.

Шаг 2: Из каждой точки Oi ∈ S(sα, su), i = 1, n выпускается световая волна с

помощью алгоритма WaveSurface, в котором для вычисления геодезических расстояний

используется метод, изложенный в разделе 2.2.4.

В результате для каждой точки p(θ, µ) ∈ S(sθ, sµ) вычисляется время Ti(p), за

которое волна из источника Oi достигает точки p. Это позволяет сформировать век-

тор времен T (p) =
{
Ti(p), i = 1, n

}
.

Шаг 3: Для каждой точки расчетной сетки p ∈ S(sθ, sµ) определяется источник,

волна от которого достигла этой точки первой. Это множество индексов определяется

как D(p) =
{
k : Tk(p) = min

i
Ti(p)

}
. Для всякой точки p множество D(p) содержит по

крайней мере один элемент.

Шаг 4: Области Дирихле (ячейки диаграммы Вороного) Vi, соответствующие цен-

трам Oi, где i = 1, n, определяются следующим образом:

Vi = {p ∈ S(sθ, sµ) : i ∈ D(p)} .

Построение покрытия эллипсоида равными шарами

Идея алгоритма аналогична принципу построения покрытия на сфере и заключа-

ется в нахождении для каждой области Дирихле такой точки, для которой максимальное

время достижения любой точки на границе этой области является минимально возмож-

ным (минимакс).

Алгоритм 11 (EllipsoidCover). Построение покрытия эллипсоида равными шарами /

геодезическими кругами.

Шаг 0: Задать эллипсоид S(sα, sµ), количество элементов покрытия n, параметр

останова δ > 0, максимальное число итераций Nmax. Задать параметр type = 0 для

покрытия шарами или type = 1 для покрытия геодезическими кругами. Установить

Rbest = +∞, iter = 0.

Шаг 1: Случайным образом сгенерировать начальные центры элементов Oi ∈
S(sθ, sµ), i = 1, n.



85

Шаг 2: Построить диаграмму Вороного и определить области Дирихле Vi отно-

сительно Oi, i = 1, n с помощью алгоритма EllipsoidVoronoi.

Шаг 3: Найти границу ∂Vi области Vi, которая состоит из точек vi,k, k = 1,m.

Шаг 4: Из каждой точки vi,k выпускаются световые волны. Если type = 0, исполь-

зуется алгоритм Wave3D, type = 1 – WaveSurface. Это позволяет для каждой точки

p(α, u) ∈ Vi выяснить, какая волна достигла ее первой, и рассчитать время достижения

T (θ, µ) = min
k=1,m

Tk(θ, µ),

где Tk(θ, µ) — время распространения световой волны от vi,k до p(θ, µ) ∈ Vi.

Шаг 5: Радиусы и центры элементов покрытия области определяются как

Ri = max
p(θ,µ)∈Vi

T (θ, µ), O∗
i = arg max

p(θ,µ)∈Vi
T (θ, µ).

Шаги 3–5 выполняются независимо для каждой области Vi.

Шаг 6: Для обеспечения полного покрытия множества S выбирается максималь-

ный радиус покрытия: R = max
i=1,n

Ri.

Шаг 7: Если σ(Oi, O
∗
i ) < δ, i = 1, n, выполняется переход к шагу 8, иначе Oi := O∗

i

и выполняется переход к шагу 2.

Шаг 8: Если R < Rbest, обновить Rbest := R и сохранить текущие центры. Если

k < Nmax, то выполнить новую генерацию начальных позиций и iter := iter+1. Алгоритм

завершается по достижении указанного количества генераций.

В результате получаем набор равных шаров или геодезических кругов, объединение

которых полностью покрывает поверхность S, а радиус покрытия минимален.

Алгоритм 12 (EllipsoidPacking). Построение упаковки равных шаров / геодезических

кругов на эллипсоиде.

Шаг 0: Задать эллипсоид S(sα, sµ), количество элементов упаковки n, параметр

останова δ > 0, максимальное число итераций Nmax. Задать параметр type = 0 для

упаковки шаров или type = 1 для упаковки геодезических кругов. Установить Rbest = 0,

iter = 0.

Шаг 1: Случайным образом сгенерировать точки Oi ∈ S(sθ, sµ), i = 1, n, которые

являются начальными центрами элементов упаковки.

Шаг 2: Построить диаграмму Вороного и определить области Дирихле Vi отно-

сительно Oi, i = 1, n с помощью алгоритма EllipsoidVoronoi.

Шаг 3: Найти границу ∂Vi области Vi, которая состоит из точек vi,k, k = 1,m.
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Шаг 4: Из точек p(θ, µ) ≡ Oi выпускается световая волна. Если type = 0, исполь-

зуется алгоритм Wave3D, type = 1 – WaveSurface. Вычисляется минимальное время,

необходимое для достижения ∂Vi:

T (p, ∂Vi) = min
k=1,m

Ti(p, vi,k),

где Ti(p, vi,k) — время распространения световой волны из p до vi,k.

Шаг 5: Множество ближайших точек к точке p(θ, µ) определяется следующим

образом ∆p = {(θ +∆θ, µ+∆µ) : ∆θ ∈ {−sθ, 0, sθ},∆µ ∈ {−sµ, 0, sµ}}.
Шаг 6: Вычисляется T (pnew, ∂Vi) для каждой точки pnew ∈ ∆p.

Если T (pnew, ∂Vi) > T (p, ∂Vi), то p := pnew и выполняется переход к шагу 4. В противном

случае, элемент с центром O∗
i = p и радиусом Ri = T (p, ∂Vi) является оптимальным

для области Vi.

Шаги 3–6 выполняются независимо для каждой области Vi.

Шаг 7: Чтобы гарантировать, что элементы не пересекаются друг с другом, вы-

бирается минимальный радиус упаковки R∗ = min
i=1,n

Ri.

Шаг 8: Если σ(Oi, O
∗
i ) < δ, i = 1, n, выполняется переход к шагу 10, иначе Oi := O∗

i

и выполняется переход к шагу 2.

Шаг 9: Если R > Rbest, то Rbest := R и сохранить текущие центры. Если k <

Nmax, то выполнить новую генерацию начальных позиций и iter := iter + 1. Алгоритм

завершается по достижении указанного количества генераций.

Пересечение эллипсоида и сферы

Для того чтобы корректно визуализировать результаты расчетов, необходимо най-

ти линию пересечения сферы и эллипсоида. Поскольку полуоси эллипсоида различны, эта

линия представляет собой пространственную кривую 4-ого порядка, для аналитического

нахождения которой в настоящее время, насколько нам известно, методов не существует.

Как правило, данная задача решается численно с использованием преобразований вра-

щения, перемещения и расширения эллипсоида до сферы. Так, в работе [173] разработан

численный метод с использованием алгебраических матриц и параметризации уравнения

поверхностей для построения пересекающихся кривых. Однако данный метод не всегда

может найти кривую пересечения, когда она сингулярна, и в некоторых случаях гене-

рирует неверную параметризацию. Программное обеспечение Maple позволяет визуали-

зировать пересечения эллипсоида и сферы и определять площадь участка эллипсоида,

покрытого сферой, и наоборот, однако его можно применять только в случае евклидова
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расстояния [235]. В данном разделе будет предложен численный метод построения кривых

пересечения эллипсоида и сферы для рассматриваемой метрики (2.1).

Пусть заданы эллипсоид S в форме (2.27) и сфера (Θ) с центром O(x0, y0, z0) ∈ S и

радиусом R. Сфера (Θ) в параметрической виде задается как




x = x0 +R cosψ cosϕ

y = y0 +R cosψ sinϕ

z = z0 +R sinψ

, ψ ∈
[
−π
2
;
π

2

]
, ϕ ∈ [0; 2π), (2.75)

где ψ, ϕ – долгота и широта соответственно.

Сначала найдем линию пересечения сферы и эллипсоида. Каждая точка p(x, y, z) ∈
S∩ (Θ), лежащая на пересечении эллипсоида и сферы, должна удовлетворять как уравне-

нию (2.27), так и (2.75). Подставим выражения для координат из (2.75) в (2.27), получим

уравнение

(x0 +R cosψ cosϕ)2

a2
+

(y0 +R cosψ sinϕ)2

b2
+

(z0 +R sinψ)2

c2
= 1.

Известно, что O(x0, y0, z0) ∈ S, это значит x20
a2

+
y20
b2

+
z20
c2

= 1 , тогда:

A cos2 ϕ+B cosϕ+D = −C sinϕ, (2.76)

где A = R2 cos2 ψ
a2

− R2 cos2 ψ
b2

, B = 2x0R cosψ
a2

, C = 2y0R cosψ
b2

, D = 2z0R sinψ+R2 sin2 ψ
c2

+ R2 cos2 ψ
b2

.

Возведем в квадрат обе части уравнения (2.76) и сделаем замену cosψ = χ, тогда

(2.76) примет вид

A2χ4 + 2ABχ3 + (B2 + 2AD + C2)χ2 + 2BDχ+D2 − C2 = 0 (2.77)

Будем решать уравнение (2.77) численно. Значения A,B,C,D зависит только от ψ,

поэтому введем равномерную сетку с шагом ∆ψ на отрезке
[
−π

2
; π
2

]
. Для каждого узла

сетки вычислим значения A,B,C,D и найдем действительные корни уравнения (2.77).

Поскольку уравнение (2.77) имеет четвертый порядок, максимальное число действитель-

ных корней также четыре. Сделаем обратную замену ψ = arccosχ и вычислим значения

x, y, z по формуле (2.75). Если эти значения x, y, z удовлетворяют (2.27), то лежит на кри-

вой пересечения эллипсоида и сферы. На рисунках 2.24 и 2.25, показывается пересечение

сферы и эллипсоида и проекция пересечении на плоскости Oxy.

Далее найдем площадь пересечения сферы и эллипсоида. Важным показателем бли-

зости аппроксимации к оптимальной служит величина плотности Ξn =
∑

Ω
Γ

– отношение

суммы площадей пересечения сферы и эллипсоида к площади поверхности эллипсоида.
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Рис. 2.24: Пересечение сферы и эллипсоида
Рис. 2.25: Проекция пересечения сферы и
эллипсоида на плоскости Oxy

Чем меньше значение плотности Ξn, тем ближе результат найденного покрытия к наи-

лучшему. Отметим, что, в отличие от сферы, для нахождения площади эллипсоида не

существует простой аналитической формулы.

Уравнение эллипсоида (2.27) в декартовых координатах имеет вид

z = ±
√
c2 − c2x2

a2
− c2y2

b2
.

Пусть (Φ) - сегмент эллипсоида, лежащий внутри сферы (Θ). Сегмент (Φ) может

состоять из двух частей, разделенных плоскостью Oxy: положительный сегмент (Φ+) при

z ≥ 0 и отрицательный сегмент (Φ−) при z < 0 . Пусть (Π+) и (Π−) – проекции на плос-

кость Oxy сегментов (Φ+) и (Φ−), соответственно. Проекция сегмента (Φ) представлена на

рисунке 2.25. Тогда площадь пересечения (Φ) определяется как поверхностный интеграл

первого рода

Ω =

∫∫

(Φ)

dΦ =

∫∫

(Π+)

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dy dx+

∫∫

(Π−)

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dy dx

=

∫∫

(Π+)

Υ(x, y) dy dx+

∫∫

(Π−)

Υ(x, y) dy dx,

где Υ(x, y) =

√
1 +

(
∂z
∂x

)2
+
(
∂z
∂y

)2
=
√
1 + c4x2

a4z2
+ c4y2

b4z2
=

√
1 +

c4x2

a4
+ c4y2

b4

1−x2

a2
− y2

b2

.

Площадь поверхности эллипсоида вычисляется по формуле

Γ = 8

∫ a

x=0

∫ b

√
1−x2

a2

y=0

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dy dx = 8

∫ a

x=0

∫ b

√
1−x2

a2

y=0

Υ(x, y) dy dx. (2.78)

2.6 Выводы по главе 2

Во второй главе выполнены постановка и математическая формализация предмет-

ных задач, приводящих к задачам о покрытии и упаковке для поверхностей вращения
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в нескольких вариантах: покрытие сферы равными сферическими сегментами, упаковка

равных сферических сегментов на сфере, упаковка равных геодезических кругов в сфе-

рический сегмент, покрытие боковой поверхности цилиндра и конуса равными шарами,

упаковка равных шаров на боковой поверхности цилиндра и конуса, покрытие эллипсои-

да равными шарами.

В рамках исследования рассмотрены различные поверхности (сфера, эллипсоид,

цилиндр, конус) и их сегменты. Общий подход к решению основан на разбиении поверх-

ности на области Дирихле с использованием диаграмм Вороного и последующем анализе

покрывающих или упакованных объектов. Важным аспектом предложенной модели яв-

ляется замена евклидова расстояния между точками на время перемещения между ними.

Для решения предложенных задач были разработаны 9 численных алгоритмов,

основанных на оптико-геометрическом подходе, диаграммах Вороного и геометрических

методах. Доказаны строгие математические утверждения о свойствах геодезического рас-

стояния, на основе которых разработан метод построения начального приближения для

решения задачи упаковки равных геодезических кругов в сферический сегмент.



Глава 3: Описание и комплекса программ и решение тестовых задач

3.1 Описание комплекса программ

Алгоритмы реализованы в виде комплекса программ «Покрытия и упаковки для по-

верхностей вращения» (ПУПоВ), позволяющих решать задачи покрытия и упаковки для

поверхностей вращения с евклидовой и заданной неевклидовой метрикой. Комплекс про-

грамм включает основные программы: «Построение покрытий трехмерных поверхностей

шарами», «Построение покрытия эллипсоида равными шарами (ПЭРШ)» и «Построение

упаковки равных гиперкругов на гиперсфере». Данные программы были зарегистрирова-

ны в Реестре программ для ЭВМ в 2024 и 2025 годах и представляют собой инструмента-

рий для исследования моделей оптимального размещения.

Комплекс программ внедрен в учебный процесс Института информационных тех-

нологий и анализа данных Иркутского национального исследовательского технического

университета. Он используется в курсах «Методы оптимизации», «Исследование опера-

ций» и «Системный анализ». Программа «ПЭРШ» применяется компанией «Onlife Co.»

для тестирования и поддержки медицинских учреждений — клиентов компании.

Отметим, что программа «Построение упаковки равных гиперкругов на гиперсфе-

ре» позволяет решать задачу упаковки не только в трехмерном, но и в пространствах

высших размерностей.

Копия Свидетельств о государственной регистрации программ для ЭВМ и акты

внедрения приведены в Приложении.

Комплекс программ предоставляет пользователям возможность строить покрытия

и упаковки для различных поверхностей вращения с использованием как евклидовой, так

и специальной неевклидовой метрик. Математической и алгоритмической базой комплекса

являются алгоритмы, описанные в главе 2, позволяющие решать задачи:

• Построение диаграмм Вороного на сфере, на боковой поверхности цилиндра, на бо-

ковой поверхности конуса и на эллипсоиде;

• Построение оптимальных покрытий равными сферическими сегментами, шарами

или геодезическими кругами указанных поверхностей в евклидовой и неевклидовой

метриках;

• Построение оптимальных упаковок равных сферических сегментов, шаров, сфериче-

ских сегментов или геодезических кругов на указанных поверхностях в евклидовой

90
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и неевклидовой метриках

Помимо решения вышеперечисленных задач, комплекс программ также предостав-

ляет визуальные средства для представления результатов расчетов в двумерном и трех-

мерном пространстве. Подробное описание общей структуры и обработки данных описы-

ваются в следующем разделе.

3.1.1 Общая структура комплекса программ

Каждая поверхность обладает специфическими геометрическими свойствами, что

приводит к различиям в определении геодезического расстояния, построении диаграмм

Вороного, поиске оптимальных покрытий и упаковок. Комплекс программ имеет модуль-

ную структуру, что обеспечивает возможность повторного использования общих вычисли-

тельных функций и позволяет адаптировать решение для работы с различными типами

поверхностей. Каждая поверхность реализована в виде независимого модуля «Сфера»,

«Цилиндр», «Конус» и «Эллипсоид», что позволяет проводить их построение, тестирова-

ние и расширение функциональности независимо. Архитектура каждого модуля органи-

зована по многоуровневому принципу и состоит из четырех слоев (см. рис. 3.1). При этом

слой «Общий вычислительный» является единым для всех модулей, что обеспечивает це-

лостность и согласованность комплекса программ.

Рис. 3.1: Общая структура комплекса программ

1. Слой «Пользовательский интерфейс» реализован на платформе WPF (Windows

Presentation Foundation) и предоставляет пользователю интуитивно понятный ин-
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струмент для управления параметрами расчета. Интерфейс позволяет задавать: об-

щие параметры поверхности, количество элементов, тип элемента (сферический сег-

мент, шар или геодезический круг), шаги равномерной сетки, максимальное количе-

ства итераций, параметр останова δ и метрику. Для трехмерной визуализации кон-

фигураций покрытия и упаковки, а также для манипуляций с ними (вращение, мас-

штабирование) используется библиотека Helix Toolkit. Управление процессом осу-

ществляется через панель кнопок, обеспечивающих выполнение основных операций:

запуск расчета, визуализацию результатов и сохранение данных. Для каждого из

модулей работы с различными поверхностями (сфера, цилиндр, конус, эллипсоид)

разработан специализированный интерфейс, как показано на рисунках 3.3– 3.6.

2. Слой «Сервис» служит связующим звеном между слоями «Пользовательский ин-

терфейс» и «Алгоритм». Он получает входные параметры от «Пользовательского

интерфейса», обрабатывает их и передает на «Алгоритм». После получения резуль-

татов от слоя «Алгоритм» данные отправляются на слой «Пользовательский интер-

фейс» для отображения. Кроме того, если данные необходимо сохранить в текстовом

файле, они также обрабатываются на этом слое.

3. Cлой «Алгоритм» выполняет запрошенные пользователем алгоритмы с парамет-

рами, полученными от слоя «Сервис». Слой выполняет основные функции: постро-

ение равномерной сетки, выполнение алгоритмов распространения световой волны,

построения диаграмм Вороного, определения границ областей диаграммы Вороного,

поиска оптимальной упаковки, оптимального покрытия для каждого типа элемен-

та (шара или геодезического круга). Следует отметить, что в алгоритмах покрытия

и упаковки начальные точки должны генерироваться случайным образом, поэтому

на этом слое они генерируются с помощью функции Random, которая обеспечивает

равномерное распределение. Кроме того, на этом слое выполняются вспомогательные

расчеты: вычисление площади каждого элемента, плотности покрытия или упаков-

ки, построение разверток поверхностей цилиндра и конуса, подсчет времени работы

алгоритмов.

Определение центра и радиуса покрывающих или упакованных элементов для каж-

дой ячейки диаграммы Вороного является вычислительно сложной задачей, требую-

щей значительных ресурсов памяти, особенно в случае эллипсоида. Для оптимизации

производительности ключевые этапы алгоритмов покрытия и упаковки реализованы

с использованием параллельных вычислений.
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Архитектурно слой «Алгоритм» разработан как независимый от конкретных моду-

лей (сфера, цилиндр и т.д.), что обеспечивает возможность их независимого исполь-

зования и тестирования.

4. Слой «Общий вычислительный» предоставляет общую инфраструктуру дан-

ных и базовых математических операций для всех модулей системы. Он отвечает за

управление и предоставление доступа к единым структурам данных, таким как: ко-

ординаты (сферические, цилиндрические, эллипсоидальные, декартовы); векторные

величины; параметры и узлы равномерной сетки.

Кроме того, слой инкапсулирует общие вычислительные процедуры, используемые

алгоритмическими модулями. К ним относятся: численное решение дифференциаль-

ных уравнений; вычисление евклидова расстояния между точками; расчет геодези-

ческого расстояния на различных типах поверхностей; преобразование координат

между различными системами (включая приведение к декартовым координатам).

Таким образом, данный слой обеспечивает устранение дублирования кода, повыше-

ние согласованности вычислений и централизацию их управления.

Программный комплекс реализован с использованием следующих технологий:

• Язык программирования: C#,

• Среда разработки: Visual Studio 2022,

• Системные требования: Операционная система Microsoft Windows 7 или новее, ОЗУ

6 ГБ или более, платформа для разработки .NET 8.

3.1.2 Обработка данных в комплексе программ

Обработка данных осуществляется в замкнутом цикле, от момента ввода пользо-

вателем входных параметров до получения результатов в текстовом и графическом виде.

Этот цикл показан на рисунке 3.2 и включает 4 этапа:

Этап 1: Пользователь вводит исходные данные в интерфейс каждого модуля, рас-

положенного на слое «пользовательский интерфейс». На рисунках 3.3–3.6 представлены

интерфейсы модулей «Сфера», «Цилиндр», «Конус» и «Эллипсоид», которые отобража-

ются в виде соответствующих вкладок. Конструктивно каждый интерфейс состоит из двух

частей: левой — для выбора задачи и ввода входных данных, и правой — для отображения

результатов расчета. Входные данные, доступные для выбора, включают:
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• Тип решаемой задачи (покрытие или упаковка).

• Тип элемента покрытия/упаковки type. Для сферы пользователь может выбрать

сферический сегмент или геодезический круг, а для цилиндра, конуса или эллипсо-

ида – шар или геодезический круг;

• Количество элементов покрытия/упаковки n;

• Максимальное число итераций Nmax;

• Значение параметра останова δ;

• Параметры поверхности. В модуле «Сфера» используется единичная сфера с цен-

тром в начале координат O(0, 0, 0), либо сферический сегмент, определяемый с по-

мощью параметров 0 6 α 6 2π и −π/2 6 β 6 π/2.

В модуле «Эллипсоид» значения a, b, c соответствуют полуосям эллипсоида с цен-

тром в начале координат O(0, 0, 0). Пользователь также может задать сегмент эл-

липсоида с помощью параметров 0 6 θ 6 2π,−π/2 6 µ 6 π/2.

Для цилиндров и конусов пользователь выбирает высоту h и радиус основания r.

• Параметры равномерной сетки. Для каждой поверхности эти параметры различны.

Для сферы это «sα» и «sβ», для цилиндра и конуса – «sα» и «su» – шаги по сфери-

ческим координатам, а для эллипсоида – «sθ» и «sµ».

• Метрика. В каждом модуле метрики предварительно заданы. Для сферы пользова-

тель может выбрать метрику c f(x, y, z) = 1, f(x, y, z) = 1
1+0.9z

, f(x, y, z) = 1
1+0.9z2

,

f(x, y, z) = 1+ 1.5z
1+z2

, f(x, y, z) = 0.9
1.1−z2 ; для цилиндра: f(x, y, z) = 1, f(x, y, z) = 1

1+0.9z2

или f(x, y, z) = 1
1+2z

; для конуса: f(x, y, z) = 1 или f(x, y, z) = 1
1+0.5z

; а для эллипсо-

ида: f(x, y, z) = 1 или f(x, y, z) = 1
1+|z| .

Пользователь может использовать кнопки: «Выполнение» — для решения задачи

по введенным данным, «Отображение 3D» — для отображения результатов в трехмерном

пространстве, «Отображение 2D» — для отображения результатов при развертывании по-

верхности на плоскость (только для модулей «Цилиндр» и «Конус»), «Сохранение резуль-

татов» — для сохранения результатов расчета в текстовом файле. Визуальное представле-

ние или сохранение результатов возможно только после нажатия кнопки «Выполнение».

Этап 2: После получения данных на слое «Пользовательский интерфейс» они пе-

редаются на слой «Сервис» для проверки корректности и предварительной обработки.
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Здесь выполняется валидация данных: например, проверяется, что количество элементов

и максимальное число итераций являются положительными целыми числами, а парамет-

ры равномерной сетки поверхности — положительными вещественными числами. После

успешного прохождения проверки данные передаются на слой «Алгоритм».

Этап 3: На слое «Алгоритм» задается равномерная сетка, на которой выполня-

ются алгоритмы построения диаграммы Вороного, покрытия и упаковки, описанные в

главе 2. Все основные вычислительные функции в этих алгоритмах реализуются общими

классами, расположенными на слое «Общий вычислительный». Результаты выполнения

алгоритмов возвращаются на слой «Сервис». Возвращаемые результаты содержат следу-

ющие данные для полного отображения и хранения:

• Координаты центров элементов в декартовых координатах;

• Радиус покрытия или упаковки;

• Координаты точек на геодезической окружности (для геодезического круга) или ко-

ординаты точек пересечения шара с поверхностью (для шара);

• Для поверхностей цилиндра и конуса — координаты точек пересечения шара или

геодезической окружности с поверхностью на ее развертке;

• Площадь покрытия/упаковки для каждого элемента на поверхности;

• Плотность покрытия или упаковки;

• Время работы алгоритмов.

Указанные данные необходимы для визуализации результатов расчетов в MatLab и для

отображения результатов на плоскости (в случае развертываемых поверхностей).

Этап 4: После получения результатов, которые возвращаются со слоя «Алгоритм»,

на слой «Сервис», данные автоматически сохраняются во временной памяти операцион-

ной системы. Затем они отображаются на соответствующих компонентах слоя «Поль-

зовательский интерфейс». Радиусы и координаты центра каждого элемента выводятся

в текстовом виде в левой части вкладки. Важно отметить, что если пользователь за-

прашивает сохранение или отображение визуальных результатов, данные извлекаются из

временной памяти. Это позволяет избежать повторного выполнения ранее выполненных

алгоритмов. После нажатия кнопки «Отображение 3D» или «Отображение 2D», покры-

тие/упаковка отображается в правой части вкладки. Процесс рисования поверхностей и
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покрытия/упаковки может занять несколько минут в зависимости от количества точек на

равномерной сетке. После нажатия кнопки «Сохранение» все результаты будут сохранены

в текстовом файле с именем «модуль»_«тип-задачи»_«тип-элемента»_«количество-

элементов»_«время».txt.

Этап 4: После получения результатов со слоя «Алгоритм» данные автоматически

сохраняются во временном кеше. Затем они отображаются на соответствующих компонен-

тах слоя «Пользовательский интерфейс». Радиусы и координаты центров каждого элемен-

та выводятся в текстовом виде в левой части вкладки. Если пользователь запрашивает

сохранение или визуализацию результатов, данные извлекаются из кеша, что исключает

необходимость повторного выполнения вычислений.

При нажатии кнопки «Отображение 3D» или «Отображение 2D» покрытие/упаковка

визуализируется в правой части вкладки. Процесс построения поверхностей и покры-

тия/упаковки может занять несколько минут в зависимости от плотности равномерной

сетки. При нажатии кнопки «Сохранение» все результаты сохраняются в текстовый файл с

именем «модуль»_«тип-задачи»_«тип-элемента»_«количество-элементов»_«время».txt.

Рис. 3.2: Обработка данных в комплексе программ

Для сокращения времени вычислений, особенно при работе с большим количеством
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элементов (n > 50) или мелкой равномерной сеткой, вычислительно сложные участки ко-

да реализованы с использованием параллельных вычислений. В частности, этапы расчета

геодезических расстояний для каждой точки и нахождения центра оптимального покры-

тия (или упаковки) для каждой области диаграммы Вороного используют библиотеку

Task Parallel Library (TPL) и конструкцию Parallel.For из .NET 8.0, что позволяет задей-

ствовать все доступные ядра процессора.

Вычислительная сложность задач покрытия и упаковки накладывает следующие

ограничения:

• Максимальное количество элементов (шаров/геодезических кругов) n, рекоменду-

емое для обеспечения приемлемого времени вычислений: 200 для сферы, 150 для

цилиндра и конуса, 50 для эллипсоида.

• Рекомендуемый максимальный размер равномерной сетки параметризации состав-

ляет 500 000 точек.

• Время расчета напрямую зависит от количества элементов, размера сетки и вы-

бранной поверхности. Например, расчет покрытия эллипсоида 20 шарами на сетке

180× 90 за Nmax = 10 итераций с параметром останова δ = 10−3 может занять от 12

до 20 секунд в зависимости от производительности CPU.

Рекомендуется начинать тестирование с меньших значений n и размера сетки, постепенно

увеличивая их до требуемых величин.

Рис. 3.3: Модуль «Сфера» Рис. 3.4: Модуль «Цилиндр»

3.2 Вычислительные эксперименты

В данном разделе представлены примеры, позволяющие оценить точность пред-

ложенных алгоритмов и работоспособность разработанного комплекса программ. Расче-

ты проводились с использованием персонального компьютера следующей конфигурации:
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Рис. 3.5: Модуль «Конус» Рис. 3.6: Модуль «Эллипсоид»

Intel(R) Core(TM) i5-3570K с тактовой частотой 3,4 ГГц и 8 ГБ оперативной памяти,

операционная система — Windows 10. Комплекс программ был реализован на языке про-

граммирования C# с использованием среды разработки Visual Studio 2022.

3.2.1 Покрытие сферы равными сферическими сегментами

Пример 1. Построим покрытие единичной полусферы

S+ =
{
(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1, z > 0

}

шестнадцатью сферическими сегментами в случае, когда метрика является евклидовой,

т.е. f(x, y, z) = 1.

Решение задачи выполнено c помощью разработанного комплекса программ по-

средством многократного запуска с применением алгоритмов GeoCover и SphereCover.

Позиции центров сферических сегментов:

(0.6611,−0.6657, 0.3461), (−0.8654, 0.3683, 0.3397), (0.4099,−0.4523, 0.7921),

(−0.9451,−0.2366, 0.2252), (0.7676, 0.0756, 0.6365), (0.9940,−0.0930, 0.0570),

(−0.5548,−0.7814, 0.2856), (−0.5304,−0.1798, 0.8285), (0.1150,−0.9782, 0.1730),

(0.2046, 0.5908, 0.7805), (−0.4551, 0.5686, 0.6853), (0.1971, 0.9335, 0.2996),

(−0.4735, 0.8592, 0.1938), (0.7432, 0.6161, 0.2609), (−0.0664,−0.6724, 0.7372),

(0.0490, 0.0935, 0.9944).

Геодезический радиус сферических сегментов R16 = 0.43643. Это на 0.54% улучша-

ет результат R̆16 = 0.4388, полученный в статье [66]. Покрытие n = 16 равными сфериче-

скими сегментами единичной полусферы представлено на рис. 3.7. Всего было выполнено

более 500 запусков комплекса программ, в каждом из которых начальный массив точек ге-

нерировался случайным образом, точки были равномерно распределены по всей полусфере
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S+. Численный эксперимент показал, что после первых двух десятков запусков результа-

ты практически не улучшались. Тем не менее была проведена статистическая обработка

результатов эксперимента. В качестве случайной величины рассматривалось отклонение

радиуса покрытия от минимального. По виду гистограммы была высказана гипотеза, что

это гамма-распределение, параметры которого были определены по методу моментов и

оказались равными θ = 0.0054, k = 2.4413. Проверка гипотезы по критериям Пирсона и

Колмогорова-Смирнова показала, что при уровне значимости 0.05 нет оснований отверг-

нуть высказанную гипотезу. Тогда математическое ожидание радиуса покрытия составит

0.44952, а дисперсия — 0.00007.
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Рис. 3.7: Покрытие n = 16 равными шарами единичной полусферы в примере 1.

Пример 2. Требуется решить задачу покрытия равными сферическими сегмента-

ми единичной сферы Θ = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1} в случае, когда метрика является

евклидовой, т.е. f(x, y, z) = 1.

В таблице 3.1 приведены результаты расчетов. Здесь n — количество покрываю-

щих сферических сегментов, R2 и R3 — наилучшие радиусы покрытий, t2 и t3 — время

расчета (в секундах), для алгоритмов SphereCover и GeoCover, соответственно. Число

случайных генераций начальных положений 500, величина δ = 10−15.

Алгоритм GeoCover работает намного быстрее, но несколько проигрывает в точ-

ности. Это показывает, что оптико-геометрический подход высокоэффективен при постро-

ении покрытия сферы. Покрытие для случая 15 ≤ n ≤ 20 элементов в примере 2 пред-

ставлено на рис. 3.8.

Пример 3. Рассматривается задача покрытия единичной сферы Θ. Пусть плот-

ность среды задается функцией ρ(x, y, z) = 1 + 0.9z2, тогда скорость распространения

волны равна f(x, y, z) = 1
1+0.9z2

.
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Таблица 3.1: Результаты расчетов в примере 2

Алгоритм SphereCover Алгоритм GeoCover

n R2 t2 R3 t3
4 1.2322 4.62 1.1499 3.465
5 1.1071 7.65 1.1140 3.669
6 0.9569 8.67 1.0360 3.88
7 0.9005 14.69 0.9075 4.21
8 0.8485 19.06 0.8646 4.574
9 0.8061 23.13 0.8092 4.601
10 0.7406 29.04 0.7706 5.661
11 0.7254 38.72 0.7407 5.879
12 0.6783 41.57 0.6894 6.209
13 0.6661 45.95 0.6681 6.276
14 0.6279 50.40 0.6411 7.335
15 0.6100 62.29 0.6315 7.936
16 0.5900 68.10 0.6097 9.440
17 0.5660 74.92 0.5997 9.665
18 0.5515 81.48 0.5888 9.912
19 0.5380 89.55 0.5512 9.998
20 0.5247 93.35 0.5389 10.634
40 0.3703 210.95 0.3853 25.656
60 0.3107 370.41 0.3151 57.880
80 0.2640 415.29 0.2780 112.839
100 0.2355 498.04 0.2532 293.146
120 0.2162 502.11 0.2228 299.324

Нетрудно заметить, что скорость распространения волны уменьшается при движе-

нии от экватора к полюсу, при этом волновые фронты иметь эллиптическую форму. Если

центр покрывающего сегмента расположен на экваторе, волновой фронт есть обычный эл-

липс; если центр покрывающего сегмента расположен в точке полюса, то волновой фронт

есть окружность; во всех остальных случаях волновой фронт — это эллипс со смещенным

в сторону ближайшего полюса центром. В таблице 3.2 представлены результаты расче-

тов для различного числа покрывающих сферических сегментов. Покрытие для случая

12 элементов представлено на рис. 3.9.

Пример 4. Рассматривается задача покрытия единичной сферы Θ с метрикой, в

которой плотность среды ρ(x, y, z) = 1
f(x,y,z)

= 1 + 0.9z.

В данном случае волновые фронты имеют яйцевидную форму, характерную для

сферически-слоистых сред, и вытянуты к «южному» полюсу. В таблице 3.2 представле-

ны результаты расчетов для различного числа покрывающих сегментов. Покрытие для

случая 12 элементов представлено на рис. 3.10.

Отметим, что для одинакового количества сферических сегментов, наименьшие ра-
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n = 15 n = 16 n = 17

n = 18 n = 19 n = 20

Рис. 3.8: Покрытие сферы равными сферическими сегментами в примере 2.
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Рис. 3.9: Покрытие сферы набором из 12 ша-
ров в неевклидовой метрике в примере 3.
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Рис. 3.10: Покрытие сферы набором из 12
шаров в неевклидовой метрике в примере 4.

диусы покрытий получаются для случая евклидовой метрики, поскольку из-за введения

функции плотности, большей единицы, скорость движения волн уменьшается.

Для примеров с неевклидовой метрикой была проведена аналогичная примеру 1

статистическая обработка результатов эксперимента. Здесь также оказалось, что отклоне-

ния радиуса от минимальных описываются гамма-распределениями, причем их параметры

оказались весьма близки: θ3 = 0.0176, k3 = 4.508 и θ4 = 0.0185, k4 = 4.255. Проверка гипо-

тез по критериям Пирсона и Колмогорова-Смирнова показала, что при уровне значимости
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Таблица 3.2: Результаты покрытий единичной сферы с неевклидовой метрикой

Пример 3 Пример 4

n R t R t
6 1.3689 318.37 1.1471 305.74
7 1.2843 325.22 1.1089 311.31
8 1.1995 336.02 1.0030 318.90
9 1.1083 342.52 0.9999 326.55
10 1.0522 353.21 0.9636 337.45
11 1.0366 362.27 0.9341 344.40
12 1.0062 373.95 0.8857 351.21
13 0.9527 384.67 0.8750 358.45
14 0.9266 396.80 0.8136 377.49
15 0.8864 417.26 0.7927 384.27
16 0.8572 438.42 0.7413 390.16
17 0.8258 456.13 0.7386 395.42
18 0.8073 468.22 0.7243 400.86
19 0.8069 485.57 0.7075 407.43
20 0.7941 499.76 0.6674 414.67

0.05 нет оснований их отвергнуть.

3.2.2 Упаковка равных сферических сегментов на сфере

Пример 5. Построим упаковку n = 20 равных сферических сегментов на единич-

ной полусфере S+ с евклидовой метрикой.

Задача была решена с помощью разработанного комплекса программ с применени-

ем алгоритма SpherePacking. Позиции центров сферических сегментов при n = 20:

(−0.1533,−0.6915, 0.7059), (−0.7056, 0.0954, 0.7022), (0.0470,−0.9601, 0.2756),

(0.6221, 0.4149, 0.6639), (0.1750, 0.7234, 0.6678), (−0.6347,−0.4427, 0.6334),

(0.5557, 0.7849, 0.2740), (0.2318, 0.0392, 0.9720), (0.3756,−0.5631, 0.7361),

(0.6882,−0.1189, 0.7157), (−0.8768, 0.3940, 0.2756), (0.5612,−0.7810, 0.2740),

(−0.4966, 0.6687, 0.5534), (−0.1238, 0.9533, 0.2756), (−0.9468,−0.1601, 0.2790),

(0.9415, 0.1915, 0.2773), (−0.1853, 0.3868, 0.9033), (−0.4833,−0.8304, 0.2773),

(−0.2818,−0.1530, 0.9472), (0.8942,−0.3540, 0.2740).

Наилучший радиус упаковки R16 = 0.27357, что на 0.18% больше радиуса R̆20 =

0.26878, полученного в статье [79]. Проекции полусферы и упакованных сферических сег-

ментов на плоскость Oxy представлены рис. 3.11. Диаграмма Вороного, соответствующая

упакованным сферическим сегментам показана рис. 3.12.

Пример 6. Требуется решить задачу упаковки равных сферических сегментов на

единичной сфере Θ с евклидовой метрикой.
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Рис. 3.11: Проекция полусферы и упакован-
ных сферических сегментов на плоскость
Oxy в примере 5

Рис. 3.12: Диаграмма Вороного соответ-
ственно упакованным сферическим сегмен-
там в примере 5

В таблице 3.3 приведены результаты расчетов. Здесь n — количество упакован-

ных сферических сегментов, R — наилучший радиус упаковок, найденный алгоритмом

SpherePacking, R∗ — известный наилучший радиус упаковок из статьей [64,190,192,237],

∆R(%) = R−R∗

R∗
× 100, t — время расчета (в секундах). Число случайных генераций на-

чальных положений 80, величина δ = 10−6. Упаковка для случая 15 ≤ n ≤ 20 элементов

в примере 2 представлено на рис. 3.13. Результаты показали, что оптико-геометрический

подход дает результаты, несколько уступающие лучшим известным, но расчеты выпол-

няются достаточно быстро (не более нескольких минут на обычном ПК), отклонения не

превышают 0.85%.

Пример 7. Рассматривается задача построения упаковок на единичной сфере с

метрикой, в которой скорость распространения волны задается функцией f(x, y, z) = 1 +

1.5z
1+z2

.

На рис. 3.14 сферические сегменты, расположенные ближе к южному полюсу, визу-

ально выглядят больше, чем лежащие у северного полюса, однако в заданной метрике их

радиус одинаков. Причина в том, что функция f(x, y, z) = 1+ 1.5z
1+z2

возрастает на интервале

z ∈ (−1; 1), поэтому чем значение z ближе к −1 (т.е. чем ближе центр к южному полюсу),

тем меньше значение f , соответственно, скорость распространения волна увеличивает-

ся. В таблице 3.4 приведены результаты вычислений для различного числа упакованных

сферических сегментов в данном примере.

Пример 8. Рассматривается задача построения упаковок на единичной сфере с

метрикой, в которой скорость распространения волны задается функцией f(x, y, z) =

0.9
1.1−z2 .
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Таблица 3.3: Результаты упаковки равных сферических сегментов на единичной сфере с
евклидовой метрикой в примере 6

n R R∗ ∆R(%) t
4 0.9551 0.9553 -0.02 6.26
5 0.7853 0.7854 -0.01 9.77
6 0.7851 0.7854 -0.04 11.06
7 0.6779 0.6795 -0.23 16.23
8 0.6528 0.6533 -0.07 21.09
9 0.6152 0.6155 -0.04 25.05
10 0.5766 0.5772 -0.10 31.4
11 0.553 0.5545 -0.27 41.88
12 0.5527 0.5545 -0.32 45.79
13 0.4961 0.4986 -0.50 48.95
14 0.4826 0.4858 -0.65 53.17
15 0.4642 0.4682 -0.85 65.52
16 0.4478 — 71.42
17 0.4385 — 78.61
18 0.4247 — 85.98
19 0.4102 — 93.92
20 0.3983 — 97.25
24 0.3659 — 102.48
30 0.3243 — 110.85
40 0.2794 — 130.32
50 0.2503 — 143.11
60 0.2275 — 156.42

Нетрудно видеть, что в данном случае функция f в т. z = 0 достигает миниму-

ма, а в т. z = ±1 — максимума. Поэтому, если центр сферического сегмента находится

ближе к экватору, то сферический сегмент выглядит больше, по сравнению с сегментами,

расположенными ближе к полюсами (см. рис. 3.15). В таблице 3.4 приведены результаты

вычислений для различного числа упакованных сферических сегментов в данном приме-

ре.

3.2.3 Упаковка равных геодезических кругов в сферический сегмент

Пример 9. Рассмотрим задачу упаковки равных геодезических кругов в сфериче-

ские сегменты с угловыми размерами θ = π
6

и θ = π
4
. Решение найдено с помощью метода

проекции и улучшения упаковки на основе теоремы 1.

В таблицах 3.5 и 3.6 приведены результаты расчетов для θ = π
6

и θ = π
4
, соот-

ветственно. Используются следующие обозначения: N — количество кругов либо геоде-

зических кругов, упаковываемых в круг или сферический сегмент, соответственно; R′ —

оптимальный радиус упаковки равных кругов в единичный круг из [132]. Отметим, что оп-
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n = 15 n = 16 n = 17

n = 18 n = 19 n = 20

Рис. 3.13: Упаковки равных сферических сегментов на сфере в случае 15 ≤ n ≤ 20

Таблица 3.4: Результаты упаковок единичной сферы с метрикой в примерах 7 и 8

Пример 7 Пример 8

n R t R t
6 0.8372 162.99 1.4822 185.23
7 0.7663 169.84 1.3722 190.8
8 0.6924 180.64 1.2699 198.39
9 0.6398 187.14 1.2206 206.04
10 0.6288 197.83 1.0892 216.94
11 0.603 206.89 1.0829 223.89
12 0.5529 218.57 1.0641 230.7
13 0.5319 229.29 1.0012 237.94
14 0.5116 241.42 0.9442 256.98
15 0.4763 261.88 0.8662 263.76
16 0.4633 283.04 0.8554 269.65
17 0.4451 300.75 0.8015 274.91
18 0.4282 312.84 0.7441 280.35
19 0.4206 330.19 0.7296 286.92
20 0.377 343.78 0.681 294.16

тимальная конфигурация может быть неединственной, например, для N = 6. R — радиус

начальной упаковки равных геодезических кругов в сферический сегмент, вычисленный

по формулам (2.42)–(2.43); Rimp — наилучший радиус упаковки равных геодезических кру-
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n = 10 n = 11 n = 12

Рис. 3.14: Упаковки равных сферических сегментов на сфере в неевклидовой метрике в
примере 7

n = 13 n = 14 n = 15

Рис. 3.15: Упаковки равных сферических сегментов на сфере в неевклидовой метрике в
примере 8

гов в сферический сегмент после улучшения (2.44); Ropt — оптимальный радиус упаковки

равных геодезических кругов в сферический сегмент из [75]; t — время расчета.

Из таблиц 3.5, 3.6 видно, что процесс улучшения упаковки привел к увеличению

радиуса во всех рассмотренных случаях. Следует отметить, что даже начальная упаковка

без улучшения хуже оптимальной или наилучшей из известных не более, чем на 1.6% для

θ = π
6

и 4% для θ = π
4
. После процедуры улучшения в ряде случаев найдены оптимальные

упаковки, средняя относительная погрешность составила 0.57% для θ = π
6

и 1.43% для

θ = π
4
, а максимальная – не превысила 4%. При этом время расчетов сократилось на три

порядка.

3.2.4 Покрытие сферического сегмента равными геодезическими кругами

Пример 10. Построим покрытие сферических сегментов с угловыми размерами

θ = π
2
, π
3
, π
4

и π
6

равными геодезическими кругами.

Для построения покрытие в этом примере применяется метод проекции и улуч-
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Таблица 3.5: Результаты расчета для θ = π
6

N R
′

R Rimp Ropt
Rimp−R
Rimp

Rimp−Ropt

Ropt
t (секунд)

4 0.41421 0.21390 0.21586 0.21586 0.00905 0 12.7
5 0.37019 0.19063 0.19235 0.19235 0.00894 0 13.7
6 0.33333 0.17122 0.17453 0.17453 0.00867 0 15
7 0.33333 0.17122 0.17272 0.17272 0.00867 0 16.1
8 0.30259 0.15510 0.15640 0.15640 0.00834 0 19.3
9 0.27677 0.14160 0.14274 0.14274 0.00799 0 19.9
10 0.26226 0.13403 0.13608 0.13656 0.01504 -0.00352 19.8
11 0.25485 0.13017 0.13117 0.13220 0.00762 -0.00776 21.6
12 0.24816 0.12669 0.12865 0.12956 0.01522 -0.00699 21.3
13 0.23607 0.12041 0.12129 0.12275 0.00727 -0.01187 22.3
14 0.23103 0.11779 0.11864 0.12038 0.00717 -0.01446 22.4
15 0.22117 0.11268 0.11347 0.11536 0.00697 -0.01638 24
16 0.21666 0.11035 0.11111 0.11260 0.00687 -0.01324 25.1
17 0.20868 0.10621 0.10693 0.10886 0.00669 -0.01769 25.9
18 0.20560 0.10462 0.10532 0.10674 0.00662 -0.01332 26.4
19 0.20560 0.10462 0.10532 0.10532 0.00662 0 26.4
20 0.19522 0.09926 0.09990 0.10094 0.00639 -0.01027 27.3

Таблица 3.6: Результаты расчета для θ = π
4

N R
′

R Rimp Ropt
Rimp−R
Rimp

Rimp−Ropt

Ropt
t (секунд)

4 0.41421 0.31527 0.32174 0.32175 0.02012 0 12.7
5 0.37019 0.27995 0.28557 0.28557 0.01968 0 13.7
6 0.33333 0.25066 0.26180 0.26180 0.04257 0 15
7 0.33333 0.25066 0.25549 0.25550 0.01893 0 16.1
8 0.30259 0.22643 0.23059 0.23060 0.01804 0 19.3
9 0.27677 0.20624 0.20983 0.21112 0.01713 -0.00609 19.9
10 0.26226 0.19495 0.19824 0.20354 0.01656 -0.02607 19.8
11 0.25485 0.18921 0.19234 0.19619 0.01625 -0.01963 21.6
12 0.24816 0.18404 0.18702 0.19234 0.01594 -0.02767 21.3
13 0.23607 0.17470 0.17744 0.18332 0.01540 -0.03209 22.3
14 0.23103 0.17083 0.17346 0.17744 0.01517 -0.02242 22.4
15 0.22117 0.16326 0.16569 0.17224 0.01468 -0.03801 24
16 0.21666 0.15980 0.16215 0.16522 0.01444 -0.01862 25.1
17 0.20868 0.15370 0.15589 0.16242 0.01404 -0.04024 25.9
18 0.20560 0.15135 0.15348 0.15865 0.01387 -0.03257 26.4
19 0.20560 0.15135 0.15348 0.15348 0.01387 0 26.4
20 0.19522 0.14344 0.14538 0.14943 0.01332 -0.02709 27.3

шения покрытия, которые описаны в разделе 2.3.3. В таблицах 3.7–3.10 приведены ре-

зультаты расчетов для θ = π
2
, π
3
, π
4

и π
6
, соответственно. Используются следующие обо-

значения: N — количество кругов либо геодезических кругов, покрывающих в круг или

сферический сегмент, соответственно; R̃
′

— оптимальный радиус покрытия единичного

круга равными кругами из [120,126]. Отметим, что в некоторых случаях, когда оптималь-
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ной конфигурации не существует, для ее нахождения используется оптико-геометрический

подход [13, 52]. R̃ = R̃
′

θ — радиус начального покрытия сферического покрытия геодези-

ческими кругами; R̃imp — наилучший радиус покрытия сферического сегмента равными

геодезическими кругами после улучшения и определяется по формуле (2.44); Rw — ради-

ус покрытия сферического сегмента равными геодезическими кругами с использованием

оптико-геометрического подхода;

timp — время расчета (в секундах) для улучшения покрытия. tw — время расчета (в

секундах) c помощью оптико-геометрического подхода.

Таблица 3.7: Результаты расчета для θ = π
2

N R̃
′

R̃ = R̃
′

θ R̃imp Rw
R̃−R̃imp

R̃imp
(%) R̃imp−Rw

Rw
(%) timp (s) tw (s)

4 0.70847 1.11285 0.97228 0.93225 14.46 4.29 2.0 9.2
5 0.61187 0.96112 0.88866 0.83840 8.15 5.99 2.2 15.0
6 0.55823 0.87686 0.84331 0.73143 3.98 15.30 2.4 22.5
7 0.50537 0.79384 0.67555 0.66483 17.51 1.61 3.2 30.8
8 0.44579 0.70025 0.63419 0.62696 10.42 1.15 3.8 39.9
9 0.41649 0.65421 0.61810 0.58734 5.84 5.24 3.6 50.4
10 0.39804 0.62525 0.60257 0.55821 3.76 7.95 4.6 62.0
11 0.38120 0.59879 0.56670 0.52299 5.66 8.36 4.7 74.4
12 0.36425 0.57216 0.53722 0.50774 6.50 5.81 4.8 88.4
13 0.34822 0.54698 0.52332 0.48651 4.52 7.57 5.2 105.2
14 0.33504 0.52628 0.49111 0.46767 7.16 5.01 6.0 121.3
15 0.32151 0.50503 0.48499 0.45074 4.13 7.60 6.4 139.3
16 0.31266 0.49113 0.47968 0.43643 2.39 9.91 6.4 157.0
17 0.30487 0.47889 0.46230 0.41981 3.59 10.12 7.2 176.1
18 0.29671 0.46607 0.44405 0.40428 4.96 9.84 7.4 197.7
19 0.28434 0.44665 0.42758 0.39330 4.46 8.72 8.3 220.5
20 0.27648 0.43429 0.41543 0.38692 4.54 7.37 8.6 245.3

Из таблиц 3.7 - 3.10 видно, что процесс улучшения покрытия привел к уменьшению

радиуса во всех рассмотренных случаях. Следует отметить, что начальные покрытия ху-

же улучшенного покрытия в среднем не более чем на 6.6% для θ = π
2
, 3.5% для θ = π

3
, 2.1%

для θ = π
4

и 1% для θ = π
6
. После процесса улучшения в некоторых случаях было найдено

лучшее покрытие по сравнению с результатами оптико-геометрического подхода, при этом

средняя относительная погрешность составила 0.07% для θ = π
4

и 0.70% для θ = π
6
. Кро-

ме того, время выполнения алгоритма намного меньше, чем для оптико-геометрический

подхода.
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Таблица 3.8: Результаты расчета для θ = π
3

N R̃
′

R̃ = R̃
′

θ R̃imp Rw
R̃−R̃imp

R̃imp
(%) R̃imp−Rw

Rw
(%) timp (s) tw (s)

4 0.70711 0.74190 0.69012 0.68143 7.50 1.28 2.0 8.9
5 0.60938 0.64075 0.61640 0.60939 3.95 1.15 2.2 14.1
6 0.55617 0.58457 0.57230 0.55261 2.15 3.56 2.4 21.3
7 0.50000 0.52922 0.48069 0.48943 10.10 -1.79 3.2 29.0
8 0.44524 0.46683 0.44396 0.45243 5.15 -1.87 3.8 37.8
9 0.41421 0.43614 0.42478 0.42680 2.67 -0.47 3.6 47.6
10 0.39494 0.41683 0.40875 0.40057 1.98 2.04 4.6 57.7
11 0.38120 0.39920 0.38793 0.37891 2.90 2.38 4.7 70.1
12 0.36425 0.38144 0.36860 0.36010 3.48 2.36 4.8 84.0
13 0.34822 0.36466 0.35596 0.35028 2.44 1.62 5.2 99.0
14 0.33504 0.35085 0.33586 0.32983 4.46 1.83 6.0 115.1
15 0.32151 0.33669 0.32906 0.32293 2.32 1.90 6.4 131.4
16 0.31266 0.32742 0.32241 0.31280 1.55 3.07 6.4 148.4
17 0.30487 0.31926 0.31334 0.30620 1.89 2.33 7.2 166.6
18 0.29671 0.31071 0.30232 0.29447 2.78 2.66 7.4 184.7
19 0.27739 0.29776 0.29047 0.28487 2.51 1.96 8.3 205.6
20 0.27648 0.28953 0.28310 0.28025 2.27 1.02 8.6 228.0

Таблица 3.9: Результаты расчета для θ = π
4

N R̃
′

R̃ = R̃
′

θ R̃imp Rw
R̃−R̃imp

R̃imp
(%) R̃imp−Rw

Rw
(%) timp (s) tw (s)

4 0.70847 0.55643 0.53270 0.54011 4.45 -1.37 2.0 8.8
5 0.61187 0.48056 0.46964 0.46856 2.33 0.23 2.2 13.6
6 0.55823 0.43843 0.43295 0.43146 1.27 0.35 2.4 19.2
7 0.50537 0.39692 0.37513 0.37694 5.81 -0.48 3.2 26.7
8 0.44579 0.35012 0.34076 0.34108 2.75 -0.09 3.8 34.1
9 0.41649 0.32711 0.32156 0.32751 1.72 -1.82 3.6 43.2
10 0.39804 0.31262 0.30889 0.30501 1.21 1.27 4.6 52.7
11 0.38120 0.29940 0.29432 0.29137 1.73 1.01 4.7 62.8
12 0.36425 0.28608 0.28010 0.28345 2.14 -1.18 4.8 74.4
13 0.34822 0.27349 0.26958 0.26960 1.45 -0.01 5.2 88.4
14 0.33504 0.26314 0.25599 0.25588 2.79 0.04 6.0 102.2
15 0.32151 0.25251 0.24897 0.24821 1.42 0.31 6.4 115.9
16 0.31266 0.24557 0.24312 0.24661 1.00 -1.41 6.4 133.3
17 0.30487 0.23945 0.23679 0.23315 1.12 1.56 7.2 150.3
18 0.29671 0.23304 0.22922 0.22876 1.67 0.20 7.4 169.9
19 0.28434 0.22332 0.21996 0.22000 1.53 -0.02 8.3 188.7
20 0.27648 0.21714 0.21480 0.21450 1.09 0.14 8.6 210.7

3.2.5 Покрытие поверхности цилиндра и конуса равными шарами

Пример 11. Построим покрытие боковой поверхности цилиндра, имеющего радиус

оснований r = 1
2π

и высоту h = 1:

Scyl =

{
(x, y, z) : x2 + y2 =

1

4π2
, 0 ≤ z ≤ 1

}
.
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Таблица 3.10: Результаты расчета для θ = π
6

N R̃
′

R̃ = R̃
′

θ R̃imp Rw
R̃−R̃imp

R̃imp
(%) R̃imp−Rw

Rw
(%) timp (s) tw (s)

4 0.70847 0.37095 0.36401 0.36243 1.91 0.44 2.0 8.6
5 0.61187 0.32037 0.31701 0.31715 1.06 -0.04 2.2 13.1
6 0.55823 0.29229 0.29058 0.29286 0.59 -0.78 2.4 18.6
7 0.50537 0.26461 0.25806 0.25544 2.54 1.03 3.2 24.3
8 0.44579 0.23342 0.23059 0.23863 1.23 -3.37 3.8 31.4
9 0.41649 0.21807 0.21630 0.21755 0.82 -0.58 3.6 40.4
10 0.39804 0.20842 0.20724 0.20961 0.57 -1.13 4.6 50.2
11 0.38120 0.19960 0.19801 0.19929 0.80 -0.64 4.7 59.2
12 0.36425 0.19072 0.18881 0.19217 1.01 -1.75 4.8 71.1
13 0.34822 0.18233 0.18112 0.18403 0.67 -1.58 5.2 83.3
14 0.33504 0.17543 0.17305 0.17446 1.37 -0.81 6.0 94.8
15 0.32151 0.16834 0.16723 0.16882 0.67 -0.94 6.4 109.4
16 0.31266 0.16371 0.16290 0.16308 0.50 -0.11 6.4 123.1
17 0.30487 0.15963 0.15881 0.15823 0.52 0.37 7.2 137.1
18 0.29671 0.15536 0.15418 0.15561 0.77 -0.92 7.4 155.1
19 0.28434 0.14888 0.14782 0.14906 0.72 -0.83 8.3 173.5
20 0.27648 0.14476 0.14405 0.14435 0.49 -0.21 8.6 190.3

равными шарами в случае, когда метрика является евклидовой.

Задача была решена с использованием разработанного комплекса программ алго-

ритмом CylConeCover. Число случайных генераций начальных положений 50, величина

δ = 10−5. Если предположить, что нижнее основание цилиндра принадлежит плоскости

Oxy, а его центр является началом координат, то центры покрывающих шаров (n = 20)

следующие:

(0.127, 0.095, 0.900), (−0.158, 0.019, 0.520), (0.106,−0.118, 0.280), (−0.127,−0.095, 0.280),

(0.046, 0.152, 0.640), (0.143,−0.069, 0.040), (−0.016,−0.158, 0.480), (−0.095,−0.127, 0.0800),

(0.011, 0.158, 0.420), (0.077,−0.139, 0.960), (0.157,−0.022, 0.840), (0.153,−0.043, 0.600),

(0.098, 0.125, 0.140), (−0.033,−0.155, 0.700), (−0.102, 0.121, 0.020), (−0.128, 0.093, 0.240),

(−0.069, 0.143, 0.920), (−0.146, 0.062, 0.720), (−0.145,−0.064, 0.900), (0.157, 0.024, 0.400)

Радиус шаров R20 = 0.1535. На рисунке 3.16 показано минимальное покрытие 20-ю

шарами.

При развертке поверхности цилиндра Scyl на плоскость получаем единичный квад-

рат. Хотя визуально пересечение цилиндра и сферы выглядит как круг, на самом деле оно

представляет собой пространственные кривые четвертого порядка [169].

Выполним сравнение полученных результатов с оптимальными известными покры-

тиями единичного квадрата равными кругами [196, 232] (см. таблицу 3.11). В таблице

использованы следующие обозначения:
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Рис. 3.16: Покрытие поверхности цилиндра (слева) и его развернутой поверхности (справа)
20 одинаковыми шарами и кругами соответственно.

n — количество покрывающих шаров (для пространственного случая) или кругов

(для плоского случая);

R — оптимальный радиус покрытия, найденный алгоритмом CylConeCover;

R∗ — наилучший известный радиус покрытия из работ [196,232];

∆R(%) = R−R∗

R∗
× 100 — относительная погрешность в процентах.

Таблица 3.11: Покрытие поверхности цилиндра равными шарами в евклидовой метрике

n R R∗ ∆R(%) n R R∗ ∆R(%)
3 0.4997 0.5039 -0.83 12 0.2032 0.2023 0.44
4 0.3397 0.3535 -3.90 13 0.1952 0.1943 0.46
5 0.3117 0.3261 -4.41 14 0.1862 0.1855 0.38
6 0.2900 0.2989 -2.98 15 0.1805 0.1797 0.45
7 0.2736 0.2742 -2.22 16 0.1705 0.1694 0.65
8 0.2595 0.2605 -0.38 17 0.1668 0.1657 0.66
9 0.2300 0.2306 -0.26 18 0.1617 0.1606 0.69
10 0.2180 0.2182 -0.09 19 0.1592 0.1578 0.89
11 0.2129 0.2125 -0.19 20 0.1535 0.1522 0.85

Как видно из таблицы 3.11, предложенный метод демонстрирует лучшие результа-

ты по сравнению с известными решениями [196,232] при количестве элементов покрытия

n ≤ 11. Это преимущество объясняется особенностью геометрического преобразования:

при развертке цилиндра на плоскость один сферический элемент покрытия может од-
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новременно охватывать две смежные стороны квадрата, что невозможно в классической

задаче покрытия плоских областей.

Однако с ростом числа элементов покрытия (n > 11) данное преимущество ниве-

лируется. В этом случае наблюдаемые отклонения от оптимальных радиусов, хотя и оста-

ются незначительными (не превышая 0,89%), демонстрируют тенденцию к увеличению.

Следует подчеркнуть, что величина этих отклонений находится в прямой зависимости от

выбранного шага дискретизации расчетной сетки.

Пример 12. Построим покрытие цилиндра Scyl равными шарами в случае неевкли-

довой метрики. Пусть f(x, y, z) = 1
1+0.9z2

. Нетрудно заметить, что скорость распростране-

ния волны уменьшается в вертикальном направлении при движении от нижнего основания

цилиндра. Если центр шара расположен ближе к нижнему основанию, то визуально этот

шар выглядит большим (см. рис. 3.17). Однако в данной метрике все шары имеют одина-

ковый радиус. В таблице 3.12 приведены результаты вычислений для различного числа

покрывающих шаров в данном примере.
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Рис. 3.17: Покрытия поверхности цилиндра равными шарами в неевклидовой метрике в
примере 12.

Пример 13. Построим покрытие боковой поверхности конуса, имеющего радиус

основания r = 1 и высоту h = 3:

Scone =
{
(x, y, z) : z2 = 9(x2 + y2), 0 ≤ z ≤ 3

}
.

10 равными шарами в случае, когда метрика является евклидовой.
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Таблица 3.12: Результаты покрытия поверхности цилиндра в примере 12

n R t n R t
3 0.8638 87.32 12 0.5003 113.23
4 0.7734 90.77 13 0.4902 119.02
5 0.6758 94.64 14 0.4624 126.24
6 0.6225 95.70 15 0.4211 127.23
7 0.5994 99.94 16 0.3744 129.83
8 0.5519 105.19 17 0.3704 132.74
9 0.5331 108.31 18 0.3629 134.85
10 0.5222 110.22 19 0.3616 135.36
11 0.5158 111.58 20 0.3585 137.03

Аналогично примеру 11, решение задачи выполнено с помощью алгоритма CylCone-

Cover. Для конуса, в котором основание лежит на плоскости Oxy, а центром является

начальным координатном Oxyz, при n = 10, радиус наилучший R10 = 0.7157 и позиции

центров шаров:

(−0.2944, 0.3270, 1.6800), (−0.3191, 0.9266, 0.0600),

(−0.8180, 0.0572, 0.5400), (0.5599,−0.0098, 1.3200),

(−0.2367,−0.4853, 1.3800), (0.0000, 0.7000, 0.9000),

(0.8300, 0.4413, 0.1800), (−0.4500,−0.7794, 0.3000),

(0.5865,−0.6290, 0.4200), (0.1532,−0.1286, 2.4000)

Покрытие конуса набором из 10 шаров приведено на рис. 3.18. В таблице 3.13 по-

казаны результаты расчетов.
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Рис. 3.18: Покрытие конуса 10 равными шарами в трехмерном и при развертывании по-
верхности в примере 10
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Таблица 3.13: Покрытие поверхности конуса равными шарами в евклидовой метрике

n R t(секунд) n R t(секунд)
3 1.5070 48.08 12 0.6584 75.61
4 1.1757 50.07 13 0.6307 84.43
5 1.0263 52.83 14 0.6071 87.57
6 0.9468 53.97 15 0.5888 89.85
7 0.9287 54.63 16 0.5791 92.01
8 0.8271 60.58 17 0.5712 94.16
9 0.7207 65.17 18 0.5533 95.67
10 0.7157 68.63 19 0.5278 98.45
11 0.6684 72.78 20 0.5212 103.98

Пример 14. Построим покрытие поверхности конуса Scone равными шарами в слу-

чае неевклидовой метрики с f(x, y, z) = 1
1+0.5z

.

Нетрудно видеть, что в диапазоне z ∈ [0; 3] данная функция принимает наибольшее

значение при z = 0 и наименьшее — при z = 3. Следовательно, скорость распростране-

ния волны уменьшается по мере движения от нижнего основания конуса к его вершине.

В случае, если центр шара находится вблизи основания, то визуально этот шар выгля-

дит большим (см. рис. 3.19). Тем не менее, в рамках такой метрики все шары остаются

равными. В таблице 3.14 приведены наилучшие найденные покрытия.
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Рис. 3.19: Покрытие поверхности конуса одинаковыми шарами в примере 14 для n =
13, 14, 15.

3.2.6 Упаковка равных шаров на боковой поверхности цилиндра и конуса

Пример 15. Требуется построить упаковки равных шаров на боковой поверхности

цилиндра Scyl в случае евклидовой метрики.

Для построения упаковки равных шаров на поверхности цилиндра Scyl применяется

алгоритма CylConePacking, в котором число случайных генераций начальных положе-

ний 50, величина δ = 10−5. Если предположить, что нижнее основание цилиндра принад-
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Таблица 3.14: Покрытие поверхности конуса с неевклидовой метрикой в примере 14

n R t n R t
3 1.9337 50.64 12 1.0139 103.25
4 1.7885 54.34 13 0.9777 119.54
5 1.5209 66.04 14 0.9649 136.49
6 1.4429 70.70 15 0.9197 147.23
7 1.3116 73.59 16 0.8654 159.53
8 1.1952 80.98 17 0.8587 172.47
9 1.1652 84.31 18 0.8313 188.87
10 1.0659 87.22 19 0.7863 196.11
11 1.0478 92.58 20 0.7834 204.82

лежит плоскости Oxy, а его центр является началом координат, то центры упакованных

шаров (n = 14) следующие:

(0.0674, 0.1442, 0.8722), (−0.0052,−0.1591, 0.3940), (−0.1582, 0.0177, 0.3822),

(0.0052, 0.1591, 0.4890), (−0.1152, 0.1099, 0.7071), (0.0152,−0.1584, 0.1393),

(0.1567, 0.0276, 0.1277), (0.0706,−0.1426, 0.7856), (0.1590, 0.0073, 0.3822),

(−0.1591,−0.0027, 0.1277), (−0.1124,−0.1127, 0.6201), (−0.1410,−0.0739, 0.8722),

(−0.0152, 0.1584, 0.2344), (0.1524, 0.0458, 0.6537).

Радиус шаров R14 = 0.12769. На рисунке 3.20 показана самая плотная упаковка 14

шаров.
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Рис. 3.20: Упаковка на поверхности цилиндра (слева) и его на развернутой поверхности
(справа) 14 равных шаров и кругов соответственно.
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Развернув поверхность цилиндра в плоскость, получим единичный квадрат. Далее

сравним полученные результаты с наилучшими упаковками равных кругов в единичный

квадрат [203] (см. таб. 3.15). Здесь n — количество упакованных шаров или кругов со-

ответственно; R — наилучший радиус упаковки, найденный с помощью предложенного

алгоритма CylConePacking, R∗ — наилучший известный радиус из [203] для соответ-

ствующего количества кругов; ∆R(%) = R−R∗

R∗
× 100.

Таблица 3.15: Упаковка равных шаров на поверхности цилиндра в евклидовой метрике

n R R∗ ∆R(%) n R R∗ ∆R(%)
3 0.25053 0.25433 -1.50 12 0.14202 0.13996 1.47
4 0.23100 0.25000 -7.60 13 0.13343 0.13399 -0.42
5 0.20186 0.20711 -2.54 14 0.12769 0.12933 -1.27
6 0.19512 0.18768 3.96 15 0.12513 0.12717 -1.60
7 0.17464 0.17446 0.11 16 0.12274 0.12500 -1.81
8 0.16767 0.17054 -1.69 17 0.11598 0.11720 -1.04
9 0.16252 0.16667 -2.49 18 0.11395 0.11552 -1.36
10 0.15006 0.14820 1.25 19 0.11254 0.11227 0.25
11 0.14263 0.14240 0.16 20 0.11211 0.11138 0.65

Из таблицы 3.15 видно, что в некоторых случаях радиус шаров в предлагаемом ме-

тоде больше известных радиусов (∆R > 0), поскольку поверхность цилиндра при развер-

тывании трансформируется в квадрат, один круг на левом краю квадрата может касаться

круга на правом краю. Это невозможно в классической задаче упаковки на плоскости.

С другой стороны, при 3 ≤ n ≤ 9 можно видеть, что отклонение ∆R имеет боль-

шой разброс, наименьшее значение равно −7.60%, а наибольшее — 3.96%. Что касается

10 ≤ n ≤ 20, то отклонение меняется незначительно, |∆R| ≤ 1.81%. Это вполне объ-

яснимо, поскольку чем больше количество шаров n, тем меньше их радиус, тогда при

развертывании цилиндра на плоскости пересечения сферы и цилиндра будет приближено

к окружности.

Пример 16. Рассмотрим задачу упаковки равных шаров на боковой поверхности

цилиндра Scyl в неевклидовой метрике с f(x, y, z) = 1
1+2z

.

В рассматриваемом примере применяется метрика, эквивалентная использованной

в примере 12. В интервале z ∈ (0; 1) функция уменьшается, поэтому, если центр шара

расположен ближе к нижнему основанию (z ≈ 0), то визуально этот шар также выглядит

большим (см. рис. 3.21). Однако в данной метрике все шары имеют одинаковый радиус.

Пример 17. Требуется решить задачу упаковку равных шаров на боковой поверх-

ности конуса Scone в случае евклидовой метрики.
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n = 8 n = 9

Рис. 3.21: Упаковки одинаковых шаров на поверхности цилиндра в примере 16 для n = 8, 9.

Для построения упаковки равных шаров на поверхности конуса Scone используется

алгоритм CylConePacking, в котором число случайных генераций начальных положений

60, величина δ = 10−4. Если предположить, что нижнее основание цилиндра принадлежит

плоскости Oxy, а его центр является началом координат, то центры упакованных шаров

(n = 8) следующие:

(0.2770,−0.5209, 1.2300), (0.0767,−0.1573, 2.4750), (0.1005, 0.8189, 0.5250),

(0.3084, 0.3808, 1.5300), (−0.4793,−0.0251, 1.5600), (0.8205, 0.0862, 0.5250),

(−0.7752, 0.2822, 0.5250), (−0.4548,−0.7003, 0.4950).

Радиус шаров R8 = 0.5218. На рисунке 3.22 показана самая плотная упаковка 8

шаров.

В таблице 3.16 показаны результаты расчетов. Здесь n – количество покрывающих

шаров, R - наилучший радиус покрытия, найденный из алгоритма CylConePacking, t -

время работы алгоритма (в секундах).

Сравнивая с таблицей 3.13, видим, что время расчета в алгоритме покрытия значи-

тельно меньше, чем в алгоритме упаковки. Это объясняется тем, что в алгоритме упаков-

ки для нахождения центра упакованных шаров необходимо многократно распространять

световую волну из каждой точки области Дирихле во все точки на границе. В алгоритме

покрытия достаточно однократного распространения волны из всех точек на границе до

всех точек области Дирихле.

Пример 18. Построим упаковку равных шаров на поверхности конуса Scone с неев-

клидовой метрикой с f(x, y, z) = 1/(1 + 0.5z).
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Рис. 3.22: Упаковки 8 равных шаров на поверхности конуса и при развертывании поверх-
ности в примере 17

Таблица 3.16: Упаковки равных шаров на поверхности конуса в евклидовой метрике

n R t(секунд) n R t(секунд)
3 0.8222 102.8 12 0.4120 686.4
4 0.7589 183.9 13 0.3992 690.5
5 0.6122 263.9 14 0.3800 787.5
6 0.5745 335.7 15 0.3650 842.1
7 0.5254 435.8 16 0.3479 854.8
8 0.5218 476.8 17 0.3060 902.6
9 0.4840 484.6 18 0.2768 912.8
10 0.4436 513.1 19 0.2530 934.7
11 0.4209 625.7 20 0.2397 957.8

На рисунке 3.23 показаны упаковки на поверхности конуса Scone с метрикой f(x, y, z) =

1/(1 + 0.5z). Легко видеть, что шар с центром ближе к основанию конуса будет казать-

ся больше, хотя их радиусы одинаковы. Как и в примере 14, в этом примере свойства

рассматриваемой метрики приводит к уменьшению скорости распространения световой

волны при движении от нижнего основания к вершине конуса.

3.2.7 Покрытие эллипсоида равными шарами

Пример 19. Рассматривается задача покрытия n = 9 равными шарами сегмента

эллипсоида

(S+
E1) :

x2

4
+
y2

4
+
z2

1
= 1, z ≥ 0,

в случае, когда метрика является евклидовой.

Поскольку z ≥ 0 для решения задачи используются алгоритмы EllipsoidVoronoi
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Рис. 3.23: Упаковки одинаковых шаров на поверхности конуса в примере 18 для n = 8, 9.

и EllipsoidCover, где 0 6 θ < 2π, 0 6 µ 6 π/2. В алгоритме EllipsoidCover число

случайных генераций начальных положений Nmax = 80, величина δ = 10−3. Позиции

центров шаров:

(−0.7071, 1.2247, 0.7071), (0.7357,−1.0705, 0.7604), (−1.2673,−0.7766, 0.6691),

(−1.8853, 0.6676, 0.0000), (−0.2578, 0.1772, 0.9877), (0.1564, 1.9877, 0.0785),

(−0.2588,−1.9659, 0.1305), (1.9208,−0.4611, 0.1564), (1.2304, 0.8939, 0.6494).

Радиус шаров равен R9 = 1.0755. Центры шаров были равномерно распределены

по всей верхней эллипсоида (S+
E1).

Пример 20. Требуется решить задачу покрытия эллипсоида

(SE2) :
x2

0.64
+

y2

0.64
+
z2

1
= 1

с евклидовой метрикой.

Для решения данной задачи также используются алгоритмы EllipsoidVoronoi и

EllipsoidCover. Покрытие эллипсоида шарами в случае n = 10, 11 представлено на ри-

сунке 3.24.

В рассматриваемом примере, поскольку до сих пор теоретических оценок на радиус

оптимальных покрытий для эллипсоида не получено, то покрытие эллипсоида сравнится

с покрытием сферы с такой же площадью. Такое сравнение позволит оценить качество

построенных покрытий, так как оценки радиуса оптимального покрытия единичной сферы

известны [231].

В таблице 3.17 приведены результаты расчетов. Здесь n – количество покрываю-

щих шаров; R – наилучшие радиусы покрытий эллипсоида; R∗ – оптимальный радиус
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Рис. 3.24: Покрытие эллипсоида в евклидовой метрике в примере 20.

шаров, покрывающих сферу с такой же площадью [231]; ∆ = R−R∗

R
× 100% — отноше-

ние наилучших радиусов покрытий эллипсоида к оптимальному радиусу кругов R∗; Ξn -

отношение суммы площадей покрытий к площади поверхности эллипсоида; t – время рас-

чета (в секундах), для алгоритмов EllipsoidVoronoi и EllipsoidCover. Число случайных

генераций начальных положений 80, величина δ = 10−3.

Таблица 3.17: Результаты покрытий эллипсоида в примере 20.

n R R∗ ∆ Ξ t(секунд)
4 1,0030 1,0157 -1,25 1,323 73.2
5 0,8938 0,9219 -3,05 1,309 81.8
6 0,8012 0,8034 -0,28 1,233 93.7
7 0,7503 0,7518 -0,20 1,244 105.4
8 0,7093 0,7112 -0,27 1,372 112.1
9 0,6736 0,6792 -0,82 1,365 131.1
10 0,6276 0,6282 -0,10 1,268 145.4
11 0,6143 0,6156 -0,21 1,439 162.2
12 0,5902 0,5571 5,94 1,423 181.1
13 0,5650 0,5526 2,23 1,444 191.9
14 0,5404 0,5216 3,60 1,44 205.1
15 0,5268 0,5085 3,60 1,401 219.3
16 0,5103 0,4905 4,03 1,315 231.4
17 0,4989 0,4800 3,92 1,496 239.8
18 0,4810 0,4642 3,62 1,517 249.0
19 0,4666 0,4549 2,58 1,427 261.5
20 0,4537 0,4437 2,24 1,366 289.5

Из таблицы 3.17 видно, что радиус покрытия эллипсоида может как превышать,
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так и быть меньше оптимального радиуса покрытия сферы. Минимальная плотность по-

крытия наблюдается при n = 6, тогда как максимальная достигается при n = 18; с увели-

чением количества покрывающих шаров плотность варьируется в интервале от 1.233 до

1.517. Поскольку оптимальная плотность покрытия сферы равными кругами также лежит

в диапазоне (1.23, 1.5] [231], полученные покрытия можно считать хорошими.

Пример 21. Рассмотрим задачу покрытия эллипсоида (SE1) в случае, когда мет-

рика является неевклидовой. Пусть задана функция f(x, y, z) = 1
1+|z| .

Нетрудно заметить, что скорость распространения волны уменьшается при дви-

жении от экватора эллипсоида к полюсам по оси Oz, причем этот эллипсоид является

сфероидом с полуосями a = b = 2, c = 1, поэтому, если центр покрывающего шара рас-

положен на экваторе, волновой фронт есть обычный эллипс; если центр покрывающего

шара расположен в точке полюса, то волновой фронт есть окружность. Шар с центром

около экватора визуально выглядит больше, чем шар с центром около полюсов.

В таблице 3.18 представлены результаты расчетов для различного числа покрываю-

щих шаров. Здесь в алгоритме EllipsoidCover используются число случайных генераций

начальных положений Nmax = 60, величина δ = 10−3.

Таблица 3.18: Результаты покрытий эллипсоида с неевклидовой метрике в примере 21

n R t(секунд) n R t(секунд)
5 2.7525 64.23 13 1.7781 84.56
6 2,4498 66.59 14 1.7057 86.14
7 2.2618 68.33 15 1.6646 90.36
8 2.1949 70.39 16 1.5642 93.48
9 2.0978 72.66 17 1.5114 97.60
10 1.955 74.07 18 1.4803 98.77
11 1.8491 76.41 19 1.4434 103.47
12 1.8166 80.20 20 1.3431 105.95

В таблице видно, что в этом примере радиусы больше, чем в примере 20 для того же

количества шаров. Потому, что скорость распространения волны в этой метрике меньше,

чем в евклидовой.

3.2.8 Упаковка равных шаров на эллипсоиде

Пример 22. Требуется построить упаковки равных шаров на эллипсоиде (SE2) c

евклидовой метрикой.

Для построения упаковки в рассматриваемом применяются алгоритмы Ellipsoid-

Voronoi и EllipsoidPacking. Число случайных генераций начальных положений 40, ве-
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личина δ = 10−3. Упаковки равных шаров на эллипсоиде в случае n = 11, 12 представлены

на рисунке 3.25.

n = 11 n = 12

Рис. 3.25: Упаковка равных шаров на эллипсоиде в евклидовой метрике.

Как и в примере 20, упаковка эллипсоида сравнивается с упаковкой сферы с такой

же площадью. Такая упаковка позволит оценить качество построенных упаковок, так как

оценки радиуса оптимальной упаковки единичной сферы известны [64,190,192,237].

Таблица 3.19: Результаты упаковки равных шаров на эллипсоиде в примере 22.

n R R∗ ∆ Ξ t(секунд)
4 0.7417 0.8033 -7.67 0.746 94.6
5 0.6710 0.6666 0.65 0.756 105.2
6 0.6152 0.6666 -7.72 0.834 115.7
7 0.5626 0.5796 -2.94 0.782 120.5
8 0.5290 0.5578 -5.16 0.817 128.2
9 0.4910 0.5263 -6.71 0.682 135.7
10 0.4814 0.4943 -2.62 0.733 148.8
11 0.4437 0.4745 -6.49 0.808 159.4
12 0.4281 0.4745 -9.78 0.818 173.8
13 0.4075 0.4281 -4.82 0.825 198.1
14 0.3911 0.4173 -6.27 0.673 205.3
15 0.3690 0.4024 -8.30 0.678 220.4
16 0.3616 0.3920 -7.74 0.750 248.7
17 0.3557 0.3834 -7.22 0.809 262.2
18 0.3431 0.3721 -7.79 0.727 284.4
19 0.3348 0.3582 -6.54 0.684 301.8
20 0.3216 0.3563 -9.73 0.678 324.9

В таблице 3.19 приведены результаты расчетов. Здесь n – количество упакованных
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шаров; R – наилучшие радиусы упаковки эллипсоида; R∗ – оптимальный радиус шаров,

упакованных на сфере с такой же площадью [64, 190, 192, 237]; ∆ = R−R∗

R
× 100% — от-

ношение наилучших радиусов упаковки эллипсоида к оптимальному радиусу кругов R∗;

Ξn – отношение суммы площадей упаковок к площади поверхности эллипсоида; t – время

расчета (в секундах), для алгоритмов EllipsoidVoronoi и EllipsoidPacking.

Из таблицы 3.19 видно, что радиус упаковки эллипсоида существенно меньше ра-

диуса упаковки сферы, кроме n = 5. С ростом количества упакованных шаров плотность

варьируется в промежутке [0.673, 0.834]. Оптимальная плотность упаковки для сферы

также варьируется в промежутке [0.77, 0.91], поэтому упаковки с такой плотностью счи-

таются хорошими.

3.3 Выводы по главе 3

В главе представлен комплекс программ «Покрытия и упаковки для поверхностей

вращения», разработанный на C# в среде Visual Studio 2022. Комплекс состоит из моду-

лей, предназначенных для работы с четырьмя типами поверхностей: сферой, эллипсоидом,

боковыми поверхностями цилиндра и конуса, которые позволяют строить как покрытия,

так и упаковки. В качестве элементов покрытия и упаковки могут выступать сфериче-

ские сегменты (для сферы и ее частей), геодезические круги или шары. Каждый модуль

обеспечивает ввод данных, настройку параметров алгоритмов и сохранение результатов.

Проведенный вычислительный эксперимент подтвердил точность и работоспособ-

ность предложенных алгоритмов для решения широкого круга задач. Исследование про-

водилось с использованием евклидовой метрики и ряда неевклидовых метрик. Результаты

показывают, что предложенные алгоритмы находят решения, близкие к оптимальным. В

ряде случаев найденные решения являются оптимальными, а в остальных — отклонение

полученных результатов от наилучших известных (если таковые имеются) незначитель-

но. Представленные алгоритмы позволяют решать задачи о покрытии и упаковке для

поверхностей вращения с различными неевклидовыми метриками.

Выполнена статистическая обработка результатов расчетов: в качестве случайной

величины рассматривалось отклонение найденного радиуса покрытия от минимального

из известных. Показано, что она подчиняется гамма-распределению, параметры которого

оказались близки для всех рассмотренных случаев.



Глава 4: Решение прикладных задач

4.1 Применение покрытия эллипсоида в медицине при настройке генераторов

гамма-излучения

4.1.1 Предметное описание объекта исследования

Рассмотрим задачу настройки генераторов гамма-излучения для стереотаксической

лучевой терапии при лечении опухолей головного мозга. Данная методика реализуется с

помощью специализированного нейрохирургического инструмента — радиохирургической

системы «Гамма-нож». Этот аппарат предназначен для высокоточного воздействия на

патологические очаги, в первую очередь опухоли головного мозга, путем фокусировки

гамма-излучения от радиоактивных источников кобальта-60 в единой точке, называемой

изоцентром (см. рис. 4.1). В модели Leksell Gamma Knife Perfexion (2007 г.) конструкция

системы имеет следующий вид. Радиационная полость, фиксирующая голову пациента,

выполнена в форме усеченного конуса с коллимационными отверстиями, расположенны-

ми в пяти концентрических кольцах. Расстояние от этих отверстий до изоцентра варьи-

руется в диапазоне от 374 до 433 мм. Коллиматор разделен на 8 секторов, каждый из

которых содержит 24 отверстия. Всего в системе используется 192 источника кобальта-

60, равномерно распределенных по секторам над поверхностью коллиматора. Управление

активацией источников осуществляется с помощью серводвигателей, что позволяет вра-

чу избирательно включать или отключать отдельные элементы системы, а также точно

позиционировать их относительно зоны опухоли (см. рис. 4.2) [53].

Для точного определения местоположения стереотаксическая головная рама фик-

сируется в черепе пациента и остается неподвижной как на этапе планирования процеду-

ры, так и во время лечения. После позиционирования врач выбирает опухоль в качестве

изоцентра и определяет зоны облучения на ее поверхности, чтобы настроить серводвига-

тель для равномерного воздействия на всю область опухоли.

Поскольку опухоли часто имеют сложную форму, их обычно аппроксимируют эл-

липсоидом. Ключевая задача на этом этапе — распределить лучи таким образом, чтобы

поверхность опухоли получала равномерную дозу радиации, избегая переоблучения от-

дельных участков, что может негативно сказаться на процессе лечения. Затем, учитывая

состояние пациента и особенности окружающих тканей, определяется оптимальная доза

облучения [113,174].

124
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Рис. 4.1: Схема радиационного модуля установки Гамма-нож Perfexion.

Рис. 4.2: Устройство коллиматора установки Гамма-нож модели Perfexion

Основная сложность лечения связана с фиксированным диаметром коллимацион-

ных отверстий (4, 8 или 16 мм), из-за чего некоторые участки опухоли могут получать

неравномерную дозу, а в отдельных случаях поверхность не охватывается облучением на

100% [113]. Однако в более современных моделях, таких как CyberKnife и LINAC, диа-

метр коллимационных отверстий можно регулировать в широком диапазоне от 5 мм до

60 мм [161].

В данной прикладной задаче для полного облучения поверхности опухоли требуется

от 8 до 15 гамма-лучей, оптимально распределенных по ее площади. Ключевое требование
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— обеспечить равномерную дозу радиации, исключая переоблучение отдельных участков,

что может негативно повлиять на здоровые ткани и снизить эффективность лечения [174].

Эта задача математически аналогична проблеме покрытия эллипсоида одинаковы-

ми шарами, где радиус шара соответствует диаметру коллимационного отверстия, а распо-

ложение шаров на поверхности эллипсоида моделирует точки воздействия гамма-лучей на

опухоль. Таким образом, оптимальное планирование облучения сводится к поиску конфи-

гурации, при которой вся поверхность опухоли покрывается минимальным числом лучей

с заданными фиксированными апертурами, обеспечивая при этом равномерность дозы.

4.1.2 Математическая модель

Если моделировать поверхность опухоли эллипсоидом с полуосями a, b, c > 0, гамма-

лучи — шарами, а центры шаров — точками проекции гамма-лучей на поверхность опухо-

ли, то данная задача может быть сведена к задаче покрытия эллипсоида равными шарами

в следующей постановке: требуется покрыть эллипсоид (E) : x
2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1 8 ≤ n ≤ 15

равными шарами так, чтобы плотность покрытия ΞE была минимальной. В этом случае

метрика является евклидовой, т.е. f(x, y, z) = 1. Пусть Oi ∈ E, i = 1, n — центры шаров,

RE — радиус шаров, ΞE — плотность покрытия эллипсоида.

Математическая модель имеет вид

ΞE → min, (4.1)

∀p ∈ E, ∃i : |Oip| 6 RE, (4.2)

Oi ∈ E, i = 1, n. (4.3)

Целевая функция (4.1) минимизирует плотность покрытия. Однако поскольку при

уменьшении радиуса шаров избыточность покрытия поверхности эллипсоида также умень-

шается, то целевая функция (4.1) достигает минимума одновременно с функцией

RE → min . (4.4)

Рассмотрим теперь случай, когда поверхность опухоли имеет форму близкую к

сферической. В этом случае будем ее моделировать сферой и решать задачу покрытия

равными шарами или сферическими сегментами. Если r — радиус сферы, а R̃ — угловой

размер сферического сегмента, то радиус RS покрывающих шаров на сфере вычисляется

по формуле:

RS = 2r sin
R̃

2
. (4.5)
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Математическая модель для сферического случая имеет вид

ΞS → min, (4.6)

∀p ∈ S, ∃i : |Oip| 6 RS, (4.7)

Oi ∈ S, i = 1, n. (4.8)

Плотность покрытия шарами ΞS в данном случае совпадает с плотностью покрытия

сферическими сегментами и рассчитывается по формуле:

ΞS = n sin2 R̃

2
= n

R2
S

4r2
.

Из данной формулы следует, что целевая функция (4.6) может быть замена целевой

функцией

RS → min . (4.9)

4.1.3 Вычислительный эксперимент

В ходе вычислительного эксперимента были проанализированы более 100 различ-

ных опухолей головного мозга. Ниже приведем результаты расчетов для трех типичных

случаев.

№1: Данные об опухоли взяты из диссертации [44]. На рисунке 4.3 показана опухоль

головного мозга в трех проекциях, ее размер 86.9 × 47.7 × 55.7(мм). Будем считать, что

это эллипсоид с полуосями a = 43.45(мм), b = 23.85(мм) и c = 27.85(мм). В этом случае

необходимо решить задачу (4.2) – (4.4). Будем использовать алгоритм EllipsoidCover

построения покрытия эллипсоида равными шарами, который описан в разделе 2.5.4. Число

случайных генераций начальных положений 50, величина δ = 10−3.

Рис. 4.3: Рентгеновский снимок опухоли №1
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Таблица 4.1: Результаты расчетов для эллипсоида с размерами 86.9× 47.7× 55.7(мм).

n RE (мм) ΞE t
8 26.93 1.3359 121.5
9 24.73 1.3829 129.7
10 23.53 1.4119 131.2
11 22.73 1.4900 133.6
12 21.45 1.5070 135.9
13 20.68 1.4931 142.8
14 20.38 1.6278 151.6
15 19.59 1.6149 154.0

В таблице 4.1 представлены результаты расчетов покрытия эллипсоида 8–15 рав-

ными шарами. Здесь n – число шаров, соответствующее количеству источников гамма-

излучения; RE – радиус покрывающих шаров (в миллиметрах); ΞE – плотность покрытия

эллипсоида; t – время расчета (в секундах) для алгоритма EllipsoidCover. На рисунках

4.4 показаны покрытия эллипсоида для различного числа шаров.

Из таблицы 4.1 можно видеть, что минимальная плотность покрытия ΞE8 = 1.3359

достигается при 8 покрывающих шарах. Таким образом, в рассматриваемом случае до-

статочно использовать 8 гамма-излучателей с радиусом RE8 = 26.93 (мм) и положением

проекции (см. рис. 4.4):

(5.43,−10.40,−24.81), (−33.36, 4.22, 17.14), (8.61.16.49.19.34),

(8.61, 16.49, 19.34), (−32.17,−7.13,−16.76), (40.77,−1.17, 9.52),

(−3.74, 23.46,−4.35), (35.14,−0.33,−16.36).

Кроме того, заметим, что хотя при n = 9 плотность покрытия ΞE9 = 1.3829 не

является наименьшей, но превосходит наименьшее значения всего на 3%. При этом радиус

покрытия RE9 = 24.73 меньше на 8.12%, чем при n = 8. Положения проекции шаров:

(−2.20,−6.86,−26.63), (5.17,−23.15,−5.79), (11.69, 20.99,−10.88),

(−8.99,−11.63, 23.61), (40.52,−2.73,−9.52), (−33.55, 10.62,−12.64),

(−37.03,−12.21, 2.91), (27.33,−0.26, 21.64), (−10.84, 17.28, 17.90).

Согласно расчетным данным (таб. 4.1, рис. 4.4), для эффективного лечения опу-

холи требуется применение 8 гамма-лучей с радиусом воздействия RE8 = 26.93 мм. При

этом центр опухоли фиксируется в начале координат O(0, 0, 0), а точки фокусировки на

поверхности опухоли соответствуют центрам покрывающих шаров. Такая конфигурация

обеспечивает оптимальное распределение радиационного воздействия по всей поверхности

новообразования, гарантируя при этом минимальное влияние на окружающие здоровые

ткани, поскольку плотность покрытия является достаточно низкой.
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n = 8 n = 9

Рис. 4.4: Покрытия эллипсоида равными шарами в случае n = 8, 9.

№2: Данные об опухоли № 2 взяты с сайта больницы общего профиля Куанг-

нинь, Вьетнам (веб-сайт: https://www.benhviendakhoatinhquangninh.vn). Поверхность опу-

холи имеет форму, близкую к сферической (рис. 4.5), ее размер составляет 36.5 × 36.9 ×
36.5(мм). Будем считать, что опухоль имеет форму эллипсоида с полуосями a = 18.25(мм),

b = 18.25(мм) и c = 18.45(мм). Поскольку полуоси эллипсоида примерно равны, можно

рассматривать его как сферу с площадью, равной площади эллипсоида. Радиус такой

сферы равен r =
√

SE

4π
= 18.31(мм), где SE – площадь эллипсоида.

Рис. 4.5: Рентгеновский снимок опухоли №2

В данном случае решим одновременно задачи покрытия эллипсоида и задачи по-

крытия сферы равными шарами. Для построения покрытия эллипсоида (4.1) - (4.4) ис-

пользуется алгоритм EllipsoidCover, а для покрытия сферы – алгоритм SphereCover.

В алгоритме SphereCover радиус покрывающего шара будет преобразован из углового

размера сферических сегментов по формуле (4.5).
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Результаты расчетов покрытия эллипсоида и сферы равными шарами представле-

ны в таблице 4.1.3. Здесь n – число шаров; RE – радиус покрывающих шаров на эллипсои-

де; ΞE – плотность покрытия эллипсоида; tE – время расчета (в секундах) для алгоритма

EllipsoidCover, RS – радиус покрывающих шаров на сфере; ΞS – плотность покрытия

сферы; ∆R(%) = RE−RS

RS
×100 – отклонение радиуса покрывающих шаров на эллипсоиде и

на сфере, ∆Ξ = ΞE

ΞS
– отношение между плотностями покрытия на эллипсоиде и на сфере.

Покрытие сферы выполнено в разделе 3.2.1 (см. табл. 3.1).

Таблица 4.2: Результаты расчетов для покрытия эллипсоида E с размерами 18.25×18.25×
18.45(мм) и покрытия сферы S с радиусом 18.31(мм).

n RE (мм) ΞE tE RS (мм) ΞS ∆R(%) ∆Ξ
8 15.08876 1.451 112.1 14.986509 1.340 0.68232 1.08
9 14.84945 1.568 114.8 14.364309 1.385 3.37740 1.13
10 13.24519 1.421 115.2 13.220638 1.303 0.18570 1.09

11 13.19609 1.612 116.2 12.993834 1.385 1.55656 1.16
12 12.42659 1.678 116.4 12.183806 1.328 1.99271 1.26
13 12.32114 1.745 117.3 11.973736 1.390 2.90145 1.25
14 11.55723 1.691 119.5 11.309164 1.335 2.19356 1.26
15 11.17023 1.651 121.1 10.997131 1.353 1.57409 1.22

Из таблицы видно, что при n = 10 плотность покрытия как на эллипсоиде, так и на

сфере является наименьшей и составляет ΞE = 1.421 и ΞS = 1.303, соответственно. При

этом радиусы шаров RE = 13.24 и RS = 13.22 (мм).

Для всех n отношение плотностей покрытия на эллипсоиде и сфере близко. Наи-

большее отношение составляет 1.26, а наименьшее – 1.08. Отклонение радиуса между

этими двумя покрытиями варьируется от 0.18 до 3.37%. Это свидетельствует о том, что

если эллипсоид приближается к сфере, то использование альтернативного покрытия сфе-

ры становится возможным. На рисунке 4.6 показаны покрытия на эллипсоиде и на сфере

при n = 10.

При n = 10 положения проекции шаров на сфере:

(−0.3749,−0.9268, 0.0205), (−0.9956,−0.0523, 0.0772), (−0.2177,−0.3757,−0.9008),

(−0.4955, 0.6217,−0.6067), (0.7919, 0.1491, 0.5921), (0.6959,−0.7140,−0.0767),

(−0.0689,−0.4087, 0.9101), (0.3294, 0.9442, 0.0061), (−0.4155, 0.5953, 0.6877),

(0.7062, 0.1856,−0.6833).

№3: Здесь данные об опухоли также взяты с сайта больницы общего профиля Ку-

ангнинь, Вьетнам. На рисунке 4.7 показана опухоль головного мозга в трех проекциях,
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Рис. 4.6: Покрытие эллипсоида (слева) и сферы (справа) 10 равными шарами

ее размер составляет 45.5× 42.4× 41.5(мм). Будем считать, что опухоль имеет форму эл-

липсоида с полуосями a = 22.75(мм), b = 21.2(мм) и c = 20.75(мм). Результаты расчетов

представлены в таблице 4.3.

Рис. 4.7: Рентгеновский снимок опухоли №3

В данном случае наименьшая плотность покрытия достигается при использовании

9 излучателей.

Результаты проведенного вычислительного эксперимента показали, что для всех

рассмотренных задач плотность покрытия минимальна при n = 8, 9, 10, со средним значе-

нием 1.3834 для n = 8; 1.432 для n = 9 и 1.392 для n = 10. В остальных случаях средняя

плотность покрытия превышает 1.48.

В таблице 4.4 представлены усредненные результаты покрытия 160 опухолей, ко-

торые моделировались эллипсоидами с полуосями от 5 до 50 (мм). Здесь n — число по-
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Таблица 4.3: Результаты расчетов №3.

n RE (мм) ΞE t
8 17.56 1.3634 121.5
9 16.81 1.3222 131.2
10 15.81 1.3453 131.2
11 15.36 1.3372 133.6
12 14.59 1.4346 135.9
13 13.99 1.3521 142.8
14 13.45 1.3833 151.6
15 13.06 1.5753 154.0

крывающих шаров; Ξ, Ξmin, и Ξmax — средняя минимальная и максимальная плотности

покрытия, соответственно; SΞ – среднеквадратическое отклонение.

Таблица 4.4: Результаты статистического анализа.

n Ξ Ξmin Ξmax SΞ

8 1.4335 1.25 1.8 0.0873
9 1.4500 1.24 1.73 0.0759
10 1.4634 1.26 1.79 0.0912
11 1.4701 1.23 1.71 0.0881
12 1.4771 1.27 1.73 0.0878
13 1.4793 1.25 1.82 0.094
14 1.4784 1.31 1.7 0.0816
15 1.4863 1.27 1.72 0.0875

Из таблицы 4.4 видно, что среднее значение плотности возрастает с 1.43 до 1.48 при

увеличении n с 8 до 15, т.е. покрытие небольшим количеством шаров обеспечивает наи-

лучшую плотность. При этом наименьшее среднеквадратическое отклонение составляет

0.0759 при n = 9, что говорит об устойчивости покрытия эллипсоида при использовании

9 шаров. Расчет корреляции между радиусом шара и плотностью покрытия показыва-

ет сильную линейную зависимость (R2 = 0.9991). Следовательно, переход в модели от

минимизации плотности к минимизации радиуса покрытия является оправданным.

Проведенные эксперименты показали, что разработанный комплекс программ мо-

жет быть успешно применен для планирования радиотерапии, обеспечивая равномерное

облучение всей поверхности опухоли с минимальной необходимой плотностью. Несмотря

на то, что универсальной методики облучения выработать не удалось, наглядное визуаль-

ное представление результатов позволяет врачу быстро определить оптимальные мишени

для облучения, что, в свою очередь, повышает эффективность и точность процесса пла-

нирования лечения.
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4.2 Применение упаковки сферического сегмента для проектирования сфери-

ческой фокальной поверхности

4.2.1 Предметное описание объекта исследования

Рассмотрим задачу проектирования сферической фокальной поверхности при со-

здании гигапиксельной камеры. Гигапиксельная камера – это устройство, которое позво-

ляет делать снимки с разрешением до миллиардов пикселей. Поскольку каждое изобра-

жение, созданное гигапиксельной камерой, содержит огромное количество информации,

такая структура камер применяется в конструкции телескопов и на спутниках для воз-

душного наблюдения [110].

В конструкции обычных камер оптические датчики устанавливаются на плоской

фокальной поверхности, однако плоская фокальная поверхность имеет ограничения по

полю зрения (FOV), а разрешение камеры зависит от разрешения оптического датчика,

установленного на ней. Для преодоления этого ограничения в конструкции гигапиксель-

ной камеры используется сферическая фокальная поверхность. В работах [110, 222] опи-

сывается сферическая фокальная поверхность следующим образом: на сферической лин-

зе камеры установлены микро-оптические устройства так, чтобы они не перекрывались.

Такие микро-оптические устройства представляют собой круглые датчики, способные за-

хватывать изображения с разрешением в десятки или сотни мегапикселей. Тогда поле

зрения будет покрыто относительно небольшими микро-оптическими устройствами. При

съемке каждое изображение, полученное с помощью микро-оптического устройства, будет

иметь определенную кривизну. Однако, поскольку такие устройства имеют небольшой раз-

мер, величина коррекции кривизны, необходимая для отображения каждого подполя на

плоской фокальной плоскости, минимальна. С другой стороны, такие микро-оптические

устройства установлены на сферической линзе, поэтому получаемое изображение имеет

очень широкое поле зрения, которое может превышать 180 градусов. Комбинация изоб-

ражений, полученных с помощью десятков мегапиксельных микро-оптических устройств,

будет скорректирована с учетом кривизны и создаст изображение с разрешением до тысяч

мегапикселей (т.е. больше 1 гигапикселя). На рисунке 4.8 показана структура сферической

фокальной поверхности.

Для такой конструкции необходимо расположить на сферической фокальной по-

верхности микро-оптические устройства, имеющие форму круга, так, чтобы они были

упакованы как можно плотнее. Потому что тогда будет улавливаться максимальное ко-

личество света, что облегчит коррекцию и комбинирование изображений с устройства, в
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Рис. 4.8: Схема сферической фокальной поверхности.

свою очередь, улучшает качество изображения [222]. Значение плотности при этом должно

превышать 0.76 [148,222]. Кроме того, необходимо минимизировать относительное откло-

нение максимального и минимального расстояний между центрами упакованных кругов

D = (dmax − dmin)/dmin (см. рис. 4.9). Цель минимизации значения D заключается в том,

что если значение D больше, то есть круг окажется значительно дальше от своих соседей,

это приведет к большому разрыву в диапазоне изображения микро-оптических устройств,

что приведет к искажению полученного изображения, получению неверной информации

или перекрытию на поле зрения.

В работе [222] предложен метод для проектирования этой поверхности на основе

искаженной икосаэдрической геодезии. Плотность найденной упаковки оказалась ниже

ранее известного оптимального значения, но соотношение расстояний между центрами

кругов значительно улучшилось. Для практического применения этого метода необходи-

мо решить задачу упаковки для большого количества геодезических кругов на сфере.

Например, чтобы спроектировать сферическую фокусную поверхность с полем зрения π
2

с использованием 200 10-мегапиксельных сенсорных камер, требуется выполнить алго-

ритм с параметром n = 800, что в четыре раза превышает заданное количество сенсорных

камер [222]. Это существенно увеличивает время вычислений и усложняет алгоритм.

4.2.2 Математическая модель

Рассмотрим задачу размещения N = 200÷210 датчиков на сферической фокальной

поверхности с полем зрения FOV π
6
. Данная задача эквивалентна задаче построения упа-

ковки N равных геодезических кругов в сферический сегмент с угловым размером θ = π
6

с
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Рис. 4.9: Соотношение расстояния между датчиков

максимизацией их радиуса R. Пусть S – сферический сегмент с угловым размером θ = π
6
,

∂S – замкнутая кривая на сфере, ограничивающая сферический сегмент S, тогда задача

описывается следующим образом:

Требуется упаковать N геодезических кругов с центрами Oi ∈ S и радиусом R в

сферический сегмент S, чтобы плотность упаковки Ξ была максимальной, геодезические

круги не пересекались друг с другом и не пересекались границу ∂S поверхности S:

Ξ → max, (4.10)

ρ(Oi, Oj) ≥ 2R, ∀i, j = 1, n, i 6= j (4.11)

ρ(Oi, ∂S) ≤ R, ∀i = 1, n (4.12)

Oi ∈ S, i = 1, n, (4.13)

Плотность упаковки Ξ определяется как отношение суммы площади геодезических

кругов Si к площади SΣ сферического сегмента

Ξ = N
Si
SΣ

= N
sin2 R

2

sin2 θ
2

.

Поэтому максимизация плотности упаковки эквивалентна максимизации радиуса геоде-

зических кругов:

R → max . (4.14)

С другой стороны необходимо минимизировать относительное отклонение D мак-

симального и минимального расстояний между центрами упакованных кругов. Данное

отклонение D определяется следующим образом:

D =
dmax − dmin

dmin
,
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где dmax, dmin – максимальная и минимальная дуга. Дуга является геодезическим рассто-

янием между центром круга и центрами соседних с ним кругов (см. рис. 4.9). Поэтому в

задаче добавится условие:

D → min . (4.15)

4.2.3 Вычислительный эксперимент

Для решения данной задачи применяется метод, включающий построение началь-

ного приближения и последующую процедуру улучшения упаковки, описанные в разделе

2.3.2. Результаты представлены в таблице 4.5 и на рисунках 4.11, 4.13.

В таблице 4.5 приведены результаты упаковки геодезических кругов в сферический

сегмент S с угловым размером θ = π
6
. Обозначения: R

′

– оптимальный радиус упаковки

кругов в круг из [132], R – оптимальный радиус упаковки геодезических кругов в сфери-

ческий сегмент S после преобразования и улучшения, t – время расчета в секундах.

Таблица 4.5: Результаты расчета

N R
′

R Ξ D t(сек.)
200 0.064669 0.03257 0.791726 0.49484 125.4
201 0.064432 0.03245 0.789832 0.48518 126.5
202 0.064234 0.03235 0.788878 0.48978 129.4
203 0.064056 0.032259 0.788329 0.48560 131.7
204 0.063928 0.032194 0.789024 0.48705 133.6
205 0.063731 0.032094 0.787974 0.49469 135.7
206 0.063554 0.032004 0.787383 0.49558 137.3
207 0.063411 0.031932 0.787650 0.49673 139.0
208 0.063244 0.031847 0.787247 0.49735 143.1
209 0.063132 0.03179 0.788203 0.49981 146.5
210 0.062977 0.031712 0.788093 0.49564 147.7

Таблица 4.5 показывает, что максимальная плотность упаковки Ξ = 0.791726 > 0.76

достигается при N = 200 (R = 0.03257, D = 0.49484); соответствующая конфигурация

представлена на рис. 4.10 и 4.11.

ПриN = 201 относительное отклонение максимального и минимального расстояний

между центрами упакованных кругов минимально D = 0.48518, плотность при этом упа-

ковки также удовлетворяет заданному ограничению Ξ = 0.789832 > 0.76. В этом случае

радиус геодезических кругов R = 0.03245 (cм. рис. 4.12, 4.13).

С другой стороны, минимальная плотность minΞ = 0.7872 > 0.76, средняя плот-

ность упаковки во всех случаях составила 0.7885 > 0.76 и значение D колеблется от 0.485

до 0.495. Полученные значения D указывают на то, что максимальное расстояние между
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Рис. 4.10: Упаковка 200 кругов в
единичный круг

Рис. 4.11: Упаковка 200 геодезиче-
ских кругов на сферическом сегмен-
те после улучшения

Рис. 4.12: Упаковка 201 кругов в
единичный круг

Рис. 4.13: Упаковка 201 геодезиче-
ских кругов на сферическим сегмен-
те после улучшения.

центрами кругов не более чем в 1.5 раза превышает минимальное, что свидетельствует об

их достаточно сбалансированном пространственном распределении. Временные затраты

на расчет при этом оказались невелики (в среднем 135.9 с) по сравнению с результатами,

полученными, в частности, в работе [168].

Таким образом, требования к плотности упаковки и значению отклонения D в этой

задаче обеспечивают начальные требования при проектировании сферической фокальной

поверхности, что помогает свести к минимуму проблемы, возникающие при создании ги-

гапиксельной камеры.
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4.3 Применение упаковки сферы для построения равноугольных жестких фрей-

мов и сферических кодов в пространстве E3

4.3.1 Предметное описание объекта исследования

Равноугольный жесткий фрейм (Equiangular Tight Frame, ETF) – это система век-

торов M = [m1,m2, ...,mN ] ∈ ED×N , D < N , E = R или C, которая удовлетворяет следую-

щим условиям [162]:

|mi| = 1, ∀i = 1, 2, ..., N, (4.16)

|〈mi,mj〉| = µ > 0, ∀i 6= j (4.17)

MMT =
N

D
I, (4.18)

где MT – транспонированная матрица, I – единичная матрица порядка N .

Рис. 4.14: Пример равноугольного жесткого фрейма, E = R, D = 2, N = 3.

На рис. 4.14 представлен простейший пример ETF для E = R, D = 2, N = 3, из-

вестный как фрейм Мерседес-Бенц в двумерном пространстве [84]. Равноугольные жест-

кие фреймы находят применение в различных областях, включая теорию кодирования и

численный анализ, коммуникации и разреженные приближения [147,223,243].

Поиск и построение ETFs представляет собой сложную задачу. Существование ETFs

доказано лишь для определенных пар (N,D); для некоторых пар известны явные кон-

струкции, а для других — доказано их отсутствие [250]. В трехмерном пространстве

(D = 3) задача построения ETFs тесно связана с проблемой проектирования сфериче-

ских кодов.

Сферические коды используются для защиты информации от искажений при пе-

редаче на большие расстояния (например, со спутника на Землю) [45]. Их можно описать

следующим образом:

• Центральная сфера представляет приемник.
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• Каждый внешний шар касается центральной сферы; точка касания соответствует

символу алфавита.

• Вокруг каждой точки касания на поверхности центральной сферы формируется кон-

тактная область (сферический сегмент).

При передаче сигналов в каждый момент времени передается слово, состоящее из набора

символов. Из-за искажений на больших расстояниях принятая точка может смещаться

относительно истинной точки касания. Однако если контактные области достаточно ве-

лики, то даже искаженный сигнал с большой вероятностью попадет в предназначенную

для него область. Это позволяет корректно определить переданный символ.

Для увеличения объема передаваемых данных необходимо расширить алфавит, т. е.

увеличить количество внешних шаров (и, соответственно, контактных областей). Чтобы

избежать ошибок передачи, требуется минимизировать радиус этих областей (или, что

эквивалентно, максимизировать угловой размер сферических сегментов). Таким образом,

задача сводится к плотной упаковке больших равных сферических сегментов на сфере

(см. рис. 4.15).

D = 3, N = 4

D = 3, N = 6

Рис. 4.15: Равноугольный жесткий фрейм (слева) и иллюстрация сферических кодов
(справа).



140

4.3.2 Математическая модель

В этом разделе построим равноугольные жесткие фреймы (ETFs) для количества

векторов 25 ≤ N ≤ 128 в трехмерном пространстве E3 (D = 3). На основе полученных

фреймов спроектируем сферические коды для представления символов английского, вьет-

намского, русского алфавитов и кодов ASCII.

Из условия (4.16) следует, что все векторы mi имеют единичную длину. Если по-

местить их начала в начало координат O, то их концы будут лежать на единичной сфере

S. Условие (4.17) означает, что угол θij между любой парой векторов mi и mj постоянен

и определяется из соотношения

θij = arccos
|〈mi,mj〉|
|mi||mj|

= arccosµ.

Таким образом, задача построения ETF сводится к нахождению на единичной сфере S

конфигурации из N точек O1, O2, . . . , ON , таких, что:

• Все точки лежат на сфере (условие (4.16)).

• Угол между любыми двумя различными радиус-векторами точек одинаков и равен

θ = arccosµ (условие (4.17)).

• Матрица Грама полученной системы векторов удовлетворяет условию (4.18).

С геометрической точки зрения, условие постоянства угла θ между точками эк-

вивалентно условию, что угловое расстояние (наименьшее расстояние по сфере) между

любыми двумя точками Oi и Oj равно 2R, где R — некоторый угловой размер. Это приво-

дит к формулировке задачи плотнейшей упаковки равных непересекающихся сферических

сегментов на сфере.

Каждой точке Oi ставится в соответствие сферический сегмент углового радиуса

R с центром в Oi. Цель — максимизировать угловой радиус R при фиксированном числе

точек N :

R → max, (4.19)

при ограничениях

ρ(Oi, Oj) ≥ 2R, ∀i, j = 1, N, i 6= j, (4.20)

Oi ∈ S, i = 1, N, (4.21)

где ρ(Oi, Oj) — угловое расстояние между точками Oi и Oj.
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Максимально достижимый угловой радиус R в такой конфигурации называется

радиусом кода и непосредственно определяет помехоустойчивость сферического кода. По-

лученные точки O1, O2, . . . , ON будут центрами сферических сегментов, образующих ал-

фавит сферического кода.

4.3.3 Вычислительный эксперимент

Для построения упаковки равных сферических сегментов в единичную сферу ис-

пользуются алгоритм SphereVoronoi построения диаграммы Вороного и алгоритм Sphere-

Packing построения упаковки равных сферических сегментов на сфере. Результаты ре-

шения данной задачи представлены в таблице 4.6 для 25 ≤ N ≤ 50, в таблице 4.7 – для

51 ≤ N ≤ 90, в таблице 4.8 – для 90 ≤ N ≤ 128. Здесь N — количество упакованных сфе-

рических сегментов, R — наилучший угловой размер, найденный из алгоритма Sphere-

Packing, R∗ — известный наилучший радиус в сферических кодах [220], ∆R = R−R∗, t —

время расчета (в секундах). Число случайных генераций начальных положений 80, вели-

чина δ = 10−6. Отметим, что такие наиболее известные результаты, полученные предыду-

щими исследователями с использованием различных методов. Большинство из них были

собраны и доступны на веб-сайте [220].

Для построения упаковки равных сферических сегментов на единичной сфере ис-

пользовались алгоритмы SphereVoronoi (построение сферической диаграммы Вороного)

и SpherePacking (построение упаковки). Результаты решения задачи для 25 ≤ N ≤ 128

представлены в таблицах 4.6–4.8.

В таблицах приняты следующие обозначения:

N — количество сферических сегментов (размерность кода);

R — найденный в работе угловой радиус сегмента;

R∗ — рекордное значение радиуса, известное из литературы [220];

∆R = R−R∗ — отклонение полученного результата от рекордного значения;

t — время расчета в секундах.

Эксперименты проводились со следующими параметрами: количество случайных

генераций начальных конфигураций — 80, точность вычислений δ = 10−6. Для сравне-

ния приведены наилучшие известные результаты, полученные другими исследователями

и собранные на специализированном ресурсе [220].

Таблицы 4.6, 4.7 и 4.8 показывают, что во всех случаях найденные значения радиуса

R близки к известным рекордным значениям R∗. Абсолютное отклонение |∆R| варьирует-

ся в пределах от 0.00088 (при N = 25) до 0.009713 (при N = 72). Средние отклонения для
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групп значений N составляют −0.005424, −0.006530 и −0.006622, что указывает на незна-

чительное отклонение результатов алгоритма от оптимальных известных конфигураций.

С точки зрения вычислительной эффективности алгоритм показал высокую ско-

рость работы. Время расчета t во всех случаях остается ниже 700 секунд. Наблюдается

ожидаемый рост времени вычислений с увеличением N , однако этот рост является умерен-

ным, что свидетельствует о хорошей масштабируемости метода. Полученные результаты

по скорости работы являются конкурентными по сравнению с существующими подходами.

Так, в работе [168] время выполнения аналогичных вычислений для некоторых конфигу-

раций может достигать тысяч секунд. Таким образом, предложенный алгоритм демон-

стрирует стабильную производительность и приемлемое время расчета даже для больших

значений N .

Таблица 4.6: Результаты упаковки равных сферических сегментов в единичную сферу при
25 ≤ N ≤ 50

N R R∗ ∆R t
25 0.36244925 0.36332922 -0.000880 102.5
26 0.35643200 0.35812116 -0.001689 107.0
27 0.34571126 0.35497903 -0.009268 111.3
28 0.33854633 0.34343842 -0.004892 115.8
29 0.33338761 0.33784034 -0.004453 120.2
30 0.33080068 0.33682338 -0.006023 124.7
31 0.32533839 0.32908034 -0.003742 129.2
32 0.31866221 0.32703294 -0.008371 133.9
33 0.31035547 0.31638066 -0.006025 138.5
34 0.30723493 0.31248187 -0.005247 143.1
35 0.30539185 0.30822347 -0.002832 147.8
36 0.29826322 0.30708835 -0.008825 152.5
37 0.29418752 0.30039218 -0.006205 157.1
38 0.29067283 0.29889340 -0.008221 162.0
39 0.28757583 0.29224706 -0.004671 166.8
40 0.28501144 0.28936125 -0.004350 171.5
41 0.28076170 0.28561523 -0.004854 176.4
42 0.27916438 0.28367173 -0.004507 181.1
43 0.27422524 0.28004353 -0.005818 185.9
44 0.27081691 0.27910802 -0.008291 190.9
45 0.26967611 0.27334545 -0.003669 195.7
46 0.26495092 0.27016967 -0.005219 200.5
47 0.26126326 0.26862202 -0.007359 205.4
48 0.26002633 0.26845595 -0.008430 210.3
49 0.25819053 0.26113254 -0.002942 215.4
50 0.25540103 0.25964353 -0.004242 220.5
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Таблица 4.7: Результаты упаковки равных сферических сегментов в единичную сферу при
51 ≤ N ≤ 90

N R R∗ ∆R t
51 0.25189609 0.25628770 -0.004392 225.6
52 0.24876606 0.25477232 -0.006006 230.8
53 0.24849437 0.25144869 -0.002954 236.1
54 0.24173325 0.25060241 -0.008869 241.3
55 0.23903141 0.24663938 -0.007608 246.6
56 0.23897191 0.24563805 -0.006666 251.6
57 0.23646799 0.24283356 -0.006366 256.7
58 0.23445117 0.24047509 -0.006024 261.9
59 0.23182985 0.23906626 -0.007236 267.3
60 0.23214481 0.23730221 -0.005157 272.7
61 0.22922931 0.23451359 -0.005284 278.1
62 0.22556455 0.23286180 -0.007297 283.5
63 0.22445876 0.23114200 -0.006683 289.0
64 0.22343922 0.22894394 -0.005505 294.4
65 0.22217396 0.22750218 -0.005328 299.9
66 0.22082982 0.22643416 -0.005604 305.5
67 0.21651591 0.22413502 -0.007619 310.9
68 0.21432242 0.22221379 -0.007891 316.3
69 0.21532704 0.22107768 -0.005751 321.9
70 0.21379829 0.21965771 -0.005859 327.5
71 0.21193502 0.21806090 -0.006126 333.3
72 0.20781128 0.21752463 -0.009713 338.7
73 0.20821916 0.21427215 -0.006053 344.1
74 0.20664580 0.21311290 -0.006467 349.9
75 0.20598881 0.21207254 -0.006084 355.7
76 0.20548240 0.21055822 -0.005076 361.5
77 0.20213615 0.20945071 -0.007315 367.1
78 0.20088369 0.20883759 -0.007954 372.8
79 0.19998523 0.20615822 -0.006173 378.6
80 0.19932524 0.20553929 -0.006214 384.3
81 0.19762641 0.20374658 -0.006120 389.9
82 0.19546174 0.20241113 -0.006949 395.7
83 0.19590332 0.20143716 -0.005534 401.6
84 0.19253285 0.20116430 -0.008631 407.4
85 0.19164322 0.19878569 -0.007142 413.3
86 0.19087444 0.19787120 -0.006997 419.2
87 0.18981444 0.19675670 -0.006942 425.1
88 0.18946164 0.19606925 -0.006608 431.1
89 0.18615594 0.19474909 -0.008593 437.3
90 0.18690920 0.19333032 -0.006421 443.2
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Таблица 4.8: Результаты упаковки равных сферических сегментов в единичную сферу при
91 ≤ N ≤ 128

N R R∗ ∆R t
91 0.18496337 0.19243823 -0.007475 449.3
92 0.18481191 0.19222691 -0.007415 455.2
93 0.18303199 0.19033147 -0.007299 461.4
94 0.18383286 0.18957516 -0.005742 467.5
95 0.18118162 0.18844800 -0.007266 473.8
96 0.18141504 0.18780275 -0.006388 479.7
97 0.17846934 0.18675590 -0.008287 486.0
98 0.17898747 0.18649769 -0.007510 492.4
99 0.17642059 0.18444611 -0.008026 498.4
100 0.17733209 0.18353186 -0.006200 504.8
101 0.17711380 0.18263722 -0.005523 511.4
102 0.17554666 0.18200022 -0.006454 517.4
103 0.17482168 0.18097555 -0.006154 523.8
104 0.17382787 0.18026302 -0.006435 530.2
105 0.17320782 0.17923530 -0.006027 536.3
106 0.17208535 0.17836749 -0.006282 542.9
107 0.17175354 0.17768502 -0.005931 549.1
108 0.17061959 0.17718971 -0.006570 555.8
109 0.17054850 0.17583598 -0.005287 562.2
110 0.16862566 0.17550444 -0.006879 568.8
111 0.16857166 0.17447833 -0.005907 575.6
112 0.16741713 0.17358438 -0.006167 582.3
113 0.16597258 0.17283648 -0.006864 588.6
114 0.16541808 0.17230771 -0.006890 595.3
115 0.16479308 0.17125165 -0.006459 601.7
116 0.16472156 0.17060416 -0.005883 608.5
117 0.16362174 0.16983180 -0.006210 615.4
118 0.16322175 0.16920540 -0.005984 622.0
119 0.16274696 0.16864900 -0.005902 628.9
120 0.16134894 0.16863389 -0.007285 635.9
121 0.16069095 0.16709232 -0.006401 642.5
122 0.16054883 0.16646898 -0.005920 649.2
123 0.15888290 0.16586203 -0.006979 656.2
124 0.15813983 0.16540408 -0.007264 663.3
125 0.15799514 0.16445218 -0.006457 669.9
126 0.15820941 0.16390025 -0.005691 677.0
127 0.15620635 0.16310376 -0.006897 683.8
128 0.15328915 0.16262081 -0.009332 690.7
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На основании полученных результатов сферические коды могут быть применены

для кодирования алфавитов различных языков, размерность которых варьируется. На

рис. 4.16 представлена конфигурация сферического кода, соответствующая английскому

алфавиту (25 символов). На рис. 4.17 показана упаковка для вьетнамского алфавита (29

символов), а на рис. 4.18 — для русского алфавита (33 символа). Для кодирования рас-

ширенного набора символов, такого как таблица ASCII (128 символов), построенная кон-

фигурация демонстрируется на рис. 4.19. В случае N = 33 (русский алфавит) положения

центров сферических сегментов следующие:

(−0.2745, 0.1624, 0.9478), (−0.1412,−0.9797,−0.1426), (−0.6455,−0.6947,−0.3173),

(−0.4969, 0.7740,−0.3923), (−0.9572,−0.1843,−0.2233), (−0.7347, 0.3287, 0.5934),

(−0.0326,−0.8896, 0.4555), (−0.1734,−0.6956,−0.6972), (0.6732, 0.5203, 0.5255),

(0.6351, 0.7705,−0.0541), (0.2385, 0.0289,−0.9707), (0.0948,−0.3774, 0.9212),

(−0.7383, 0.1868,−0.6481), (0.4088,−0.7345,−0.5417), (0.3290, 0.1757, 0.9278),

(0.0995, 0.9308,−0.3518), (−0.4905,−0.3833, 0.7826), (0.4302,−0.9019, 0.0384),

(0.3853, 0.5627,−0.7314), (−0.2175, 0.4602,−0.8607), (−0.9018,−0.2098, 0.3778),

(0.7013,−0.2238,−0.6769), (0.7710,−0.0974, 0.6293), (−0.9071, 0.4058,−0.1115),

(0.8442, 0.3106,−0.4368), (−0.0119, 0.9715, 0.2368), (0.5127,−0.6376, 0.5750),

(0.8813,−0.4608,−0.1045), (0.0266, 0.6621, 0.7490), (−0.6057,−0.7400, 0.2924),

(−0.3329,−0.1609,−0.9291), (−0.5809, 0.7822, 0.2250), (0.9833, 0.1364, 0.1201).

Рис. 4.16: Равноугольный жесткий фрейм и иллюстрация сферических кодов в случае
D = 3, N = 25 для английского алфавита.
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Рис. 4.17: Равноугольный жесткий фрейм и иллюстрация сферических кодов в случае
D = 3, N = 29 для вьетнамского алфавита.

Рис. 4.18: Равноугольный жесткий фрейм и иллюстрация сферических кодов в случае
D = 3, N = 33 для русского алфавита.

Рис. 4.19: Равноугольный жесткий фрейм и иллюстрация сферических кодов в случае
D = 3, N = 128 для таблицы кодов ASCII.



147

4.4 Применение упаковки полусферы и сферы для проектирования геодези-

ческого спутника.

4.4.1 Предметное описание объекта исследования

Спутник LARES-2 (Laser Relativity Satellite) был успешно запущен 13 июля 2022 го-

да. Это геодезический лазерный спутник-отражатель нового поколения, основной целью

которого является проведение важных измерений в области гравитационной физики и

проверка общей теории относительности Эйнштейна. LARES-2 также имеет важные при-

ложения в космической геодезии и геодинамике, например, при изучении формы Земли и

определении Международного эталона Земли [105]. Ранее многие из этих спутников были

разработаны и успешно выведены на орбиту с первоначальной целью исследования гео-

дезии Земли и проведения специализированных геодезических экспериментов. К таким

спутникам относятся LAGEOS-1 (США, запущен в 1976 году), LAGEOS-2 (США, запу-

щен в 1992 году), ЭТАЛОН-1/ЭТАЛОН-2 (Россия, 1989 год), LARES (Италия, 2012 год),

WESTPAC (Австралия и Россия, 1998 год) и другие. На рисунке 4.20 изображены спутни-

ки LARES и LARES-2, заимствованные с веб-сайта [170]. Кроме спутников ЭТАЛОН-1 и

ЭТАЛОН-2, остальные спутники имеют сферическую форму. На их поверхности установ-

лены уголковые отражатели, которые позволяют принимать и отражать лазерные лучи во

время движения по орбите. Распределение отражателей на поверхности каждого спутника

различно. На спутниках серии LAGEOS отражатели расположены рядами на каждой по-

лусфере, в то время как на других спутниках они расположены квази-случайным образом

по всей сфере.

Рис. 4.20: Иллюстрация спутника LARES-1 (слева) и LARES-2 (справа)

Спутник LAGEOS-1 представляет собой аппарат первого поколения среди геоде-
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зических спутников, разработанных Национальным управлением по аэронавтике и иссле-

дованию космического пространства (NASA). Впоследствии он был исследован и адап-

тирован для различных целей. В работе [189] базовая конструкция спутника LAGEOS-1

описывается следующим образом: необходимо разместить ряд отражателей на сфере, ко-

торые обеспечат устойчивую точку в пространстве для отражения импульсов лазерного

излучения. Целью проектирования является размещение максимального количества от-

ражателей для достижения разумной степени симметрии, т.е. расстояния между центра-

ми всех соседних отражателей должны находиться в некотором допустимом диапазоне.

Полная симметрия достигается, когда расстояние между центрами любых двух сосед-

них отражателей постоянно. Если рассматривать отражатель как сферический сегмент,

то расстановка отражателей аналогична задаче упаковки на сфере максимального числа

равных неперекрывающихся сферических сегментов. Однако существует ограничение: ни

одно из отверстий для крепления отражателя не должно пересекать стык между двумя

полусферами. Общее количество отражателей, установленных на спутнике LAGEOS, со-

ставляет 426. Для установки отражателей сфера была разделена на две полусферы, после

чего на каждой из них были установлены отражатели. Отражатели будут расположены

по окружности вокруг полушария. Схема размещения предполагала, что в первом поясе

можно разместить 40 отражателей, во втором — 39 и так далее по направлению к полю-

су полушария (см. рис. 4.21 [189]). Необходимо расположить отражатели таким образом,

чтобы они помещались внутри одной окружности и между окружностей. Однако впослед-

ствии выяснилось, что принятая конфигурация в большей степени уменьшила симметрию

отражения, чем увеличила количество установленных отражателей.

Рис. 4.21: Структура дизайна LAGEOS на полусфере [189].
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Расположение отражателей на спутниках серий ЭТАЛОН и LARES также суще-

ственно отличается от такового на LAGEOS. Оно более эффективно, плотность отража-

телей выше за счет использования метода упаковки сферических сегментов на полную

сферу. Фактически, классическое расположение отражателей концентрическими рядами

на полусфере, как на спутнике LAGEOS (плотность упаковки составляет 0.435), было от-

вергнуто в пользу методов упаковки по всей сфере. Отражатели размещаются в местах,

определяемых из решения задачи упаковки сферических сегментов на сфере. Однако тео-

ретически оптимальную упаковку пришлось скорректировать для размещения конструк-

тивных элементов оптической системы и других подсистем спутника [105]. Таким образом,

плотная упаковка большого количества отражателей на сфере поможет свести к миниму-

му возникающие проблемы. Количество отражателей на спутниках разное: на LASER —

92, на LARES-2 — 303, на WESTPAC — 60.

4.4.2 Математическая модель

Рассматривается модель поверхности спутника — сфера S радиуса r. В соответ-

ствии с существующими конфигурациями спутников-отражателей, рассматриваются две

постановки задачи о плотной упаковке сферических сегментов:

1. Упаковка на полной сфере. Для заданного числа сегментов N ∈ 426, 303, 92, 60 тре-

буется найти такое их расположение на сфере S, при котором плотность упаковки

ΞS достигает максимума. Данная постановка соответствует спутникам, у которых

отражатели распределены по всей поверхности (например, ЭТАЛОН, LARES).

2. Упаковка на полусфере. Для заданного числа сегментов N ∈ 213, 151, 46, 30 требует-

ся найти такое их расположение на полусфере Ŝ, при котором плотность упаковки

ΞŜ достигает максимума. Данная постановка соответствует спутникам, у которых

отражатели расположены на двух отдельных полусферах (например, LAGEOS).

В первом случае плотность упаковки ΞS определяется как отношение суммы пло-

щадей геодезических кругов Si к площади сферы SΣ:

ΞS = N
Si
SΣ

= N
2πr2 sin2 R

2

4πr2
=
N

2
(1− cosR),

где R — угловой размер упакованных сферических сегментов.

Таким образом, при фиксированном числе сегментов N максимизация плотности

упаковки ΞS эквивалентна максимизации углового размера R. Однако увеличение R огра-

ничено условием непересечения сегментов. Пусть Oi — центр i-го сферического сегмента
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на сфере. Тогда математическая постановка задачи плотной упаковки имеет вид:

R → max, (4.22)

ρ(Oi, Oj) ≥ 2R, ∀i, j = 1, N, i 6= j (4.23)

Oi ∈ S, i = 1, N, (4.24)

Для второго случая плотность упаковки Ξ̂ определяется как отношение суммы пло-

щадей геодезических кругов Si к площади полусферы SΣ̂:

Ξ̂ = N
Si
SΣ̂

= N
2πr2 sin2 R̂

2

πr2
= 2N(1− cos R̂),

где R̂ — угловой размер упакованных сферических сегментов.

Пусть Oi — центр i-го сферического сегмента, а ∂S — граница полусферы Ŝ (за-

мкнутая кривая, являющаяся ее экватором). Тогда задача упаковки на полусфере фор-

мулируется следующим образом:

R̂ → max, (4.25)

ρ(Oi, Oj) ≥ 2R̂, ∀i, j = 1, N, i 6= j (4.26)

ρ(Oi, ∂Ŝ) ≤ R̂, ∀i = 1, N (4.27)

Oi ∈ Ŝ, i = 1, N. (4.28)

4.4.3 Вычислительный эксперимент

Для построения упаковки равных сферических сегментов на сфере S и полусфере

Ŝ были использованы алгоритмы, описанные в разделе 2.5.2.

В таблице 4.9 представлены результаты вычислительного эксперимента для упа-

ковки на полной сфере. Здесь N — количество сегментов, R — найденный алгоритмом

SpherePacking максимальный угловой радиус, R∗ — рекордное значение радиуса из [220],

∆R = R− R∗ — отклонение найденного значения от рекордного, ΞS — достигнутая плот-

ность упаковки, t — время расчета в секундах. Параметры алгоритма: число случайных

генераций начальных условий — 80, точность определения радиуса δ = 10−6.

Анализ данных таблицы 4.9 показывает, что разработанный алгоритм позволя-

ет находить конфигурации с высокой плотностью упаковки (ΞS > 0.72), которая суще-

ственно превышает плотность упаковки, достигнутую в конструкции спутника LAGEOS

(Ξ ≈ 0.435). На рисунках 4.22 показаны упаковки на сфере для N = 60, 92, 303, 426.
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Таблица 4.9: Результаты упаковки равных сферических сегментов на единичной сфере

N R R∗ ∆R Ξ t
60 0.23214481 0.23730221 -0.005157 0.808 272.7
92 0.18481191 0.19222691 -0.007415 0.785 455.2
303 0.09878536 0.10621049 -0.007425 0.739 1422.4
426 0.08258897 0.08965312 -0.007064 0.726 1482.4

N = 60 N = 92

N = 303 N = 426

Рис. 4.22: Упаковка равных сферических сегментов в единичную сферу

В таблице 4.10 представлены результаты решения задачи упаковки на полусфе-

ре, соответствующей конфигурации спутника с раздельным размещением отражателей

на двух полусферах. Здесь R̂ — наилучшие радиусы упаковок, найденный алгоритмом

SpherePacking, R̂∗ — рекордные значения радиусов из [75],остальные обозначения и па-

раметры расчета аналогичны использованным выше.
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Таблица 4.10: Результаты упаковки равных сферических сегментов в полусферу

N R̂ R̂∗ ∆R̂ Ξ̂ t
30 0.22495105 0.23038576 -0,0054347 0.759 72.3
46 0.17708474 0.1874751 -0,0103903 0.721 85.6
151 0.09666985 0.10506963 -0,0083997 0.705 252.4
213 0.08043069 — — 0.688 261.7

При N = 30 положения центров сферических сегментов на полусфере:

(−0.3563,−0.2814, 0.8910), (−0.5667, 0.7916, 0.2284), (0.0071,−0.8171, 0.5764),

(0.1088,−0.4677, 0.8771), (−0.6154, 0.5219, 0.5906), (0.9243, 0.3057, 0.2284),

(0.6860, 0.6908, 0.2284), (0.4480,−0.1404, 0.8829), (−0.4228,−0.6873, 0.5906),

(0.7319,−0.3633, 0.5764), (0.9599,−0.1555, 0.2334), (−0.6887,−0.6887, 0.2267),

(0.2292, 0.7403, 0.6320), (−0.7116,−0.3410, 0.6143), (−0.8458, 0.0829, 0.5270),

(0.2555,−0.9403, 0.2250), (0.0033,−0.0260, 0.9997), (−0.2553,−0.9395, 0.2284),

(−0.1473, 0.9624, 0.2284), (−0.2239, 0.7510, 0.6211), (0.2974, 0.3069, 0.9041),

(0.6065, 0.4911, 0.6252), (−0.1474, 0.4028, 0.9033), (−0.8754, 0.4251, 0.2300),

(0.7320,−0.6431, 0.2250), (0.7954, 0.0822, 0.6004), (0.4398,−0.7039, 0.5577),

(−0.9377,−0.2618, 0.2284), (−0.5219, 0.1506, 0.8396), (0.3010, 0.9263, 0.2267).

Сравнительный анализ данных в таблицах 4.9 и 4.10 показывает, что конфигурация

на основе упаковки на полной сфере позволяет достичь значительно более высокой плот-

ности размещения отражателей, чем конфигурация на основе двух независимых упаковок

на полусферах. Следовательно, с точки зрения максимизации плотности упаковки подход

с размещением на всей сфере является предпочтительным.

Кроме того, важно отметить, что во всех рассмотренных случаях для полной сферы

плотность упаковки превышает 0.72. Это указывает на то, что данный метод обеспечива-

ет высокоэффективное покрытие поверхности, что, в свою очередь, позволяет ослабить

жесткие требования к минимально необходимой плотности при проектировании и предо-

ставляет инженерам большую степень свободы для оптимизации других параметров спут-

ника.
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N = 60 N = 90

N = 303 N = 426

Рис. 4.23: Упаковка равных сферических сегментов в единичную полусферу

4.5 Выводы по главе 4

В данной главе представлено описание решения 4 прикладных задач: задача о на-

стройке оборудования для лечения опухолей головного мозга гамма-излучением, задача

упаковки равных геодезических кругов в сферический сегмент для проектирования сфе-

рической фокальной поверхности, задача упаковки сферы для построения равноугольных

жестких фреймов в пространстве E3 и задача упаковки полусферы и сферы для проекти-

рования геодезического спутника.

Для всех задач представлены предметные и математические модели, выполнено

численное решение с помощью Комплекса программ, описанного в главе 3. По результатам

расчетов сделаны выводы и высказаны содержательные рекомендации.



Заключение

В ходе диссертационного исследования были получены следующие основные науч-

ные результаты:

1. Проведена математическая формализация задач покрытия и упаковки для по-

верхностей вращения с различными метриками в форме задач непрерывной оптимизации.

2. Разработаны численные алгоритмы, основанные на оптико-геометрическом под-

ходе, которые позволяют решать задачи о покрытии равными фигурами и об упаковке

равных фигур для поверхностей вращения.

3. На основе оптико-геометрического подхода разработаны новые алгоритмы по-

строения диаграмм Вороного для поверхностей вращения: сфера, эллипсоид и их сегмен-

ты, боковые поверхности цилиндра и конуса.

4. Доказаны строгие математические утверждения о свойствах геодезического рас-

стояния, на основе которых разработан метод построения начального приближения для

задач покрытия и упаковки геодезических кругов в сферический сегмент.

5. Создан комплекс программ «Покрытия и упаковки для поверхностей враще-

ния» (ПУПоВ), в котором реализованы разработанные численные алгоритмы. Выполнены

вычислительные эксперименты, показавшие эффективность предложенного программно-

алгоритмического инструментария.

6. С использованием комплекса «ПУПоВ» решен ряд прикладных задач: оптималь-

ной настройки генераторов гамма-излучения в нейрохирургии, размещения микрооптиче-

ских элементов на сферической фокальной поверхности, построения равноугольных жест-

ких фреймов и компоновки отражателей на поверхности геодезического лазерного спут-

ника.
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№ 2025617354

ɉɨɫɬɪɨɟɧɢɟ ɩɨɤɪыɬɢɣ эɥɥɢɩɫɨɢɞа ɪавɧыɦɢ шаɪаɦɢ 
«ɉЭɊШ»

Прɚɜооɛлɚɞɚтɟль: Фɟɞɟɪɚɥɶɧɨɟ ɝɨɫɭɞɚɪɫɬɜɟɧɧɨɟ ɛɸɞɠɟɬɧɨɟ 
ɨɛɪɚɡɨɜɚɬɟɥɶɧɨɟ ɭɱɪɟɠɞɟɧɢɟ ɜɵɫɲɟɝɨ ɨɛɪɚɡɨɜɚɧɢɹ 
«Иɪɤɭɬɫɤɢɣ ɧɚɰɢɨɧɚɥɶɧɵɣ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɫɤɢɣ 
ɬɟɯɧɢɱɟɫɤɢɣ ɭɧɢɜɟɪɫɢɬɟɬ» (RU)

Авторы: ɇɝɭɟɧ Дɵɤ Ɇɢɧɶ (VN), Ʉаɡаɤɨɜ Аɥɟɤɫаɧɞɪ 
Ʌɟɨɧɢɞɨɜɢч (RU), Ʌɟɦɩɟɪɬ Аɧɧа Аɧаɧɶɟɜɧа (RU)

Заявка № 2025615135
Даɬа ɩɨɫɬɭɩлеɧия 14 марта 2025 г.
Даɬа ɝɨɫɭɞаɪɫɬɜɟɧɧɨɣ ɪɟɝɢɫɬɪацɢɢ
ɜ Рɟɟɫɬɪɟ ɩɪɨɝɪаɦɦ ɞɥя ЭВМ 25 марта 2025 г.

Рɭɤɨɜɨɞɢɬɟɥɶ Фɟɞɟɪɚɥɶɧɨɣ ɫɥɭɠɛɵ
ɩɨ ɢɧɬеɥɥеɤɬɭɚɥьɧɨɣ ɫɨɛɫɬɜеɧɧɨɫɬɢ

Ю.С. Зуɛоɜ
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№ 2025617890

Пɨɫɬɪɨеɧие ɭɩакɨɜки ɪаɜɧыɯ ɝиɩеɪкɪɭɝɨɜ ɧа 
ɝиɩеɪɫɮеɪе

Прɚɜооɛлɚɞɚтɟль: Фɟɞɟɪɚɥɶɧɨɟ ɝɨɫɭɞɚɪɫɬɜɟɧɧɨɟ ɛɸɞɠɟɬɧɨɟ 
ɨɛɪɚɡɨɜɚɬɟɥɶɧɨɟ ɭɱɪɟɠɞɟɧɢɟ ɜɵɫɲɟɝɨ ɨɛɪɚɡɨɜɚɧɢɹ 
«Иɪɤɭɬɫɤɢɣ ɧɚɰɢɨɧɚɥɶɧɵɣ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɫɤɢɣ 
ɬɟɯɧɢɱɟɫɤɢɣ ɭɧɢɜɟɪɫɢɬɟɬ» (RU)

Авторы: ɇɝɭɟɧ Дɵɤ Ɇɢɧɶ (VN), Ʌɟɦɩɟɪɬ Аɧɧа Аɧаɧɶɟɜɧа 
(RU), Ʉаɡаɤɨɜ Аɥɟɤɫаɧɞɪ Ʌɟɨɧɢɞɨɜɢч (RU)

Заявка № 2025615157
Даɬа ɩɨɫɬɭɩлеɧия 14 марта 2025 г.
Даɬа ɝɨɫɭɞаɪɫɬɜɟɧɧɨɣ ɪɟɝɢɫɬɪацɢɢ
ɜ Рɟɟɫɬɪɟ ɩɪɨɝɪаɦɦ ɞɥя ЭВМ 31 марта 2025 г.

Рɭɤɨɜɨɞɢɬɟɥɶ Фɟɞɟɪɚɥɶɧɨɣ ɫɥɭɠɛɵ
ɩɨ ɢɧɬеɥɥеɤɬɭɚɥьɧɨɣ ɫɨɛɫɬɜеɧɧɨɫɬɢ

Ю.С. Зуɛоɜ
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ONLIFE TECHNOLOGY SERVICE SOCIALIST REPUBLIC OF VIET NAM

TRADING COMPANY LIMITED Independence — Freedom — Happiness

No: 250507 / GCN

CERTIFICATE

on software implementation "Covering Ellipsoid by Equal Balls"

ONLIFE TST CO., LTD certifies the software product "Covering Ellipsoid by

Equal Balls" developed by Mr. Kazakov Alexander Leonidovich, Ms. Lempert

Anna Ananievna, Mr. Nguyen Duc Minh (The certificate of state No 2025617354

dated March 25th 2025), implemented at the company. The use of the software allows

us to support our customers who are medical facilities in Vietnam, especially in

improving the quality of software and treatment techniques for patients at hospitals.

The software module has a simple, user-friendly and intuitive interface. The

main users are oncologists, biomedical engineering students and our principal

researchers. In particular, the software has actively supported the company in

expanding research and development of information technology applications in

medicine./.

Receiver: Viet Nam, Ho Chi Minh city, 07 May 2025

- Mr. Nguyen Duc Minh (01); ector

- Store: VP.OI./. cöNG TY

TNHH

NIIFE

n Dung
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